CURSO
DE ANALISIS
MATEMATICO

L.D. KUDRIAVTSEV

2




3s. ant;as de n.e.
ARQUIME DES

1685 B.TAYLOR 1731 1717 J. D'ALEMBERT 1783



1792 N). LOBACHEVSKI 1858 1902 M.V. OSTROGRADSKI 1862



n.40.KYOPABUEB

KYPC
MATEMATHUHECKOIO
AHANU3A

Tom 2

MOCKBA
«BHICLLAR LWKONA=



CURSO
DE ANALISIS
MATEMATICO

L.D.KUDRIAVTSEV

2

EDITORIAL MIR MOSCU



Traducido del ruso por el ingeniero K. P. Medkov

Impreso en la URSS

Ha HCNAHCKOM AILIKE

@ WanatenscTeo «Bicinas wxonan, 1981
© Traduccidn al espaiiol. Editorial Mir. 1984



Este libro es la segunda parte del Curso de andlisis
matemético en dos tomos. En el libro vienen expuestas
las cuestiones, estudiadas corrientemente por los estu-
diantes de segundo afio. La numeracién de los capitulos,
parrafos y figuras en este tomo continda la numeracidn
correspondiente del primer tomo,

El quinto capitulo con el que empicza este tomo esté
dedicado al cAlculo di ial de las funciones de varias
variables y representa, en esencia, la continuacién inme-
diata del segundo capitulo del primer tomo. Los
capitulos ulteriores contienen la exposicién del céleulo

gral de las funci de varias variables, la teoria de
las series y de la integral de Fourier. La transformacion
de Fourier se expone al principio en la forma clasica, y
luego se dan sus generalizaciones para el espacio L, y pa-
ra las funciones generalizadas. El tomo se termina por un
“Complemento’’, cuya parte principal concierne a los
métodos numéricos destinados para calcular los valores
aproximados de las funciones, las soluciones aproxima-
das de ecuaciones y a los célculos aproximados de las in-
tegrales.
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CAPITULO QUINTO

CALCULO DIFERENCIAL
DE LA FUNCION DE VARIAS
VARIABLES (CONTINUACION)

§ 39. FORMULA DE TAYLOR Y SERIE
DE TAYLOR PARA LAS FUNCIONES
DE VARIAS VARIABLES

39.1. FORMULA DE TAYLOR PARA LAS FUNCIONES
DE VARIAS YARIABLES

Si una funci6n de varias variables tiene un nimero suficiente de derivadas con-
tinuas en un entorno de cierto punto, dicha funcidbn puede ser representada dentro
del entorno citado (al igual que se hizo en el caso de la funcidn de una sola variable)
en forma de una suma de cierto polinomio y un resto que ¢s, en determinado senti-
do, “pequefo”.

T 1. 5 que la funcidn z = f(x, ¥) estd definida y es continua,
fo mismo que mdm‘.ms derivadas parﬂaa‘es hasta ef orden m inclusive (m = 1), en
un bentorno® del punto (X ¥o). , para cualesquiera Ax y Ay, que salis-

facen la condicion p = VAX2 + Ay® < §, existe (ol 6 = 0(Ax,Ay), 0 < 0 < |, gue
resulta ser vdlida la férmula

d; a, i
Az = flxg + Ax, yg + A¥) — flxg. yp) = fu;z‘v") Ax + fb;;y“) Ay +
+ — [5 S G v0) A+ 2 2 f(-\‘g. y“’ ?ﬁrﬂ"_’“l i
21 ax* axdy

+l Ma-a-a 2 iilf +
a( x J"a) (xge ¥g) + - ..

et i Y= {ax, Ay
(_m_—-l_}'( E;"'A)'a—y') Sl ¥g) + Fp_y 2 B

*! En algunas obras se emplea ¢l término “6-vecindad”. (V. def Tr.)
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o, en la forma mds breve,

Az= E] —]- .dxi+Ay—a—)Mf(x +r, (Ax, Ay) (39.1)
&, k!( ax a o Vo) ey (A%, AX), .
donde

1 a @ tm
Fag=} {ax, Ay) = -m—‘ (M rr + Ay 5) Slxg + 84x, vy + BAY). (39.2)

La férmula (39.1) se denomina férmula de Taylor (de ordenm — 1) para la fun-
cién f v 1a funcién r,,_ ; (Ax, Ay), su término residual, mientras que la inscripcién
(39.2) de éste lleva el nombre de término residual de la férmula de Taylor en la for-
ma de Lagrange.

Cuandom = 1, en (39.1) requiere explicaciones el sentido del primer término del
segundo miembro, puesto que en este caso ¢l supraindice de sumacion es igual a ce-
ro. En ¢l caso dado se supone, segiim la definicidn, que el término citado es igual a
cero, es decir, la férmula (39.1) adopta la forma

Az = rg {Ax, &y).

En adelante, siempre cuando se encuentre una expresion escrita con ayuda del
simbolo ¥, en la que el valor del supraindice de sumacin sea inferior al valor del
subindice, convendremos en considerar también que esta expresion es igual a cero.

DEMOSTRACION. Supongamos que Ax y Ay estén fijados de una manera tal que p =
= Vax? + ay? < &, entonces todos los puntos del tipo (xg + tAx, yo + (4y), donde
0 < t < 1, sedisponen en un scgmento que une los puntos (xp, ¥o) ¥ Grp + AX, yp +
+ Ay), por lo cual todos ellos pertenecen al 5-entorno del punto (xq, o). Por esta ra-
z6n tiene sentido la composicién de funciones

z = fix, y)
x=xp+ 1Ax, y=yy+tdy, 0<1<1,
es decir, la fancién compuesta

F(@) = flxg+ tAx,yp+ t4y), 011 (39.3)
Es evidente que
Az = flxy + Ax, ¥y + A¥) = [l ¥g) = F(1) = F(0). (39.4)

Como la funcién f tiene en el §-entorno del punto (x,, ¥;) m derivadas parciales
continuas, de acuerdo con ¢l teorema sobre las derivadas de una funcién compuesta
(véase el p. 20.3), la funcibn F tendré también en el segmento {0, 1] m derivadas
continuas, por lo cual para F ser4 valida la formula de Taylor de ordenm — 1con el
término residual en la forma de Lagrange:

Fr Fm=-1) o )
L SR ”:”""+F( €0 m,

2! {m — 1) m!
0<b<1, (39.9

F(t)— F(0) = F"(0) +
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y en el entorno considerado del punr.n ‘-“o- Yo) la funcién (39.3) puede derivarse m
veces conforme a la regla para d fi (véase la observacién 2
en p. 20.4), con la particularidad de que los valores dc las derivadas parciales mixtas
que se obtienen no dependen del orden en que se lleva a cabo la derivacion (véase el
p. 21.1).

Al expresar las derivadas F%) (1) en términos de las derivadas de la funcién f(x,
») v al poner en la férmula (39.5) ¢ = 1 (véase (39.4)), obtendremos 1a funcion re-
querida de Taylor correspondiente a la funcion f(x, ¥). En efecto, de (39.3) se dedu-
ce que

af dx dx
F'(;):.Z._+ ﬂ_f_.=
dx dt dy di
a + tAx, yy + A 3 + tAx, yo + 1
- f (xg Yo }’)M+ 1f (xg Yo Ay) iy
ax ay

De aqui, al omitir para abreviar las desi iones de los ar 0s, obtendremos
para F™°(f)

d /3 a
F““’=E(§f fAy) Ax1+z fdxAy+-;f!Ay

En general, por induccidn es ficil establecer que

a LAY
FO () = (“Ia? + AFE) S+ 1Ax, yy + 14y),

k=12,...,m (39.6)
Al poner en las formulas (39.6) ¢ = Oparak = 1,2,.. ., m — 1, tendremos:
d ’ d
F(0) = f(xo )’O}M + f‘\’o-)’ojw
ax ay
F(0) = AL Al + zalﬂ"" Yo Axay + 7160 39 a2
= ax? axdy a? Wi
¥, en general,

P 8\ W
£ () = .u_m_) o k= L2, .m—1 (397
) ( o+ & ) st

Cuando k = m, al sustituir ¢ por 81,

)
F) ) = (m% + nya) ™ fixg + OtAx, yg + 018y). (39.8)
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Sustituyamos ahora (39.7) ¥ (39.8) en (39.5) y pongamos / = |; en esle caso, en
virtud de la relacion (39.4)
m=1 F&) o F(m) ©
m=r)-roe ¥ 242 0,
PR 4 m!

a
- % L(slen ) 16030 +

= ax

1 a {m]
—t Ay -— h , D<é <l
Fo (Max +ayo ) flxg + 84x), yy + 84Y) <f< m}

Corolario. En vista de las suposiciones del teorema | es licita la férmula

Z i ax Do *) " ftcg 30 + 1, A, (39.9)

con la particularidad de que el término residual r, (Ax, Ay) puede ser escrito en cual-
quiera de las siguientes formas:
m

mltx, 8y = ¥ eelax, ay) axt aym =k, 39.10
k=D
donde
lme,(ax, a) =0, k=01 ...m p=Vax+ay
o bien
r(Ax, AY) = £{ax, Ay)e™, (39.11)
donde lim ¢ (Ax, Ay) = 0, es decir,
r,,.{nr.a‘-\.v) = 0(™). (38.12)
Larepr i6m del té residual de la formula de Taylor tal como se indi-

ca en (39.12) se denomina su inscripcion en la forma de Peano.
DEMOSTRACION. Pongamos

M f(xy + OAx, yo + 04y) 37 flxg yo)

&; (Ax, &y) = S SE (39.13)

Debido a la continuidad de todas las derivadas parciales de orden m
lim € (ax, &) = 0

Al hacer uso de la expresion (39.13), transformemos el resto r,,_, (ax, 4y)
(véase (39.2)), de la manera siguiente:
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o (AX, AY) = % ﬁn ot F7 % :x:;;_yf' BAY) ik sy =
+ ﬁ ?:; &, g (ax, Ay) axfay™ % =
(Ax— + Ay—- ™ Sty + f 2. (dx, &) AXAYTTR, (39.19)

ku(

e
donde £, (Ax, Ay} = —"; € [Ax, Ay), ¥ por esia razdn
m
lim £, (ax, Ay) = 0, (39.15)

Sustituyendo (39.14) en (39.1), obtenemos la formula de Tayler (39.9) con el térmi-
no residual en la forma (39.10).

Mostremos que ¢l término residual (39.10) puede ser escrito en la forma (39.11).
Con este fin pongamos

£ Ax A -k
sara = 3 5 (ax Ay (-p—)* (?y)’” * (39.16)
-

-

rafx,an) = ¥ gax, apaxfapn—k =

kmi
2 ANk SAY\ m=k
= g : — . = c{ax, ayp™,
- L Ei"m"(ay)(m) (n)

k=0

En este caso

Ay
¥, Como |€ 1 yl ‘4 I, de (39.15) se desprende que
2

liﬁn_'.loz (Ax, Ay) = 0. a

Aprovechando la nocién de diferenciales de 6rdenes superiores, podemos atri-
buir a 1a férmula de Taylor una forma mas compacta que es idéntica en apariencia a
la férmula de Taylor para las funciones de una sola variable, escrita asimismo con el
empleo de diferenciales. Efect! te, puesto que (véase el p, 21.2)

a“fu',.v)=( ainx L T S K
X

entonces, suponiendo, para abreviar, My = {x;, ¥ ¥ M = (x; + Ax, yy + A)), po-
demos escribir la formula (39.9) en lp forma

L

1
Az = E ;-!-d"flMo) + Fp (M), (3917

kel
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La forma indicada de la férmula de Taylor es més simple a consecuencia de lo
cual resulta comoda para recordarla.

He aqu! algunas abservaciones referentes a las demostraciones del teorema 1 y
de su corolario, Ante todo, en las condiciones del teorema se ha exigido que la fun-
cién f tenga derivadas continuas de orden hasta m inclusive en cierto s-entorno del
punto (x,, ¥p). S¢ podria exigir que en el entorno citado sean continuas sééo las deri-
vadas de orden m, puesto que de la continuidad de &stas s infiere que son continuas
también en ¢l entorno dado todas las derivadas inferiores de la funcién en conside-
racion, es decir, las derivadas de érdenes k = 0, 1, . . ., m — 1 (véase el p. 20.2).

Sut que la inuidad de las derivadas parciales en el & no del
punto (x,, ¥} s¢ ha usado, en primer lugar, para que las derivadas parciales con las
que nos encontramos no dependan del orden en que se realiza la derivacion {esto se
ha usado tanto en la demostracibn de la férmula de Taylor (39.1), como en la propia
forma de notacién de dicha férmula) y, en segundo lugar, para que la funcién (39.3)
pueda ser derivada m veces segiin la regla de derivacién de la funcion compuesta. Fi-
jemos la atencion en que para m = | las derivadas mixtas estdn ausentes; entre tan-
to, para que haya posibilidad de derivar la funcién (39.3) una sola vez, segin la
regla de la funci6n compuesta y, por consiguiente, para que sea vélido el teorema 1,
resulta suficiente una suposicién més débil sobre la funci6n en consideracion f. A
saber, en lugar de la suposicién sobre la derivabilidad continua de la funcién fen el
&-entorno arriba jonado del punto (xg, o), €5 suficiente su derivabilidad en este
entorno (véanse las definiciones 2 y 4 en el p. 20.2).

La continuidad de las derivadas parciales de orden mr (en el punto (xg, ¥y)) se ha
empleado también en la demostracion del corolario del teorema 1: es necesaria para
que las funciones ¢ (Ax, Ay), definidas mediante las férmulas (39.13), tiendan a ce-
ro cuando p — 0.

Racal demdi

que con las suposiciones admitidas en la férmula (39.9)
se ha demostrado que r,, (Ax, Ay) = 0(o™) para p — 0 no en el sentido del limite se-
gin cualquier direccién fijada, como podria parecer, a primera visia, provenien-
tedelad tracion aducida, sino en el ido mas fuerte, esto es, en el sentido
del limite en el punto {x,, yp) (Lpor qué?).

+ La:férmula (39.1) puede ser un tanto generalizada, si no se tienen aspiraciones
-de'que sca valida-para todos los puntos (x, + Axg, ¥ + Ay) del b-cntorno del punto
(xgs ¥p), 600 que se considera la férmula citada sélo para Ax y Ay fijados. A saber,
sila fﬁnctbnfgti"de’l"uﬂd_d y tiene derivadas parciales continuas de orden m en un

ju bierto que iene un segmento con los extremos (xg, ¥p) ¥ (xy + Ax,
¥p + Ap), entonces la formula (39.1) queda también justa, igual que su demostra-
ci6n. De esto se deduce que si la funcién f estd definida en la regitn convexa G (vé-
ase el p. 18.2) y tiene en G derivadas parciales continuas de orden m, para cuales-
quiera dos puntos (x, ¥o) € G ¥y (x5 + Ax, yg + A¥) € G es vilida la férmula de
Taylor (39.1).

Eiercicio 1. Sea la funcién f{x, ¥) continua, lo mismo que sus derivadas parciales hasta el
ordmmlmusiw.m:iememmudeipunto(x‘.y,}ar & que su poli io de
Taylor de orden m, es decir,
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, 1 2 3w
. ¥) E pn [tt xy % + 0=y ay] Sy ¥g

k=0
& un polinomio de mejor aproximacién de la funcidn f{x, ¥) ¢a un “entordic infinitamente pe-
quefio del punto {x,, ). Esto significa lo siguiente: cualquiera que sea ¢ polinomic Q (x, »)
de grado no superior a m (es decir, ¢n cada término suyo la suma de exponentes de las poten-
¢ias de las variables x e ¥ no debe ser mayor que el numero m) tal que

Fix, )= Q.M+ o™, nz2m, cande o =0,

P = VETIFT G,
coincide con ¢l polinomio citado de Taylor Pix, ¥) de la funcidn fix, y).
Todo lo dicho s¢ extiende también al caso de una funcidn de cualquier nGmerc
de variables.
Teorema 1°. i una funcibn de n variables y = fix;, . . ., X,) esid definida y es
continua junto con todas sus derivadas parciales hasta el orden m, m z 1, inclusive
en cierto b-entorno del punto 0 = Lrﬁ «+ o XIT), entonces es vdlida la formuta

Ay .=_r(xﬁ”3 + axg . o xdP oA = L x0h =

donde

)
Ax|— + . @+ r, g lAx), (39.18)
ki( !ax, ”a 4 B
Em]

donde
'rm—l[“) =

1 3 AN
=—[ax ..+ A, — M 4 fAxg, .. L 2P 4 fax,),

m! ( 'ax, ”6.\'") 7o + " ot "

0<f <1, Ar= (Ax),... Ax), (19.19)
¥ lambién hfdrmal'a

PENPPRCE L P ax) 9.20
Ay = = o ”.‘E (™) + £ (D), (39.20)

ax]

donde r, (Ax) puede escribirse en cada una de las siguientes formas: o bien

r.lax) = E eml_ -~ (Ax)a_{{'l . AX::'". {39.21)
. n
donde lim ¢, . (Ax)=0.p=\f Y A 0 bien
£= " =1
T () = £ (&)™, ll!l;l, elax) =0, (39.22)

2—bB429
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es decir,
rm(ax) = 0™, o — 0.

Por fin, en términas de las diferenciales la férmula (39.20) puede escribirse en la
Sforma -

ay = -;—I AT + 1y (A0, (39.23)
|

Ahora abrimos los paréntesis en las férmulas (39.18) y (39.19), haciendo uso de
la férmula algebraica

(E a)" - i

ETL +l-

Para anotar ¢l resultado en la forma més breve introds unas designaci
nuevas. Pongamos k = (ky, . . . kp), 1kl =k + ... + k. kl'—ki .kl
a'kly e 9
) " | = n;
ﬁmm e A = Py - D

k = u:, e k]seunmnmui'umn‘lcc‘

indicadas, la formula de Taylor (39.18) con o tér-
mino residunl en la forma (39.19) se escribiré ast:

S = ﬁ’g%u—x("’h y wa-wjﬁ
Iklem Ikl mm

Aqui, como siempre, x = (. . - . x,). 2% = &, .. L XDy
X0 4 60 = X0 = (40 + 06, — ¥, . . L X0 + 0k, - xOY).

La férmula de Taylor que acab: de exp para las funci de cualquier ni-

mero'de variables tiene la misma forma que para las funciones de una sola variable.
A veces, particularmente en el caso de las funciones de varias variables, para las
derivadas se utiliza la designacién

Dt o

FLibd vtk
adh. ..o

donde k = (kj, - . .+, k) &5 un multiindice. Si se usa dicha notacibn, la formula de
Taylor adoptaré la furma

) = Z FD‘I&“’}}L\‘—X‘O’)‘*"‘
Tkl<m k_l'_D*f‘rm)_‘_a{x_x{O))#_xm}}*lﬂq:E('-

Velmm
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39.2, FORMULA DE INCREMENTOS FINITOS. PARA LAS FUNCIONES
DE YVARIAS YARIABLES

El caso particular de la formula de Taylor (39.18), dom = I, se de i
corrientemente férmula de incrementos finitos de Lagrange para las funciones de
varias variables. Debido a las observaciones que en el punto anterior siguen el teore-
ma 1 sobre las suposiciones bajo las cuales resultan validas las férmulas (39.1) y
{39.18), del teorema 1° obtenemos la siguiente afirmacién.,

Teorema 2. Si la funcidn f(x,, . . ., x,) es derivable en todo punto de cierta re-
gidn convexa G C R”, para cualquier par de puntos (x,, . . ., x)}y (x; + &x,, . . .,
X, + Ax,) de G existe (al 0, 0 < 0 < 1, que

SO+ Axp, X A — SRy, LX) =
N af(e, + 0Ax,, ..., x, + 6Ax,)

ax; f
0, en la forma mds breve, tnd
4 fAx),
S+ AY) = f@) = E —f‘i’-;—"u; , (39.24)

fmy

dondex = (x;, .. .. X,), X + &x = (¥) + AX}, .. .. X, + AX) ¥
¥+ 0Ax = (x; + BAx,, .. ., x, + BAx,).

Como ya se ha indicado, la férmula (39.24) expresa precisamente la férmula de
incrementos finitos de Lagrange.

Dicha formula, al igual que la férmula de Taylor en general, tiene muchas y va-
rias aplicaci en dif probl del andlisis matemético.

Prestemos nuestra atencion a que el teorema 2 no es el caso particular del teore-
me 1, pues no es la derivabilidad continua de la funcién en consideracién en todo
punto del conjunto G lo que se exige de él, sino sdlo su derivabilidad. No obstan-
te, la demostracién del teorema 2 se contiene de hecho en la demostracion del teore-
ma 1. En efecto, como ya se ha indicado en las observaci refe a la de-
mostracién del teorema 1 y al corolario de éste (véase el p, 39.1), param = 1 la de-
mostracién- del teorema 1, aducida arriba, conserva rigor también bajo las suposi-
ciones del teorema 2, es decir, cuando solo se supone la derivabilidad (y no derivabi-
lidad continua) de la funcién f.

Demostremos la sigui afirmacidén como ejemplo de la aplicacién de la fér-

mula (39.24).

T 3. Si una funcidn es derivable en todo punto de la region convexa G ¥
tiene en G derivadas parciales o las, serd unifor continua en la regién
mencionada,

DEMOSTRACION. Si

afx) i
£¢ i=01L2,...,n x€G

axy
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{c &5 una ) para cualesquiera dos puntos x* = {x, .. ., X)) yx''=
= (x;{', ..., X, ") de (39.24) se infiere que
o Ja
W) - Je < E ;f) %" = x| < enpte’,x7)

i

(aqui £ es algin punto del segmento que tiene por extremos los puntosx " yx ' ). Por
50, si estd prefijado £ > 0, basta tomar § = {;-paru que se cumpla la desigualdad
V=N <e, (39.25)

cualesquiera que sean los puntos x € G yx "€ G tales quep(x ", x ") < §, lo que
atestigua la continuidad uniforme de la funcibn f en la region G. 0O

39.3. SOBRE LA ESTIMACION DEL TERMINO RESIDUAL
DE LA FORMULA DE TAYLOR EN TODO EL DOMINIO
DE DEFINICION DE LA FUNCION

E! término residual en la férmula de Taylor depende, evidentemente, no sdlo de

los i de los arg , sino bién del mismo punto en cuyo entorno
se examina ¢l desarrollo de la i‘unclbu ¥ que en el p. 39.1 se consldusba fijado,
Ahora serén de interés pm nosotros el comp to y la estimacion del término

idual en d d del bio del punto ionado. Con ¢l fin de subrayar

dicha dependends, ¢l termino residual de orden m se designaré en cste parrafo
por  r,lx, Ax), dondex = (x|, . . ., X,) €5 Un punto en cuyo entorno se desarrolla
la funcién dada segin la férmula de Taylor. Como hasta ahora, Ax = (Axy, .. .,
Axp).

En las formulas (39.21) y (39.22), en lugar de Sy, (Ax) y £(Ax) se escribiran
L (x, Ax) y £(x, Ax), respectivamente. Erlo sucesivo nos haré falta la estima-
cion de] término residual de la formula de Taylor en la forma de Peano para todo el
dommm en-el que existe el desarrollo segiin la férmula indicada.

~Introduzéamos primero ¢l concepto de continuldad de las derivadas parciales en

'=h clausura de un conjunto abierto. Esto reguiere una definicién especial, puesto
que enun purito mite del conjunto abierto G el concepto de derivada parcial no es-
th definido, en ¢l caso g I, atn 10 la funcién quede definida en la clausura
G del conjunto G (véase, por cjemplo, el punto M de la frontera de la regidn G en la
fig. 156).

Definicién 1. Una funcién f, definida en el conjunto abierto G C R", se llama
continuamente prolohgable a la clatisura G de éste, si existe tal funcidn F, continua
en G, que F= fen G.

La funcidn F se di i I i6 tinua de la funcién f (a G) y se de-
signard, para simplificar, mmbnérl con el simbolo f.

En virtud de la unicidad del limite de una funcién es evidente que si una funcién
definida en G tiene prolongacién continua a G, &sta es dnica.
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¥

7

Fig. 156

Definleidn 2. Una funcidn f se denoming continuamente derivable (m veces con-
tinuamente derivable) en G, si f esté definida en G y todas sus derivadas parciales de
primer orden (derivadas parciales hasta ef orden m inclusive) son continuamente
prolongables de G 2 C.

Ejerciocios. 2. Demuéslr;se que i la funcién £ esta definida en el conjunto abierto G © R"

y tiene en éste una derivada —-,  conti prol ble a la clawsura G del
X
conjunto, y si, ademds, en tierto punto de la frontera del conjunte & existe la deri-
ar
vada parcial (unilateral) — entonces la  funcidn coincide con la prolongacién con-
ax

tinua de la derivada purciai a dicho punta,

3. Demuéstrese que para que una funcion continua, definida en el conjunto abisrro acota-
do G C R", sea continwamente prolongabie a la clausura dc éste, es necesario y suficiente que
sed uniformemente continua en &, Prutbese que en el caso de un conjunto abiernto no acotado
la condicisn de continpidad uniforme de una funcidn prolongable, siendo suficiente para Ja
prolongacidn continua, no ¢ neccsaria,

4. Constriyase un ejemplo de le funcian, continue y acotada en una regidn, que no pueda
ser continuamente prolongada a ta clausura de dicha regién.

Yolveremos ahora a la fdrmula de Taylor. Supongamos que la funcidn fes m ve-
ces continuamente derivable en la clausura € de un conjunto acotado abierto &, En
este caso, de acuerdo con los resultados obtenidos en el p. 39.1, en todo puntox e G
tiene lugar el desarrolic (39.20) de la funcién f segin la formula de Taylor, con la
particularidad de que Sy, (5, AX) €N la formula (39.21) y £{x, Ax) en la formula
(39.22) tienden a cero, para g — 0, uniformemente en el conjunto G (véase la defini-
cidén en el p. 20.2), es decir, para cualquier ¢ > 0 existe ral 5 = 5(c) > 0 que si

(39.26)

se tiene
'%,._.m,, oar)l <& v lee,ax)l < &

para todos los puntos x € G,
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En el caso dado esto se deduce inmediatamente del método por cuyo intermedio -
se obtienen las funciones £, .y e(Ax). Efectivamente, por ser la clausura G del
conjunto abierto G acol&da ¥ ¥ certada, las prolongaciones continuas de las derivadas
parciales de orden m de la funcién dada a @ son en ella uniformemente continuas,
razén por la cual (véase la formula (39.13) para el caso de n = 2; en el caso general
es vilida la formula anéloga), cumplida la condicitn (39.26), tenemos

lem,...m, (x, A)| € w( (39.27)

a7 0)
e )

Aqui el segundo miembro (mobdulo de inuidad de la derivada correspondiente)
no depende del punto del conjunto G y tiende a cero cuando § — 0. Por ¢llo, de
(39,27) se desprende que Em,.. tiende a cero en G de modo uniforme.

Ahora podemos esumar el infinitésimo e({Ax, Ay) en la fébrmula (39.22). Paran
natural arbitrario pc p rla, por analogia con el caso en que n = 2
(véase 39.16), en la forma

Ax Ax,
elx, Ax) = Z Emy.m, (x.&x)(—ﬂ'—) i (——;n)m
iyt T =

De aqui tenemos:

letr, ax)l < E €y, (62 A (39.28)

My n
En el segundo miembro de la desigualdad (39.28) figura cierto nimero fijo de su-
mandos; designémoslo con N. En virtud de que la funcién e, (x, Ax) tiende a
cero en G uniformemente (lo gue ya se ha demostrado), para cuulquwr £ > 0 prefi-
jado existe tal & = &(e) > 0,que, cumplida la condicién p (x, x + Ax) < &, tenemos

£
1&m,..m, & X1 (‘J_V'm’-""' + m, = m.

De aqui y también de la-d

igualdad (39.28) se deduce que
lex, Ax)l < £. 0O

Demos,a conocer una estimacion mas en toial del término residuat de la formula

de Taylor que se obtiene de la inscripcidn de éste en la forma de Lagrange (39.19).

Si la funcion f esté definida en un conjunto abierto G y tiene en dicho conjunto

derivadas parciales acotadas de orden m, es decir, si existe una constante M > 0tal
que

3" (x)
—_— M, m+...+m,=m, xegG, 39,29/
lax’;“\...ar;'- s ! B v

entonces, cumplida la condicién o (x, ¥ + Ax) < &, para todo x € G se verifica la de-

sigualdad
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Mt
Fa_ x40 £ i

Esto proviene directamente de le formula (39.1%), si los valores absolutos de cada
sumando de su segundo miembro se estiman por medice de 1a desigualdad (39.29) ¥
atra desigualdad evidente |ax,| < 8.

394, CONYERGENCIA UNIFORME SEGGN EL PARAMETRO
DL UNA FAMILLA DE FUNCIONES

En ¢l punio anterior hemos tropezado con la nocion de convergencia uniforme
en cl conjunte dado de una familia de funcienes dependientes de cierto pardmetro
cuando este ditime tiende hacia los valores determinados. En calidad de tales fun-
ciones en nusslra caso jotervenian £, o, (x, Ax) v £{x, Ax), donde el papel del pa-
rametra lo desempefaba Ax. Con ehte caso, en su forma més sencilla, ya chocarmos
antes, en el p. 2002,

Enunciemos la definicion de la convergencia unifonme de una familia de fun-
ciones en el caso gencral.

Deflricton 3. Supongamos gie X es un conjunto arbitrario, ¥ C R™, 3™ e un
punto del espacin R™ o uno de los infinitos®) s, + o, = o (los dos dltimos infinitos
merecen ser considerados s6fo en el cuse cugnde mt = ), ¢on la particularidad de
que la interseceidn de cualquier entorno reducide v, con ef confunto Y es no vacla.
Supongamas luego gue la funcion p{x) exid definide para tode x € X y lg funcidn
Fix, ¥, para cuolesguiera xe Xey e ¥

Suele decirse ﬁutf(x, ¥i tiende uniformemenic en el conjunto X hacia la funcidn
olx) para ¥ — ¥y se escribe en este caso

SN 2oty - F

si para cualguier £ > 0 existe tal entorno reducido U™ del punto v que se veri-
Sfica la desigualdad
LfGe, v} — wlx)l < &, {39.30)

cualesguiera que séat X € X €y e ¥ 0 ?}(_ym)).

En este caso la variabie y s llamia con frecuencia pardmerra y la funcidn fix, y,
¥ € Y, “fumilic de lus funciones de x*" (en ¢l sentido de que esta funcicn prefiju fax
Sfunciones de la variable x para diferentes valores fijos de vy € Y.

Por analogla con el case de la convergencia wniforme de una sucesién de fun-
clones {véase e p. 36.1), 1a condicibén de convergencia uniforme de las funciones se-
gan un pardmetro puede enunciarse, empleando la nocidn habitual de limite de una
funcidn, de la manera siguiente. .

La funcion f(x, ¥) Hende uniformemente en el conjunto X hacta la funcidn ¢ (x)
para ¥ — ¥ cuando, y sélo cuando,

*' B lo sucesive los infindtos o, + oo, — o se llamardn lambién, para simpificar, puntos
{""Infinitamente glejados™).
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lim_ sup If{x, §) = o(x) = 0. (39.31)
¥=)° weX

Ast pues, la condicion f(x, ) § ¢(h ¥ — 9, es equivalente a que la funcién
FO) E 3B 171z, 3) — e(x)| tiende a cero cuando y — . La demostracion
de esta afirmacién no es del todo dificil y es anéloga al caso de la convergencia uni-
forme de una ién de fund Esta d acién queda al cargo del lector.

En el caso que se considera ¢s justo también el andlogo del criterio de Cauchy
para la convergencia uniforme de las sucesiones.

Teorems 4 (criterio de Cauchy). Para que la funcién f(x, ), para y — %, tien-
da uniformemente en el conjunto X hacia clerta funcidn, es necesario v suficiente
que para cualquier & > Oexista tal entorno reducido U(ym.’) del punto y'’ que se ve-
rifique lo desigualdad

fo,y ) = fle, ¥yl <8, (39.32)
cualesquiera que sean
yelbp™ny, e y'elony y xeX

En efecto, la necesidad en la dicién (39.32) provi facilmente, como
pre en las si ! il dela dicién {39.30). Con el fin de de-
mostrar la suficiencia, se debe probar que de la condicién (39.32) se inficre que para
cualgquier x e X fijo existe ll?ﬂf(x. ¥) ¥ que la funcidbn f(x, ¥) tiende hacia este
F

timite, para y — »%, uniformemente.

Se recomienda que el lector mismo compruebe todas estas afirmaciones.

Ejercicio 5. Demuéstrese: para que la funcién f(x, y), x € X, ¥ € X, tienda uniformemente
en ¢l conjunto X, cuando y — ¥, hacia la funcién ¢ (x), x € X, s necesario y suficiente que
para toda sucesion yM e ¥, ¥ = ¥ n=1,2,.. ., que tiende a y®, 1a sucesion f¢x, ¥,
n=1,2, ... converja uni sobre ¢l conj X hacia la funcién ¢ (x).

Ejemplos. 1. Examinemos una familia de funciones f(x, ¥) = ¢~*, donde 0 £
£x=1,0g y < 4+, Es evidente que

0, si x>0,
1, dd x=0

'(de este modo, la variable y es un pardmetro, si se usa la terminologia indicada ante-
riormente). Dedmmmm la funcién limite mediante ¢ (x),

lim fex, y) = {
F=to

e 0, 8 x>0, (39.33)
vl = 1, si x=0.
Dem¢ que la funcibn /(x, ) tiende hacia ¢ (x}, cuandoy — +, de manera

no uniforme, Para esto es suficiente probar que existe tal &, > 0 que, cualquiera que
sea el entorno U (+ =), se encontrarén x e [0, 1] e y € U/ (+ o) tales que se verifique
la desigualdad le™ ~ p{x)} > &, Elijamos g tal que sea 0 < £, < 1, y un entor-
no arbitrario &/ (+ o). Entonces, cualquiera que sea y € U/ (+ o), para &l se verifica
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lim ™ = 1, y, por ende, existe tal x € (0, 1) que
-0
& 6™ —~ o) = e — 0l > g,
De este modo, en ¢l caso dado las condiciones del criterio de Cauchy no se cumplen
(véase el teorema 4).

Sin embargo, para todo g, 0 < a < 1, la familia de funciones f(x, y) = e~
tiende uniformemente, cuando y — + e, hacia cero en el segmento [a, 1]. Compro-
bemos el cumplimiento de las condiciones del criterio de Cauchy en este caso (véase
¢l teorema 4). Para cualquier £ > 0 existe un niimero n, > Otal quee™™: < £ (basta

ne .
tomar cualquier y > ); por csto para cualesquiera y > 1y, y todos los x € [a, 1]
tendremos ¢

le™@ -0l =e P <ce ™ <e,

Por sup , Ia investigacién de la convergencia uniforme de la familia de fun-
ciones en consideracién podria ser ejecutada también aplicando el criterio (39.31).
Efectivamente, al emplear la férmula (39.33), obtendremos

el 2 sup e~ = 1
oH2 le pO 2 P !

por lo cual la condicitn (39.31) no se ple a cie cierta. En t
entonces

S0 <a<l,

lim le=™® — | i A = —ar =
oA 2P fe el = lim sup e Jim e 0.
De este modo,

- - = —
e Mw(x). e m]rptr), y— 4w, O<a<l.

2. En &l caso cuando Y es un conjunto de los nimeros naturales, ¥ = (I, 2,
3,...).ey® = 4 o0, la definicion aducida de la convergencia uniforme seglin un
parémetro se convierte en la definicién de convergencia uniforme de una sucesién
de funciones f,(x) = f(x,n), n = 1, 2, . . ., en ¢l conjunto X.

3. Sea la funcién f(x, ¥} continua en el rectingulo Q@ = {(x, M):~w <ag x < b<
<+tw, ~m<cgygd< +o]yseay e |c,dl.

Designemos mediante w (8, f) el médulo de continuidad de la funcién fen el rec-
tingulo Q; entonces

G, y) — fleygl € w(ly = yolif) (. p)eQ. (39.34)

El segundo miembro de esta desigualdad no depende de x, v, siendo uniforme la
continuidad de la funcibdn f en el rectangulo Q, }IR w{B; ) = 0. Por esta razbdn, de

la desigualdad (39.34) sc desprende que en el to [a, b] la funcion f(x, y) tien-
de unifor hacia la funcién f(x, y) doy - y,.

Ejercicio 6. Demuéstrese que si la familia de funciones f{x, ¥), € X C R”, yc YCR™, &5
tal que para todo y € ¥ fijo las funci Flx, ¥) son i resp de x sobre ¢l conj

X'y tienden uniformemente sobre dicho conjunto hacia ¢ {x) para y — y™, entonces o (x) es
bié il sobre el ]
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35.5. OBSERVACIONES ACERCA DE LAS SERIES DE TAYLOR PARA
LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Si la funcion f(x) esth definida y es derivable un nGmero infinito de veces en
cierto 8-entorno del punto X = (", . . ., xe R, para dicha funcié
la formula de Taylor (39.20) serd, evidentemente, vélida para cualquler n natural,

n
n=12. ..y sdemis, ¥ ax? < % Si, en este caso, la serie
i=1
s | 2 @\
— ANy — — 0]
L q ( Vox, " +nx"ax,,) L
k=1
convergera hacia &y = f(x) — f(x'¥)) (véasc el p. 38.2), se obtendri la siguiente for-
mula
=10 == T o (a0t ax —"—)"“ﬂx‘“’)
% \ T ", ¥
k=
donde x = (x;, . . wx)yx = xi¥ = Ax,i= 1,2,..., n Deaqui, trasladando
S al segundo miembro, obtenemos el desarrollo dgla funcibn en serie de po-
tencias llamada serie de Taylor de la funcién f:

- 1 3 . F
/W=y F[ x = ;‘+---+(x..—:f‘.°’) E]Mﬂx‘”’)-
k=0

o, abriendo los corchetes,

10 = E D*f{rm’lu — X,
k=0

donde k = (ky, . . ., k,) es un multiindice,
Ejercicio 7. Desarréllese en serie de Taylor la funciéa f(x, y) = &y,

§ 40, EXTREMOS DE LAS FUNCIONES
DE VARIAS VARIABLES

40,1. CONDICIONES NECESARIAS DE UN EXTREMO

Los problemas que se estudian en este parrafo y en algunos otros que siguen lle-
van un cardcter analitico y sus demostraciones no se hacén més dificiles al aumentar
¢l ntumero de las variables. Es pcr es0 que nuestra intencidn e conmdm dichos
problemas en el caso general n 1, subr do, si es io, sus pe-
wallaﬂdndumpccil‘mpamloscamden =2yn=3.

Definicién 1, Supongamos que la funcién f(x) estd definida en el conjunto Xc
€ R~ El punto x“” & X se llama punto de mdximo estricto (de minimo estricio), si




40.1. Condicipnes necesarias de un extremo 27

z

s

existe tal entorno U(x®) del punto X0 que para todo x € Ux®) N X, x # %9, se
rv:crn(tl‘i:)w la desigualdad f(x) < f(xD)(ia desigualdad f(x) > fOA%) respectiva=

De este modo, el punto de maximo estricto (de minimo estricto) se caracteriza
por que Af = flx) — f(x™) < 0(AF > 0), cualquiera que seaxe U™ N X, x =
# 2V (fig. 157).

En cambio, si para el punto x' existe un entorno Ux™) tal que para todo x €
€ UM N X se verifica la condicién f(x) < 64 (fix) > fx), entonces x'O se
denomina simplemente punto de mdximo (punto de minimo).

Deflnicltn 2. Los puntos de mdximo y minimo (estrictos) de una funcion llevan
el nombre de puntos de extremo (estricto). .

Teorems 1. Supongamaos iu: lz funcidn fix), x = (xy, X3, . . ., x,) estd definida
en cierto entorno del punto x'"; si dicho punto es un punto de extremo de la funcién

Jx) y i en éi existe cualquiera de las derivadas s (f puede asumir uno de los valo-
X
af(x™

Fig. 157

res 1,2, ...,n),esta witima es nula, = 0.

X
Corolarto. 5i la funcién f(x) es derivable en el punto de extremo x'9, su diferen-
cial en este punto es igual a cero, df (%) = 0.
DEMOSTRACION (del teorema y del corolario). Sea, para concretar, j= 1. Six®=
= (f?, . . ., ¥ es el punto de extremo para la funcion f(x) = f(x,, . . ., x,), en-
tonces x{” es el punto de extremo para la funcién f(x;, xi, . . ., x{) de una sola va-

riable x| (fig. 158), por lo cual si en este punto existe derivada—, entonces, de

X
acuerdo con el teorema de Fermat {véase el p. 11.1), ésta es i.gflal a cero, es decir,

YE) _ a1, X0

= {.
ax, dx, |;,=,,tm

Lo mismo ocurre en el caso de cualquier variable xG=2....n.
Si 1a funcién f(x) es derivable en el punto de extremo x'¥, en este punto existen

todas las derivadas axi' i=1,2,...,n,y,de conformidad con o demostrado, to-
i
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¥
0 ; |8
|
/A )
Zy
Fig. 158
das ellas son nulas, por lo cual también
e = ¥ @dx, = 0.0

i=]

Ejmlos‘ 1. Hallemos los puntos de extremo de la funcién z = x* + y%. En vir-
tud de lo & ado los p de y s¢ disponen entre aquellos, para los
cuales dz = 0, Puesto qmdz = 2xdx + 2ydy, la condicibn dz = Oummple enun
tinico punto (0, 0). En dicho punto z = 0, en todos los demés £ = P DAk o Por
:?im ;;&;n (0, O) & el punto de minimo estricto para la funcibn z = x2 + 2

8. ;

2. Investig los p de » de la funcién z = x* — 3. Procediendo
igual que en el caso anterior, encontramos que esta vez también la condicién dz = 0
se cumple en el punto (0, 0) ¥ en dicho punto z = 0. No obstante, aqui tenemos z >
>0paray = Oytodox % 0, mientras que para x = 0 y cualquier y =+ Ose tienez < 0.
Por esto, e.l?u.nto (0, 0) no es un punto de extremo y, consecuentemente, la funcion
z = x* — y*no tiene en general puntos extremos (fig. 160).

Fig. 160



40.2. Condiciones fes de un extremo estricto 29
40.2. CONDICIONES SUFICIENTES DE UN EXTREMO ESTRICTO

R d Ig definici f es al Curso del Algebra.
Definicibn 3. Una forma cuadrdtica A(X) = A(x;, . . wX,) = }: o XiXp @ =
Ijml
= ay Li=1,2.. .n.xdenm}mdgﬂnﬂamw (definida negativa), si A(x)>
> A Kx) < 0, resg \pam: Iquier punto x e R", x # 0.

Una forma dritica, que es definida positiva o definida negativa, lleva, ade-
mds, el nombre de forma cuadrdtica de signo definido.

Definiclén 4. Una forma cuadrdtica que asume tanto valores positivos como ne-
gativos se llama -de signo indefinido.

Lema 1. Sea § una esfera unidad en R":

S=ead+ ...+ 22=1,
¥ supongamos que A (x) es una forma cuadrdtica de signo definido; entonces
ﬂ; lA@)N = > 0.

DEMOSTRACION. La funcién A4 (x) es un polinomio de segundo grado respecto de
las variables x,, . . ., x,, porlo cual 4 (x} y, bién 1A (x)! son
continuas en todo el espacio R". De aqui se desprende que la funcidn 1.4 (x)! es con-
tinua en el compasto §. Conforme al teorema de Welerstrass, la funcidn |4 ()| al-
canza en § su cota inferior, es decir, existe tal punto x@ & § que

p inf lA@)I = 14GO).

Por definicién de la forma cuadratica de signo definido, 1.4 (x)! > 0 para todo
punto x € S, quiere decir, en particular, y = 1A% > 0.0

Definici6n 5. Sea f una funcién derivable en el punto X' e R". Si df(x™) = 0,
entonces X se llama punto estaci io de fa funcidn f.

Es evidente que el punto x en el que la funcién S e derivable sera estacionario,

si, ¥ sblo s,
dre®
dx.

=0, i=12,...,n {40.1)

Segim el corolario del teorema 1, €l punto de extremo, donde la funcion f es de-
rivable, es estaciomario; lo reciproco, por supuesto, no es cierto en el caso general:
no todo punto estacionario, en ¢l que la funcién es derivable, es un punto de extre-
mo(véuecle;emplo?.n] final del p. 40.1).

dici fhek de un estricto). Supong gue la
Juncidn f e.mi inida y tiene derivadas continuas de segundo orden en cierto entor-
no del punto x'%. Sea x un punto estacionario de la funcion f; en este caso, si la
Jforma cuadrdtica

)

* a?
Al adi)= T a{; ds,, d;, 40.2)
id=
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(es decir, la segunda diferencial de la funcién f en el punto X\%) es definida positiva
(definida negativa), entonces x'* es el punto de minimo estricto (de mdximo estric-
to, respectivamente); en cambio, si la forma cuadrdtica (40.2) es indefinida, en el
punto x'% no hay extremo.

DEMOSTRACION. Sea U™, 85 un 8gentorno del punto x'?, estacionario para la
funicion £, en et cual la funcitn f tiene segundas derivadas continuas. Supongamos
que el punlo

*© 4 odx o= (0 4 dxy, . 2D+ dxy)

pertencee & dicho entorno.
Rigiéndose por la formula de Taylor (véase (39.23)) y tomando en consideracion

las condici (40.1) refs al carActer estacionario de un punto, obtenemos
L
1 - Y
= &' 4 dx) — S0 = " dx;dx; + £{dxe’,
Af = flx S 3 E axpx; 1 A
ig=1
donde dx = {dx, . . ..dxﬂ).pz- dxf-f— P dxﬁ'y
lim & (dx} = 0, (40.3)
2=l
o bien
H " 2
#f(x®  dx, dx;
Afels L W) dx; dx, + 2e0dx)] =
2 axgx;, o p
igmt
£ dx dx
=t [A( Lo -..r) + uux)]. (40.4)
2 I3 »
dx; dx, . :
Elpunte | -~—, ..., — ) sc dispone en la esfera unidad 5 (es desir, en la
[ o/

esfera con centro en ¢l origen de coordenadas y radio igual a 1), pues

(s B
—] 4+ + = I
[ [

Supongamos que la forma cuadratica (40.2) es de signo definido. En este caso,
de acuerdo-con el lema, i;-f 1Al = g > 0. Elijamos &, 0 < & < &, de un modo tal
que sea:2 le(dx} < pcuando g < 5. Entonces, parap < §, es decir, para X' + dre

e U, 5y y dx # 0, toda 12 expresion entre corchetes en el segundo miembrode la
formula (40.4) serd del mismo signo que tiene el primer sumando

A(i’i..,.,"""):

£ L ) dx, dx,

sign 4f = sign A (—, % .,——) ;
I o

Por cso, si la forma cuadratica (40.2) es definida positiva, tenenos Af > 0,y i defi-
nida negativa, entonces Af < 0, cuando x@ + dx e U (', 6). Quiere decir, en el
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L) z
2
()
g "
0 z,
Fig. 161

primer caso x'¥ es un punto de minimo estricto y en el caso segundo, un punto de
méximo estricto. R

Supongamos ahora que la forma cuadrética (40.2) es indefinida. Esto significa
que existen dos puntos dx” = (dx;, . . ., dx;) ydx™" = (dx{’, . . ., dx,") tales que
Aldx],...,dx,) > 0yAdx;’, ..., dx;") < 0. Basindonos sobre este hecho no
pod decir de i diato que el i ) de 1a funcién Af bia de signo en
cualquier entorno del punto x'%, puesto que los puntos ¥ + dx* = ({? + dx;,
w0 )y X9 4 de = o 4], .., xXP+dx;’) pueden, en general,
incluso no pertendcer al dominio de definicion de la funcién f. No ot ¢l resul-
tado deseado se deducird de que la forma cuadrética A (dx) conserva invariable un
mismo signo o igualdad a cero en toda recta que pasa por el punto x(¥ de la que est4
extraldo este mismo punto, mientras que ¢l valor A | — ) ,dx # 0, no depende, en
general, de la eleccidn del punto en dicha recta, a

Examinemos el punto dx” = (dx|, . . ., dx,;). Tracemos una semirrecta que
tiene su origen en ¢l punto x™® y pasa por el punto ¥ + dx*. Para cualquier punto
x=(x, . . ., X,) de esta semirrecta pongamos dx;=x; — 5%, i=1,2, ..., n, yp=

- E dx? En este caso (fig. 161)
im)

—=cosay, i=1,2,...,n, (40.5)
]

donde cos o; son di de la semi en consideracién. Por esta ra-
zbn el punto

(""1.. L ) T S 40.6)
° e
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dispuesto, evidentemente, en la esfera unidad*’ S con centro x(%, serd el mismo para
todos los puntos x de esta semirrecta, ¢s decir, el punto (40.6) no depende de la dis-
tancia p entre x y x*.

Por cousigulmga el valor de la forma cuadrética (40.2) en el punto (40.6), es de-

dx
cir, A (——', e -—5) tampoce depende de . De aqui, para todo punto (40.6) te-
P [

nemos

dx dx, dx;. dx, 1
.4(_'.. ; —") =,4(—1,. : —") =z Aldr’), . .. de )20,
P L] o I P

dxy dx, : 2

Sead(—,...,—) = " > 0. Elijamos py > 0 de modo tal que parap < pg
4 P

tenga lugar [a desigualdad ZIe{ngI < p’, lo que es posible en vista de (40.3). En-

tonces, para cualquier punto x% + dx, que se dispone en la semirrecta (40.5) y es tal

qued<p= ‘ E dx? < pp, la expresion entre corchetes en la formula (40.4)
i

tendrd el signo del primer término y, por ende, Af > 0. Asi pues, en cualquier entor-
no del punto x! hay puntos para los cuales A > 0.

Anélogamente, partiendo del valor negativo de la forma cuadritica (40.2) en el
punto (dx; ), se demucstra'que en todo entorno del punto x'% existen puntos, para
1os cuales Af < 0. Esto es precisamente ¢l indicio de que en el caso que se considera
x% no es un punto de extremo.0

Cuando el teorema citado se aplica en la préctica, surge una pregunta: jcémo se
establece, si es definida positiva o definida negativa la forma cuadrética (40.2)? Con
este fin puede aprovecharse, por ejemplo, el asi I do criterio de Sylvester de la
definicién positiva de una forma cuadrética el cual se demuestra en el curso de al-
gebra. Este criterio consiste en lo siguiente.

Para gue una forma cuadrdtica

Ax)= A (xp . ‘.x,.) = E QXX (40.7)
=l

enlaqueay = ayi,j= 1,2, ..., n,sea definida positiva, es necesario y suficiente
que se verifiguen las desigualdades

@y @z ... din
G g ay @ Gy i a
s gy
PO W L R P S e > 0.
ﬂn ﬂn dsesavsssarasasiaansnaann
a3 4y a3y . 4
nl AL Ay nn

*) Recordemos que para los cosenos directores se verifica la igualdad cos’u, L PR ]
+ costar, = 1.
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Al cbservar que la forma cuadratica 4 (x) es definida negativa cuando, y sélo
L
cuando, la forma cuadritica — A (x) = E (—a;) x; x; s definida positiva, obte-
ig=1

ncmos, haciendo uso de las propiedades conocidas del determi el 51
criterio para distinguir la definicitn negativa.

Para que la forma cuadrdtica (40,7) sea definide negutiva, es necesario y suficien-
1 que se verifiquen las desigualdades

a, @ a
n Tz -Gy
- By Sz @y a G é
12 -
H >0 ey ay ayl| <o, (- H 2 o
ay an e
ay 43 Iy

a <9, >0

Bay Opz v oo Ay -

Enunciemos ahora el teorema 2 para el caso de dos variables, expresando las condi-
ciones que se imponen en la forma cuadratica (40.2) de una manera explicita, en tér-
minos de las segundas derivadas parciales.

Teorema 3. Supongamos que la funcidn f{x, y} estd definida y tiene derivadas
Pparciales continuas de segundo orden en cierto entorno de! punie (xg, ¥o), que es un
punto estacionario para f(x, ¥), es decir, en este punto

Se=f,=0 (40.8)
Entonces, si en (x,, Yo Foofie J’fo Lo —_—
€5 unr punic de extremo estricto, « saber, de mdximo estricto, si en este punto
S < 0%,
¥ de minimo estricto, si
S = 0.
Si en el punto (xy yg)
Sosiy =iy < 0 (40.10)
el extremo en éf estd ausente.
En fin, cuando
Sy =Sy =10 (40.11)

en el punto {xy, ¥, puede ocurrir gue hava un extremo en 61 Y Buede ocurrir que no
lo haya.

Efectivamente, si f,, # 0 en ¢l punto {xg. ¥ph la forma chadritica (40.2) en
nuestre caso puede escribirse asi:

22 v i
Alde, dy) = fdx® + Updxdy + f,,dy* =
*! De la condicidn (40.9) proviene, evidentemente, quef,, # Oen el punie (x;, ¥,

A4y
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1
=— [U,,.dx + fydV 4 Fadyy = fi,)dy‘]. (40.12)
xx
Todas las derivadas parciales aqui y en adel se refi al punto (xy, ¥o).
Vemos inmedi que si se plen las condiciones (40.9), la expresion

entre corchetes en Ia formula (40,12) s positiva para dx? + dy? > 0, es decir, A (@,
dy) es una forma cuadrética definida, a saber, definida pesitiva cuando f_ >0 y defi-
nida negativa, cuando f,,. < 0. Por supuesto, dicha deduccién proviene también del
criterio de Sylvester. En ¢l primer caso, segfin el teorema 2, (xg, o) €8 ¢l punto de
minimo estricto ¥ en el segundo, de mAximo estricto. Si, ademds, queda cumplida la
condicién (40.10), entonces para dy =0, dx # 0 tenemos de (40.12): sign A (dx, O)=
= sign fi., y parade = f,.dy = — [y s¢ obticne sign A (f, —/fix) = —SigN Sy, de
donde se deduce que lanir‘orma cundrética A (dx, dy), es, cumplida la condicion
(40.10), indefinida.
Asl pues, hemos investigado por completo el caso

S ®0 Y foky— o #0

El caso en que
Sou= 0, Ly #0 Y Suy =Sy #0

sei ign de modo andlog

Si, en cambio, £, = f,, = 0, pero, como hasta ahora, £ f,, — 1%, # 0, enton-
ces, evidentemente, f,, # 0, por lo tanto en este caso se cumple fa condicion (40.10)
y Aldx,dy) = U, dx dy. Vemosde inmediato que la forma cuadratica A4 (dx, dy)es
indefinida bajo Ias suposiciones adopiadas, pues sign A (dx, dy) = —sign A(dx,
—dy). Por eso, con ¢l objeto de obtener los valores de la forma cuadrética de signos
contrarios, basta tomar, al principio, dx y dy de un mismo signo y después, de sig-
nos opuestos. Segiin el teorema 2, (x;, ¥) no s en el caso dado un punto de extre-
mo.

Finalmente, el caso f = f,, = f,, = Onoes compatible con la suposicién de
que f, f” - f,q, # 0. De este modo, hemos examinado todos los casos posibles,
do s¢ cumple la desigualdad f, f,, — fz, * 0.

Para acabar con la demostracién del teorema nos basta mostrar con unos
ejemplos que, cuando tiene lugar la correlacion (40.11), puede existir un extremo y
puede no existir.

El punto (0, 0) para la funcién z = x* + 2xy + y* es estacionarioyendl z,, =
=1, =z, = 2,Y, por lanto, se cumple la condicién (40.11). Al advertir que z =
= +}')J‘it vemos que siempre z 2 0, con la particularidad deque z = Oenlarecta
x + y = 0; por ello el punto (0, 0) es un punto de extremo, aungue sea no estricto.

Para la funcién z = x° el punto (0, 0) es también estacionario y en este punto
Ta= Ly =2 = 0, por lo cual la condicién (40.11) queda asimismo cumplida. Sin
embargo, debido a que la férmula, que representa dicha funcién, contiene poten-
cias impares de las variables x e y, la funcién bia de signo en cualquier entorno
de cero, a consecuencia de lo cual, (0, 0) no es un punto de extremo.
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40.3. OBSERVACIONES SOBRE LOS EXTREMOS .
EN LOS CONJUNTOS

Sea f una funcion derivable en un conjunta acotado abierlo G y continua en la
clausura & de dicho conjunto. Se pide hallar los valdres migximo y minimo de la fun-
¢ién fen ef canjunto G (de acuerda con el teorema 3, p. 19.5, estos valores existen}
Con esté obieto podemos, por ejemplo, hallar todos los puntos estacionarios de la
funcién f en G, caleular en éstos los valores de la funcibn y escoger, slempre que sea
posible (desde el punto de vista tedrico, esto &3 posible, por ejemplo, cuando ¢l nu-
mero de los punms estacionarios sea finito), aquel]os en los qua la funcién asume
los val y minimo entre todos 1os valores en los punios csl.acxona:wa. A
continuacidn, conviene comparar estos valores con los que toma la foncidn en la
frontera del conjunto abierto G, hallande, por ejemplo (en ¢l caso de poder
hacerlo), los valores méximo y minimo de la funcién £ en la frontera de la region G.
Al comparar los va.lores mﬁxlmo ¥ minimao en los puntos estacionarios con los valo-
res correspondi ¥ minimo en la frontera del conjunte G, podemos,
evidentemente, hallar €l méximo y el minimo buscados de f en G.

Cuando G es una regidn plana y su frontera esta constituida per una curva defi-
nida por cierta representacién x = x (), ¥ = pit), o < 7 < 8, la cucstion sobre la
bisqueda de los valores extremos de la funcion f{x, ») en la frontera de G se reduce
a la investigacion del extremo de la funcién de una variable £(x{t), (), que s¢ rea-
liza con syuda de los métodos ya conocidos.

Los métodos que pueden emplearse en el caso multidimensional para busear
puntos extremos en la frontera de una regidn seran considerados en el § 43,

Ejercicios. 1. Hallense los extremos de la funcidnz = o + 120% - 150 — 4y,

2. ;Tendrd un extremao la funcién 7 = x*? — 3x% + 2 + yen el punta {1, 137

3. Hallense los valores méximo y minimn de la funcién z = 5% + ¥ — dr ~ 2y + 4enuna
regién cerrada limitada por las lneasx = 4, p = =1, x — p = 3,

4.3caa = const > 0, X=[{x, ¥} lxl < g, ¥ € R]. Héllense todos los exiremos de la fun-

douz:%x‘+ V6@ —x¥os y en X y todos los  valores  méximos ¥

minimos de ella en X
3. La superficie tatal de un paralelepipedo reclangular es igual a 6a*. (Para qué valores de
Ja longitud de sus aristas ¢l volumen del paralelepipedo serd méximo?

§ 41. FUNCIONES IMPLICITAS

4L.1. FUNCIONES IMPLICITAS DEFINIDAS FOR UNA ECLACION
Aclaremos las condiciones baje las cuales una ecuacion de varias variables defi-
ne una funcidn univoca, ¢s decir, define una de dichas variables como funcién de las
demds. Empezaremos n sstras consideraciones por el esttidio de una ecuacién que
contiene dos mcégnitas

Flx, ) =



36 § 41. Puncionss implicitas

5i la funcién de dos variables Fix, ») estd definida en cierto subconjunto 4 del
plano R2,, A C RY,, y si existe 1al funclén de una variable y = f(x), definida en el
conjunte B CR, conmudo en la prayeccidon del conjuato A sebre e ¢je Ox, que
para lodo x & Bunsa Jugar (v, £(x)) € A y sea vilida la identidad Fix, £{x)) = 0, en-
tonces f se denomina funcidn implicita definida por 1a ecuacidn Fix,y} = 0.
Lema. Sea F(x; ¥) unda funcidn continua en cierto entorno rectangular

Ulrg, yr = [, 3) 1 1 X — x| < &, Iy — yple ¥
del punto {xg. ¥g) ¥ supongamos que dicha funcidn es, para tedo x & (g — §,.xp +

+ £ fijo, esirictamente mondtona respecto de y en ef intervalo (y — n, ¥y + 7). En
este caso, sf

Flg, v = 0,

existen fales entornos U{xp) = (xg = &, x4 + 8), del punto xpy Ulyg) = (v —
— &y + &) del punto yg, que para todo x & U{xg) se tiene una solucidn, y sdlo una,
» € U(yy) de la ecuacién Fix, y) = 0. Esta solucion, que es una funcidn de x y se de-
signa por y = f{x), es continua en ol punto x; ¥

Jxg) = »ye
D¢ este modo, el lema afirma, en panticular, que para las suposiciones gsumidas,

1a funcién implicita y = fi(x), definide por la ccuacion Fix, ¥) = 0, existe y posee la
propiedad de que las igualdades

Fir,y) =0 ¢ » = fix)

son equivalentes a condicidn de que x & Uxgh, ¥ € Uy,

DEMOSTRACION. Por hipotesis del lema, La funcién F(x, ¥} es, para todo x € (xy—
= £, xg + £) fijo, estrictamente monétona respecto de la variable v en el intervalo
(¥g — m, ¥ + n), en particular, en ésic cs estriclamente mondtona la funcién Fix,,
¥). Supongamos, para , qQue &5 estrictamente creciente. Elijamos arbitra-
riamente € > 0, subnrd.mndo s6lo a la condicidén 0 < £ < 5. Como la funcidn Fix,,
¥) de la variable y ¢35, en el segmento [y, — £, yg + &), estrictamente creciente ¥, por
hipdiesis, Flxg, yob = 0, entonces

Flxgyo— ) <0, Flapyy+ 2> 0

Max [n funcién de dos varighles Fix, ¥} ¢s, conforme a la suposicidn, continua
& cl conjunto abierto U (xg, vo) ¥ (5 ¥y — 8) € Llxg, ), g ¥y + £ € Ulx, 2y,
por 1o cual existetal § > 0,0 < § < £, que en ¢} bentorno del punto (v, ¥, — €) 3¢
verifica ln desigualdad Fx, y) < 0, y en d-emomno del punto {x;, ¥, + £), Ia desi-
gualdad Fix, ¥) > O(véase el lema | en el p. 19.3). En particular, para todo x € (;—
= &, xp + 8) (fig. 162) quedan vélidas las desigualdades

Flx,y,— &) <0, Flx,y,+ € >0 @L1)

*} En ot lancia con las desi; tadas en este libro, scria mds correcto de-
notar ¢l entorno ded punto (xo, ¥ o) medianie U(txn.) Jrem lugar de Liey, ¥ ). Para simplificar

b

las desig 05 ¢n omitir el segundo paréntesis.




Pongamos
Ul g = 8,30+ 8, U L0y = &3+ ).

Dado que, siendo fijado x € U(xy), Ia funcién F(x, ) dela variable y €3 continua
en ¢l segmento [y, — €, ¥y + el.entomea.delawndicﬁn(!l 1) se deduce (de
acuerdo con el teorema de Cauchy sobre los val de una funcién con-
tinua, véase cl teorema 2 en el p. 6.2) que existe tal y* € U(yy) (véase la fig. 162)
que F(x, y*) = 0. Por s¢r F(x, y) estrictamente mondtona en el segmento . [y, — &,
Yo+ slmpectodehvuhbhy.dwlorindhdodcy'esﬁn{w

De este modo, se ha obtenido una corresp ia univoca (funcién univoca)
x = %, x € Ulx), y* € Uy que se designaré mediante /2 y* = f(x).

Por definicién de esta corresp , para cualquier x € U(xp e y* = f(x) te-
nemos

Flx,y) =0, yeUly

con la particularidad de que ¢l punto y*, qmpomdidmpropdedad esunioo He-
mos demostrado, pues, la existencia y unicidad de la f

Luego, por hiptesis del lema, F(xp, yo) = 0, y, como xg € Ulx), yp € U{yg en-
tunm.‘“‘ ala "“‘k‘l" ftcumyn m

Al final notemos que € > 0 s¢ ha fijado arbitrar a dicion de que s <
< 1, ¥ que se ha encontrado para & tal 5 > 0, que de |x — x| < & (es decir, dela
mdhbnxev(xo))pmmhhhdwiﬁnﬂ,t)sbfow udedr la desigualdad
1f(x) — fix)| < e, Esto precisamente significa la d de la funcidn fen el
punto x,,.

Las

fic Oomodas para aplicarlas, de la resolbilidad
mhoudehecumdnfﬂ,y)*ﬂmmeulomoddpumo(xo,y& para el cual
F{xgyg D,hampordmelaismmetenm

g que la funcidn F(x, y) es inua en clerto ent, del
pﬁnmc\'n,yolyfmm dicho entorno una derivada parcial F,(x, y) que es continua
en el punto (x,, ¥p). En este caso, si

Flxg yp = 0, Flxuyp +0,
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existen tales enfornas U(x?) ¥ U(yy) de fos puntos respectivos x, e ¥, que para 1odo
x € Uixy) se tiene una y sdlo una, solueldn y = f(x) e U(yy) de lo ecugcidn F(x, y) =
=0, Esta solucidn es conlinug en (odo punto de Uy & vg = flxgh

Si sug compl ’ que lg funcidn F tene en cierto entorno del
puntoe {x,, ¥,) una derivada parcial F (x, ¥}, continua en el punio (x,, y,), entonces
ia funcidn fix) tendrd tombién en ef punto x, ung deriveda y para éxta queda vdlida
fa formula

_ Felipro
FJ.(XO‘ _!"9’

DEMOSTRACION. Debido a que la funcién Fix, ¥) es continua en clerto entorno
del punto (xg, ¥y} ¥ €5 también continua en el mismo punte la derivada parcial Flx
¥), existe un entorno rectangular

Ul ¥pd = [, M i lx — x5l < &0 |y — 3yl < 5]

del punto {x;, )}r?], donde la propia funcifn Fix, ¥) es continua y los valores de la de-
rivada parcial J,(x. ¥) son del mismo 3igno gue ticne su vdoLFn el punto (x,, ¥,).
Por exto, para todo x € (x, — {, x, + §) fijo Ia funcidn »() =F(x, ») ¢ derivable
en el intervalo (b, — v, ¥, + 1), micntras que su derivada ¢ (v) = F(x, y)conserva
constante ¢l signo. Por consiguiente, la funcidn ¢(¥) es estri ente mondtona en
el intervalo indicado,

Asf pues, todas las condiciones de! lema para la funcién F(x, y) vitnen cumpli-
dag en cf entorno rectangular construido U(x,, ¥g). Por lo tanto, existen los entor-
nos Uk = (kg — 8, ¥, + 8 Uiy = (o — & Yo + €) ¥ [a finica funcién
¥ = fix), definida en LF(x ), tales que paratodo x e Utxo) tienen Jugar la inclusidn
Jx) e Ulyy) ¥ laigualdad F(x, f(x)} = 0, con la particuleridad de que la funcidn fes
continua en el punto Xy

Dada que para todo punto (x, »), para ¢l cual x & Ulxy), ¥ € U(p,), existe su en-
torno reclangular Uix, ¥) contenido en otro entorno rectangular

fixg) =

Uglvge 3 = (.0} s lx = xp! < B, by — pl < ]

(fig. 163), entonces para {/(x, ) tambikn sec len todas las condich del lema.
Por consiguiente, dendo finica la solucidn f(x) de la ecuacién Fix, ¥} = Oen el -
om0 Uy (X, ¥o)i 1a funcidn y = f(x} es continua en todo punto x & U{xy), de con-
formudad con el mismg lema,

Derostremos ahora la altima afirmacién del teorema. En vista de la conti-
nuided ae las derivadas parciales F, y F, en ol punte (x, ¥y, la funcién F es deri-
vable en este punto;

Flxg + &3, 5y + &) — Flrg, vg) =
= F(xp ¥ &x + F (x5, 39 &y + gdx + 8,4, {41.2)

* En este caso suele decirse también que 1a ecuacidn Fix, ¥} = 0 es resoluble univoca-
ment en el entorne Uixg, pg) = fle, ¥} 1 x € Uixg), y € U(yg)] del punto xy, y,).
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Fig. 163

limeg, = lime, = 0, n=\"'A_l:!+A?.
a—0 1 p-—ﬂ"

Tomemos en la férmula (41.2)
X+ Axe Ulxg), Ay = flxy + Ax) = flxp). .
Entonces, en vista de la condicién F(x, f(x)) = 0, obtenemos
Fxy + Ax, yo + Ay) = Fixg + &x, f(xg + 49) = 0,
¥, como Fixg, yp) = 0, de (41.2) tenemos
F oo ¥o) Ax + F(xg, ¥ &y + £,Ax + e,4y = 0.

De aqui

& _ _Eboydte ary
Ax Fy(xo. Yol + &4

Sea ahora Ax — 0; entonces, siendo la funcién f cogtinua, Ay — 0, y esto significa
que cuando Ax — 0, setiene p = + — 0, de donde sc desprende queen la
férmula (41.3) lim g = I.lmu &, = 0. Es por esto que cuando ax -—D)O. el
; o Vi

lhdwdelumdomanhwodetaizuﬂdad{‘il!)myulguala F(xofo’ (re-
cordmosque}“ Yo = 0), poroonmu.{mc.cumdodx—o.mummbﬁnel
limite del primer n& , €5 decir, existe la derivada
0 o
= -1 2% Bty 41.4)
o F(-'o-?r) ¢

OBSERVACION. Si las funciones F, y F, son continuas en el entorno Up(xg, ¥ del
punto (xg, ¥), la derivada 1 es continua en el intervalo U(xy). Efectivamente, al
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B

X, a |
Fig. 164
aplicar la férmula (41.4) a un punto arbitrario x € U(xy), oblenemos

F (x, flx))
Fx, fi5)
de donde praviene, segln ¢l teorema sobre la composicién de funciones continuas,
la continuidad de la funcién f*(x) en Ulxg).
Antlogamente se introduce la nocidn de funcidn implicita definida por la

ST Fppe . uXpu$) =0, @L9)

como también se enuncia y se demuestra el teorema andlogo al teorema 1. Para po-
der clarko, es sblo sufic queen o iado del teorema 1 por x se entien-
da t(a;lup;unw de ;a% espacio n-dimensional, x = {x,, . . ., x,} € K", en particular, % =
Teoresn 1'. Supongamos que iq funcidn F(x, y) m Fix,, . . ., X, ¥) es continua
eri-clerto entorno del punto (X9, YD) y tiene en este entorno la derivada parcial F,
commua en el punfo (X9, 0N,
S F(x, y@) = 0yF,x, y{m) 0, existen tales entornos U,y U, de los pun-
tos respectives X% & Y%, que para todo x € Ulx) existe una solucion, ¥ s6/o una,

y=S0=flx,...x)el,
de lg ecuacién Fix, y) = 0%, con Ja particularidad de que esta solucién es continua
en U, y, ademis, YO = f(d0,

Si, en adicion, en clerto entormo del punto (49, yoj, existen todas las derivadas
parclales F, continuas en el punto (%, D), entonces en et punto X existen tam-

L&) = -

9 En la fig. 164 s¢ expone el caso en que 4 = 2 y ¢l entomo U, es rectangular,
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Mhmm_&‘#h:l 2, . . ., 0, con la particularidad de que si las
derivadas parciales F,, 1 = 1,2, . . .u.yF s0n continuas en el entorno del punto
W,;&BM Mymmmmdawmwﬂ

En este caso las formulas para las derivadas parciales de |a funcién implicita, de-
finida por la ecuacién (41.5), tienen por expresién

aF
a,
2 - -‘l".,:_i T
ax; aF
ay
Ejerciclos. 1. Entnclense las condiclones, bajo las cuales la funcibn f(x), definida por la
mf&,y}-ﬂml).mmdpmkv,y derivadas continuas de orden hasta
n Héllense las formulas para f**(5) y
2. Sirviéndose del lylas de los jercicios anteriares, hillense las condi-

muumﬁulmnpmquemuhfundbax = w(¥) que sca inversa respecio de y = f{x) y
que tenga en ¢l punto ¥, derivadas continuas de orden hasta » inclusive. Demuéstrese que

d*x W dPr TR - @ w

& U & rrer
!.Hm:nn%}%dyumﬂmdﬁmuﬂniumrhmdﬁnmx‘f+xy=2.

41.2, PRODUCTOS DE LOS CONJUNTOS

Antes de considerar la cuestidn referente a la resolubilidad de los sistemas de
ecuaciones, introduzcamos unas nociones adicionales,

Sea R} un espacio euclideo n-dimensional cuyos puntos se designardn mediante
X=X, . aX ),mﬂmupwoewﬂwmd:mmondwmwmosudesls-
naririmedia.ntey: {y,.. i .y,,)yseak"*’"unupndacncuceo(n + m)- dimen-
sional de los puntos

(X-)‘)'Clp-- R T -)’,,)

Deflaleitén 1. Supongamos que A C Riy B C R}'qumoderﬂlum
(x.y)ddapudon"’"quedeyesuﬁ‘ammro"dﬂwcowmAy
Byaedmamporfxs(uemelp 1.2%). De este modo,

AxB={xy:xcA yeB.
Ejemplos. 1.8iA4 = R}, B = R}, entonces
A% B=RlxRy=RI",

2. Supongamos que # = 2y A s un circulo; m = 1y Bes un segmento. Bn este
caso A X B es un cilindro circular recto (fig. 165).

* Se emplea también o término “producto cartesigno”.
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27

A
i

Fig. 165

3. Supongamos quex'™® = ({7, . . , XM eRlya = PA%5, ... 8) =
= fe lx; = X0 < & i=1,2, ..., n)esunentorno rectangular del punto X0,
supongamos también que 9 = (o, . . ..¥Me Ry B = PO%; 9y, .. m) =
Iy:IyJ—-y}mIcuj,J-1,2.....m]esmeuwmorecmnsm:delpumo . En

caso

este
AxB=fix, )l —x0 <8, i=1,2...,m
ij—)ju)lq:nj. j=412 ... .m=
= PO, Y058, .o B e M) (41.6)
sunanummmu]nddmto(xm.)'m)-

Lo reciproco es también obvio: puesto que todo entorno rectangular del punto
(<@, ) s¢ escribe mediante la férmula que estd en medio de la igualdad (41.6),
siempre puede ser representado como un producto de los entornos rectangulares de
los puntos X% ¢ @,

Ejercicio 4. Dy que si los conj Acﬁ:yscﬂymabinmmhsu—
Pacios respecti R';yR;‘,'.su, ducto A x B seré también un conjunto abierto en el espacio
RI+H"

Xy

41.3, FUNCIONES IMPLICITAS DEFINIDAS POR UN SISTEMA DE ECUACIONES
Consideraremos las condiciones bajo las cuales el sistema de ecuaciones
Fix,»=0 i=12,...,m, xeR", yeR", (41.7)
© bien, en la forma desarrollada )
Filxy oo Xy Ypooalp =0
RifieccSe Juranlul =4 @9
Fop - uXpy Yporaulg) = 0,

s univocamente resoluble respecto de y,, . . ., ¥, en derto entorno del punto (<0,
YO en el que O, Y = 0,4 = 1, 2, . . ..
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Definicién 2. Sea dado un sistema:de funciones u, = ut,, . .., 1), = 1,2,
« + «s 1, Que en cierto punto 1) tienen todas las derivadas parciales de primer orden.
En este caso una matriz, compuesta de las derivadas parciales de dichas funciones
en el punto 1’0

du; du, au,
ar, or, B,
du, ou, du,
R oW
ou,, ou, -
a, a1, a,

a, en la forma mds breve,

Bu; .
E i=12,...m j=12..,mn

se denomina matriz de Jacobi*) del sistema de funciones dado,
Sim = n, el determinante de la matriz de Jacobi se llama determinanre de Jacobi o

Jacobiano del sistema de funciones uy, . . ., u, segtn las variables 1,, . . ., ¢, y se de-
signa asi**):

-1 { T "52

Mty ..t

A, 1.1 . Py

V en que el j de un si de funci surge de un modo
natural en las més diversas cuestiones de la teoria de la funcitn de varias variables.
Antes de pasar a la exposicién del teorema fundamental, mostremos con un
ejemplo sencillo (sin profundi en las detalles) la idea de su demostracidn y se-
fialemos de qué modo surge en sus condiciones el jacobiano del sistema que se consi-
dera. Supongamos que en un entorno del punto (x,, ¥y, 2,) se han dado las fun-
ciones continuamente derivables F'y %, con la particularidad de que

Fxg, ¥ 29 = 0,
Pxg o 290 = 0.
Supongamos también que es preciso resolver el sistema de ecuaciones
Fx,»2) =0,
®x, ¥, 2) =0

* K. Jacabi (1804 — 1851), matemético alemén.
Diuy, ..., 4)

**) S¢ emplea también la desi 6 A
Dty .. ty)
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en cierto entorno del punto indicado, hallando, a partir del sistema, [as variables y =
= p(x) y 2 = ¥(¥) como funciones continuas  y ¥ de Ia variable x tales que sea
w(x,,]=yo,ﬂto) zo.Nmohmrmmﬁn.por jemplo, la primera cid
P dez, z = fix, ¥). Al sustituir esta expresién en la segunda y al
resolverla respecto de y, tendremos y = ¢(x). Poniendo ¥{x) = fIx, ¢(x)}, ob-
tendremos la solucién buscada @
y=¢

z = ¥lx).

Surge, naturalmente, una pregunta sobre ].ns condiciones que han de cn.unpl!.m
para que se puedan gjecutar las oper das, 0, con més p
existen y estin univocamente definidas todas las funciones mencionadas. (Se debe
aclarar, por supuesto, ;donde, es decir, para qué valores de las variables x ¢ y, estin
definidas estas funciones? Esta cuestion no seré el objeto del anilisis detaliado in-
mediato, pues no queremos apartarnos de la idea principal. Volveremos & conside-
nﬂamhdemtwdﬁndelmmideutepumo‘)

Para que una de las ecuaciones dadas, la primers, por cjemplo, sea resoluble en
cierto entomno del punto (xy, ¥, ) respecto de la variable 2, es suficiente que (véase

F(x,, "
elteorema 1 enelp. 4!.1}%#0.9:=[&,})u la solucién corres-

pondiente, entonces, para que la ecuacién ®[x, y, f(x, »)] = 0, que sc obtiene como
resultado de sustituir dicha solucitn en la segunda ecuacidn, sea resoluble respecto
de la variable y, resulta suficiente que la derivada parcial total respecto de y en el pri-
mer miembro de la igualdad obtenida no se anule en el punto (x,, ¥y), es dedr, que
en dicho punto se verifique

ad %
R DY s
ay az ay
Pero, de acuerdo con ¢l p. 41.1,
aF
i
ay aF
az

por consiguiente, al sustituir esta expresidn en la desigualdad antecedente, llegamos
a que la condicidén de resolubilidad puede escribirse en la forma

AR W R e
_JER UER . en i
0.7 oy oz 0z 4 o Yor 2

aF
Deecsta nud.oduoe,ubv:ammle.queendmmo(xn.yu.zo)abim—&- *®
# 0, o bien — + 0, es decir, una de las i dadasesr dez.
HF, ¥)

Demmdodhechudequeel)mbnnoa ? distinlodgmanelpun
10 (g0 g 2g) A36gura, para el sistema dado de las ecuaciones, la existencia en cierto
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entorno del punto (%, ¥p 2o} de una solucidén en 1a forma

¥y = elx)
= ¥
Enande:ms-a}m-n el teorema fundamental de este parrafo.

2. 5 18 que las funci F,{x.)'r)=FL¥;.-.-.x,,, e
¥, 1’ =12 .. & m, son communmm deﬁwb!s en cierto entorng de}. punio
idmdex‘ 0:‘103 < x0h, 10 = A0, Y. En este caso,
y“:”]F—)- o, 2, . myen ol pun!o TX‘“’ > el jacobi-
ano W(FI'_‘_— no es igual a cero, entonces. existen tales entornos U, y U, de

los punrm"x(“l e ,\?& de los espacios respectivos R}y RT, que pora todo x € U, existe
wna dnica solucién

=finel,
del sistema de ecuaciones (41.7);
y=f0 = =Sl X k=12, mY,
wuhmhdar{daddequ&wfundamf*m k=1,2,... m, gueformandicha

tucion son « 1te derivables en U, y ademds, fx®) = yO.
Asl pues, 5i se cumplen las suposiciones el teorema, 1a condicién

Flx,»=0 i=12...,m x)Ne U, x u,

es equi & la sigui

y=fx) xel, yeU,

DEMOSTRACION. Indiguemos ante todo que la afirmaci6n: la solucién y = f(x)
del sistema de ecuacdiones (41.7) satisface la condicidn f(x{P) = @ proviene, evi-
dentemente y de inmediato, de la afirmacion sobre la unicidad de la solucién y =

(x} € U, para x € U, y de las condiciones £,y =0,/=12,....m,
x( el,, y&' ey,

Pa.m demostrar el teorema apliquemos el método de la inducciébn matemdtica.
Para el caso de una i ©3 decir, m = 1, el tecrema 8¢ ha enunciado
en el p. 41.1. Supongamos ahora que es también licito para m — 1 ecuacmnes
m > l}mmmmmwmamdrélmr biém para m

Mosiremos primero que cada una de las ecuaciones (41.8), la altima, DGF
ejemplo,

Fo g, ..o % Yoo ad) =0

*) El sistema de funciones f, {x,, e ) ko= 1,2, ... m, viene designado con un
simboto f(x), puesto que define una cnntsponacncm demmmada a los puntos de cierto con-
junto del espacio R el sistema indicado les ponc en correspondencia los puntos determinados
del espacio R’" a, Como suele decirse. aplica el conjunto mencionado del espacie Rlenelespa-
cio R
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puede ser resuelta en ¢l entorno del punto (%, %) por lo menos respecto de una
variable. En efecto, por hipbtesis del teorema, en el punto (%, y(@)

aF, oF,
HF, ... F) | T,

-~ #* 0,
LU |
F,  aF,
ay, i Wy
¥, por ende, en dicho punto por lo menos un elemento en la Gitima fila del jaco-
biano es distinto de cero, Sup , para » que este el serf el G-
timo:
aF Y
7 (0, O ")
ay,,

De aqui, en virtud del teorema 1° del p. 41.1, se desp de que la i6
F,(x, ¥) = 0 puede ser resuelta respecto de y,, en cierto entorno del punto (xg, ¥,).
Daremos una definicion més exacta de esta idea. Designemos mediante /¢l entorno
del pmno(x("'.y“”).m_emuelu funciones F,, i-= 1,2, . . ., m, son continuamente
derivables y pongamos y ‘= (y,, . . -1 ¥y 1) Entonces, existen un entorno rectangu-
lar U™+7~1 de] punto

@O, 50) = (4, .., xO,.. 49 _) 419

y un entorno U’ del punto y1 tales que U™*"~1 % U! € U, y se tiene la finica
funcién

Ym= el wXp Vi o o meth (41.10)
que esta definida en U™+~ ! y que satisface las siguientes condiciones: si
W) = (s ey Xa i e o o2 Iy g) @ U=
entonces -
e = el Xy e o e, (41.11)
Fm("':ll SERTE "8 TR elx, ¥)) =0. 41.12)
Ademis, de acuerde con ¢l mismo teorema 1°, la funcién ¢ (x, F)es continuamente
derivable en ™71y
P, 30 =y, @1.13)
En este caso, si {x, ) e U7~ ley e U, entonces el si (41.8) es equival
al sistema
Flen=0, j=1L2..,m=1, y,= el (41.14)

Sustituyamos'en las primeras m — | ecuaciones del sistema (41.14) la expresion
(41.10). Al introducir las designaciones
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By s Xy Yps v e o Y ) = Filpy oo o X
Fir e e s e p P& o 0 X Yo - - o+ ¥m=1))
i=1,2...m-1 (4.13)

obtendremos, en este caso, el sigui i dem — 1 i conm+n-—1
incognitas:

&y - X Y Y =0 )
vemsisankes s bas RRSU PN OaR RS R on (41.16)
L T TR ST TR ) =0.

Ademis, para (r, ¥) € U™+~ L, y_ & U' ¢l sistema de ecuaciones
&@N=0 j=12..,m=1
¥ = 0l )

es equivalente al sistema (41.14).

Mostremos que el sistema (41.16) satisface las condiciones que se diferencian de
las que son satisfechas por l sistema (41 .8), s0lo en que m — 1 se ha sustituido por
m. En efecto, las funciones &, k = 1,2,. . ., m — 1, son continuamente derivables
en el entomo U™*7=! como composicién de las fi conti deri-
vables. De las condiciones Fye@, y®) = 0,i = 1,2, . .,m, y (41.15), (41.13) pro-
viene que &, (@, y™ = 0,k =1,2,...,m = 1.

Demostremos que en el punto (', y©@) (véase (41.9))

(41.17)

3@y ot g
FIE S R

Indiquemos previamente que de (41.10} y (41.15) se deduce que

3F, @F
o OO W s A SO 1 O (41.18)
. W Wy Wi

y de (41.12), que
dF, aF,, @
m m % 0 k=1,2,...,m~1. (41.19)
. Oy Wy
a PO
Ahora, en ¢l determi £FI’ m} Bgreg
a(yg T

filtima columna multiplicada por ai’ k=1,...m=1,delocual, como se sabe,

a la k-ésima columna la

Vi
¢l valor del determinante no cambiard. Por eso, utilizando (41.18) y (41.19) y de-
sarroliando el determi btenido por los el tos de la dltima fila, obtenemos

a(Fy, -
0.

(<0, )
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W W, By,
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¥,

e, iy

_ Oy, e, )

D TN, B

y coro el primer miembro de la igualdad es distinto de cero, serd no nulo también el
segundo miembro, de donde

CICTRMNE S
=0

e P 0 :

En vista de que las condiciones, analogas a las condiciones para las funciones F,
i=1,2, ..., m,secumplen para las funciones @,i=1,2,...,m= 1,y de
acuerdo con la suposicidn sobre la induccitn, ¢l sistema de ecuaciones (41.16) es
univocamente resoluble respecto de las variables y,, . . ., ¥,,_  #n cierto entorno del
punto (¢!, y®). Con més precisién, sca U™+~ un entorno rectangular del punto
(%, 5 obtenido como resultado de la resolucion de la ccuacién F,, = Orespecto
de la variable y,. Desarrollémosio en un producto de los entornos rectangulares U)
y U delospuntosx® = ¢, . x®hey® = o0, . y® 3 en los espacios
respectivos RTy R~ ! Gaquiy = Gy, . . oy, UM+~ 1 2 0 U'y. Enton-
ces, existen un entorno U, C U; del punto x™), un entorno U; ¢ U’y del punto y@
¥ ¢l dnico sistema de funciones

I=NHE = [0 ax),
¥m-1 = m—l(x} =fm-lals- AR

que estin definidas en ¢l conjunto U, ¥ que satisfacen las siguientes condiciones: si
x e U, se tiene
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i o S N EUp (41.21)
y en U, las funciones (41.20) son continuamente derivables y satisfacen ¢l sistema de
ecuaciones (41.16):
By X S160) - W fp 0D =0, i=L2...m—1 (41.22)
Es importante notar que en virtud'de la:unicidad de la solucion (41.20) del siste-
ma (41.16) para x € Uy, ¥'e Uy ey, € U, el sistema de ecuaciones
Y = fk‘rﬂ»_ k=12...m—-1, 41.2
Im = wlx, ) e

es equivalente al sistema (41.17).
S\m:ltuyendo T.ns m:preslonu 41 20) en (41.10), obtendremos-una funcién de'x,

definida en U,; d comn £,
Y= el o X 100 - o WS O = Sl X)) = (). (41.24)
Seflal que el si de funciones
Y= fip e o Xy k=1,2,...,m, (41.25)
(véanse (41.20) y (41.24)) es precisamente el si b do de funci ue satis-

face las exigencias enunciadas en el teorema. En efecto, sea Uy, = Uy x U’ enton-
ces sixe U,, de conformidad con (41.21) y (41.11), f(x) = {f|&). _— .fm(x))a u,.
De (41.15), (41.22), (41.24) y (41. lz)sededuocqueﬁ(x S&)=0,i=12,....m,
para cualquier x € U/,. Debido al 1'yla icion de lnducdbn las fun-
ciones (41.10) y (41.20) y, por lo tanto, la funcién (4I .24), son continuamente déri-
vables.

Hemos demostrado de este mode que la aplicacién f(x), definida por las fun-
ciones (41.25), es una solucidn continuamente derivable del sistema de ecuaciones
(41.8) en el conjunto U,, y si, en este caso, x € U,, entonces y = f{x) e U, Observe-
mos, ademis, que six e U, el sistema (41.25) s equ{valmte al sis:cnm (41.23).

Resta d 1 unicidad de la solucién det si de i {41.8). Con
este fin tepuscmemos en formu del esquema 'que sigue loa pasos (realizados en el
so de la d 6n) de unos si de & los otros, equiva-

lentes a los primeros, es decir, a aguellos que tienen exactamente las mismas solu-
ciones:

5uay)=°v f=1,2,...,m

Fie, =0, j=1,2,...,m-1,

m = 9 ).

¢ N =Fy e, J=L3...m-1,

=0 j=12...m-1,
J'm=¢0f.)’}‘

£

=50, j=12...m-1,

4—6429
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- = 906 PN
=) i=L2...,m

Las flechas dobles significan la equivalencia de los si de ecuaciones en
consideracién, la cual en todo caso tiene lugar para x € U, y € U,. Deesta equiva-
lencia deriva precisamente la unicidad de la solucidn (41.25) del sistema (41.8) en los
entornos que se consideran, de lo cual, scgiin s¢ ha observado anteriormente, en vir-
tud de la condicion F, (', YN=0i=1,2,. .. m,sededuce que fx) = yO.00

El teorema demostrado sobre las funciones mplicltas ¢s uno de los méis impor-
tantes tearemas del analisis matemético y tiene toda una serie de aplicaciones en di-
ferentes apartados de éste. Con algunas de ellas nos encontraremoes n los capitulos
ulteriares de nuestro curso. El teorema citado es un pure de exi ia':
tanto su enunciado, como la demostracién aducida no dan origen, en ¢l caso gene-
ral, a un métado concreto de resolucion del sm.emn (41.8). Por ejemplo, si todas las
Fk=12...,menclsi citado de son funciones elementales,
entonces, sigui:ndo el esq delad acitn del teorema, no tendremos éxito
en “hallar (se trata de un caso general} en la forma explicita® todas aquellas fun-
ciones cuya existencia se ha utilizado en la demostracidn mencionada, y obtener una
solucién del sistema que tenga también la forma de las funciones elementales. Real-
mente, en este caso la solucion del s de i (41.8), la que existe en vir-
tud del teorema citado, no es, en el caso general, una lista_de las funciones elemen-
tales (si incluso dicho sistema consta de una sola ecuacién).

Natural si las funci F.l‘ son el les y, por consigui , vienen de-
finidas mediante ciertas férmulas, la solucién del sistema (41.8) puede hallarse con
cualquier grado de exactitud, es decir, en principio, las tablas de Jos valores de estas
soluciones pueden ser compuestas con cualquier grado de exactitud. En realidad,
sin embargo, la exactitud, ¢on la gue se calculan las soluc:ones. se determina, nd
luego, por &l objetivo concreto, en aras del cual se Ive el si en a-
cién. El propio teorema 2eneste ca.so 10§ da una certeza objetiva de que, al realizar
cors te los cél COITesy calculamos, de hecho, la solucién bus-
cada del sist._cgna No nos detendremos en los métodos numéricos que se ¢mplean pa-
ra solucionar los sistemas de ecuaciones; s6lo algunas de las cuestiones de la resolu-
cion numerica de las ecuaciones se consideran en “Complemento™ al final de este
tomo.

Indiquemos como una circunstancia esencial que el teorema 2, al igual que todos
los teoremas de este tipo, propurwunn métodos cualitativos, en el caso dado, para
estudiar las propiedades de las sol del sistema de

Resulta interesante notar que las derivadas parciales de la solucidn del sisterna
(41.8) se expresan con facilidad, si sc cumplen les condiciones del teorema 2, en for-
ma explicita a través de las derivadas parciales de las funciones F,, & = 1,2, .. .,

S} = ol fi0) S 0D

m. Efectivamente, con el fin de hallar la derivada parcial 3?, se deben derivar las

igualdades (41.8) respecto de x,, considerdndolas identidades SegAN Xy, o+ o 1y Xy €5
decir, sustituyendo en ellas sus soluciones ) = yy{x;, . . %), j = 1, ..., m. En
este caso obtendremos
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F, XN ¥
—_—+ e =0, k=12....m
ax; ; ay; ox;

&
Fnemtﬂnndemadonﬁ.ﬁmmdeﬁ,mvmddequcmm-
te en ¢l punto considerado es distinto de cero: i

-30‘]. oo vy B

vor Vo
tiene una soluciém, yn&loum.hcualpudehaﬂam.poujmplo segiin’laregla de

#0,

ay .

i=12,... =1,2,...m,
-é—xir, = n J
conviene calcular las diferenciales de ambos miembros de las identidades menciona-
das arriba (41.8). Haciendo uso de la invariacién de la forma de la primera diferen-
cial respecto de la eleccién de las variables, obtendremos

oF, o\ oF,
had 79 Sy =0, k=12...
L w5t L e

J=1 J=1

Enﬁmde!unﬂmaoondidﬁnM¢ 0, este sistema de las ecuaciones,
lineales respecto de dy,, . ..a)' tienemmlndény&tneeﬁm Si Ia hallamos,
dwemmu&,mhménwa@;wimmmhdmvmwdd
ivl
ax;

Los dos métodos son aplicabl i mmdcﬂnﬂodemda'{vadasdcbrde-
numpu’iousdemmumnu + 1 X,,) que son soluciones del sistema de las
ecuaciones (41. S)(porejempb.gdndsupum de que todas las funciones Fj, k =
= 1,2,..., m, tinen derivadas mmtnmd:hdmammws)wod

étodo de dife iales, se debe d P que las dif| iales de or-

den superior al primero, nnmmmtétminmdeludﬁcmﬁlludﬂnfm—
clones, son més complejas, en lo que s¢ refiere a su expresién, en comparacién con
el caso cuando cllas se expresan sélo en términos de las diferenciales de las variables
independientes (véase d p. 21.2).

Las derivadas de érdenes superiores de las funciones y (x,, . . ., X,) pueden ob-
tenerse también, por derivacién sucesiva, a partir de las expresiones para las prime-

*) G, Cramer (1704 — 1752), matemético suizo.

4
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i)
ras derivadas I‘:Z determinadas segilin las formulas de Cramer a base del sisterna de
ecuaciones citado anteriormente

m
‘El_f:'ﬁ + z ﬂ2=ﬂ, k=1,2,....m
ax; dy, ox;
J=1

en forma de una razon entre dos determinantes. Dicha razbn puede derivarse tantas
veces cuantas veces son derivables las funciones Fy, k = 1, . . ., m. En este caso, s
todas las derivadas de las funciones £, k = 1, . . ., m, de orden hasta r inclusive
son continuas, lo serdn también todas las derivadas parciales de las funciones
¥y o - axg) = 1, .. . m, de orden hasta el mismo £,

Un conjunto (lamado también a menudo una clase) de todas las funciones que
son r veces continuamente derivables en la regidn & se¢ denota con C7(G). De este
modo: si, adicionalmente a lus condiciones del teorema 2, F, e CT(L) &k = 1, .7, |
m, donde U es un cierto entorno del punto (X, y), las soluciones y; = yj(&s « - -
x,) del sisterna de ecuaciones (41.7) pertenece también a ia clase (U} en' cierto en-
torno U, del punto x'%.

Ejercicios, 3., Bajn qué condiciones impuestas sobre f v g, la ccuacién ¥ = xf(z) + 2(2)
define, cn cierto entorno L del punto (xy, so), la funcin z(x, ¥) € C*(1)? Demiiestrese que,
liday estas condici pasa cualesq (x,))e U
I;ZH—Z%ZD.+¢1”=0-
6. Sea dado un sistema de ecuaciones
W = by = Sl
&+ =y - ).
Hallense las condiciones, impucstas sobre la funcién f, para las cuales este sistema define en

cierto entorno U del punto (%, ¥,) las funciones u = u(x, ¥), ¥ = v(x, y) de Ia clase .
Dem(estrese que en este easo u 4, = u en todo punto de U,

41.4. APLICACIONES

En este punto s¢ estudiaran las aplicaciones f: X — R™, X C R", es decir, aplica-
ciones de tal indole que & todo punto x = (x, . . ., x,) del conjunto X, dispuesto en
¢f éspacio puntual aritmético n-dimensional R" (véase el p. 18.1), ¢ ponen en corres-
pundendiael puntoy = (3, . . ...¥,} del espacio puttual aritmético m-dimensional
R™. De este modo, f: (¥}, . - o %) = O o oI e o0 %) €.X. Obviamente,
la definicidn de tal'aplicacion fes equivalente a la definicifém de m funci.omfj:.’( -
- Rule.iquemf),:x -ij = lioay m.xeX.yJ,eR‘Bmsfunuiones

L@ =L ax ) E= 12, ,m xeX, (41.26)
& denominan funciones denadas de la aplicacidn £y se escribe
F=p. oty

A las aplicaci que s¢ ideran sc generaliza el concepto de continuidad.
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Definicién 3. Una aplicacidn f: X — R™, XC R", se denomina continua en el
punto X e X, si para cuglquier entorno V(v'®) del punto y'@ = f(x") existe tal en-
torno UX) del punto X% que

FUEH N X c v,

Por cuanto en todo entorno de un punto® - se contiene su entorno esferico,
dicha definicién es equivalente a la siguiente.

Una aplicacion f: X — R™, X C R", se denomina continua en el punto x" € X,
si para cualguier c-entorno del punto y™ = f(x'™ existe tal 5-entorno del punto ¥

e FUED, 5 N X)) C Uy, g,

Esto, & su vez, puede ser parafraseado, con ayuda de las desigualdades, de 1a ma-
nera siguiente.

Una aplicacién f; X — R™, X C R", se denomina continua en el punto x% e X,
sf para cuolguier £ > 0 existe tal & > 0 que para todos los puntos x € X, que satisfa-
cen la condicidn pix, X®) < &, se cumple la desigualdod

P00, S < &.

La definicién de continuidad puede enunciarse también en términos de las suce-
siones.

Definicibn 3°. Una aplicacién f: X — R™, X C R", se denomina continua en el
punto x® e X si para cualquier sucesion x®X'e X,k = 1,2, . . ., tal que mx‘*) =

= x\%, riene lugar
Jim £ = 7<),

La equivalencia de estas dos definici se d por-analogia con la de-
mostracién de la equivalencia de las definici del limite de funciones segin
Cauchy ¥ segln Heine. Demos & esta & i6

squelaapﬁud&nfermmhmmdpunroz‘mmdmtidodela
definicién 3, x¥ e X, k= 1,2,.. ..y

Jim R = 0, (41.27)

Prefijemos € > 0. Para & existe un & > 0tal que si x€ X, p(x, x!%) < &, se verificala
desigualdad o (f(x), /(M) < &.

En virtud de la condicidn (41.27), existe tal nimero k; que para cualesquiera & =
> kg tenemos ¥4 € UG, 8) y, por consiguiente, o(f(¥), f(M) < &. Esto preci-
samente significa que Jim f(x¥) = (%),

Supongamos ahora que la aplicacién f es continua en & punto xi? en ¢l sentido
de 1a definicién 3° y que las condiciones de Ia definicién 3 no éstéin cumplidas, es de-
cir, existe tal g, > 0, que para cualquier 8 > 0 existe un x; € U9, 8 N X, parael

+} Recordemos que se llama entorno de un punto cualquier conjunco abierto que contiene
dicho punto (véase la definicién 14 en el p. 18.2).
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cual p(f(x,), () 3 ¢, Tomando sucesivamente & = 71‘ Jk=1,2,..., vponiem-
do, para abreviar, x%) = x,,t,obtmmmlxme U(x‘“‘.%) N X, es decir, p (%,
xM <« % . Por consiguiente, ;!If.', Y = A0y e x; sin embargo, o (FOAY, FA
> £, ¥, de este modo, la sucesion [f(x*)] no tiene el punto f(x?) en calidad de su

limite. La contradiccién obtenida demuestra la afirmacién enunciada. O
Lema 1. La aplicacion f = (fy, . . ., f,): X — R™, X C R", es continua en el

punto ¥ cuando, y sélo cuando, en diche punto son conth todas las funch
_toordenadas f,, . . ., f,,.
DEMOSTRACIGON DE LA NECESIDAD., Supong que la aplicacion £ es continua

en el punto X0 e X, 3O = (Y, . , ., ¥®) % £(x®). De acuerdo con Ia definicién 3,

para tode entorno F(?) del punto ¥, en particular, para cada uno de sus entor-
nos clibicos (viase ¢l p. 18.1)

PO, g} = [ty - AP < &)
existe tal entorno U{¥?) del punto x9 que
JSUE) 0 X < PO, 8.
Por consiguiente, para todo x € U(x(™) N X se verifican las desigualdades
e ~ %1 <e j=12...m

Esto es testimonie de que todas las funciones coordenadas /), . . ., f,, son conti-
nuas en el punto x(®,

DEMOSTRACION DE LA SUFICIENCIA. Supongamos que todas Jas funciones coorde-
nadasf), . . ., f,,son continuas en ¢l punto x!% e X, y9 = (4%, . . ..y = (™)
y esté dado un entorno V(¥ del punto ¥'%. En este caso existe tal ¢ > 0 que ¢l en-
torno e~clbico POA®, ¢) del punto ¥ estd contenido en V('™

PO®, &) C V(A

Por ser continua cada una de las fu.n.cinneu_ﬁ,j =1,2,. .. m, enel punto x¥
existen tales entornos Uy = U(<”) que para x & U; N X se verifica la desiguatdad

Ifyx) - )ﬁﬂil <e. {41.28)
[
Pongamos U = (7} U; Entonces, U, siendo una int i6n de un ni finito

t=l

de fos conjuntos ebiertos U, seré conjunto abierto, conla particularidad de que co-
mo todos los U, contenian’¢l punto x@, lo contiene también U. De este modo, el
wonjunto U es.un entorno del punto »?. Ademés, si x € U N X, entonces para todo
j=1,2, ..., m, severifican las desigualdades (41.28). Esto quiere decir que

J(x) e PO, ).

¥, por lo tanto, f(x) & F(¥®). Ast pues, para un entorno arbitrario ¥(¥%) sc ha en-
contrado tal entorno U del punto x( que
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JWwnxc vy o

lema 1 muestra, en particular, que las definiciones de las aplicaciones coati-
nuas de un seg » introducidas =l considerdr ¢l concepto de curva en ¢l p. 16.1
(¢cuando ] segmento se aplica en un espacio iridimensional) ¥ en o p. 18.2 (cuando
¢l segmento se aplica en un espacio euclidéo arbitrario n-dimensional) comé aplica-
ciones cuyas funclones coordenadas son continiias, son cquivaientes a la definiclén
de las aplicaciones continuas de un segm como aplicaciones de tal género que en
todo punto del segmento satisfacen las condiciones de la dafinirion 3 de este parra-
fo.

La aplicacidn: f: X — R)‘"’,X C Rfsellama conrinua en el confunto X, si es con-
tinua & tode punto del conjuato X

Lema 2. La aplicactdn f de un conjunto abierto del espacio K] enel espacio Ryes
continug en dicho conpunto 1o, y s6lo cuando, la preimagen de cade conpunio
abterro def espocio RJ’:', reglizdndose la aplicacidn f, serd.un canjunio ablerto del es-
pacio R},

DEMUSTRACION PE LA NECESIDAD, Supongamos gue f aplica continuamente el
conjuntoe abiertc G € RYen el espacic R’y sea U/ un conjunto abierto del espacio
R}: U C R Mostremos que la preimagen /! (£) de este conjunto es un conjunto

ierto n el espacic RY Siel conjunto /! (1) es vacio, la efirmacién queda obvia,
puesto que todo conjunto vacio es dbienio, !

Supongamos gue el conjunto /= 1(L7} no es vacla, es decir, exixte un punto x% €
e~ (L) v, por lo tanto, f(x'?) e U, Como U es un conjunta abierto, serd un entor-
no del punto ¥ = F(!¥h, Por ello, porser la aplicacién f continua en el punte x
(véase la delinicidn 37), existe tal entorno U, de este punto que (L, N G) C U, por
consiguiente, L, N &G C £ 1. Como el conjunto U, N G, representando una in-
terseccitn de dos conjuntos abierios U, ¥ G, es abierto ¥ puesto que e v NG,
entonces ¥ ¢s un punto interior del conjunto f~ ' (L.

De este mado, todo pumto de la preimagen del conjunto abierto L/ es un punto
interior de csta preimagen, quiere decit, la pred €3 un conjunto abierta,

DEMOSTRACION DE LA SUFICIENCIA. Sea f una aplicacién del conjunto abierto G
del espacio R} en R;“y supongamos que, al realizarse esta aplicacion, la pramagen
de cada conjunto ablerto en ¢l espacio Res un conjunto abierto en R7. SeaxPeg.
Mostremos que la apticacién f es continua en el punto x(@.

Sea U, cierto entorno det punto y@ = £(x™). Como la preimagen /" w,)
del conjunto abierto U,, es, por hipdtesis, un conjunto abierte, ¥y, evidentemenie,
*ef~1 (U) C G, entonces el conjunto U, = f~! (U,) es un entome del punto <
y, ademas, (U} = U, De aqui se deduce de inmediato la continuidad de la aplica-
cién 7 en ¢ punito 50 {véase 1a definicion 3). O

Ejemplo. Examinemos la aplicacion f: R*— R, definida por la formula f(x, ») =

yl

= ? + B = 1. De seperdoe con ¢l lema 2, 1z preimagen del conjunto abierto (— oo,
), es decir, un conjunto de puntos {x, ¥} que satisfacen la desigualdad = + » <

< 1 (v, por consiguiente, forman el interior de una elipse), como también la preima-

. 2
e ded conjunto abierto (0, + <), © sea, mmﬁmodemhm(x,y)qw? 4 7>
> { (estos puntos forman el exterior de una elipse), son conjuntos abiertos.
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En general, si f: R"— R cs una funcién continua cn R”, para cualguier nimero o €
€ R los conjuntas [x:f(x) < @, x € R"} y [x:f{x) > «, x € R"] son conjuntos
gbiertos, siendo preimégenes de los conjuntos abiertos (— <, a) y (@, +a).

H tuomna de wdmtrm en ¢l cual se demuestra que las funciones continuas en

3 den alcanzar sus cotas inferior y exterior se extiende
umhaén al caso dz las apllcadonu continuas. Con més precisién, resulta valida la
siguiente afirmacién.

Lema ). Seaf: A = R™, A C B una aplicacién continua de un compacio A en
el espacio R™. El conjunto f(A) es también un compacto en este caso.

En la forma més breve: lo pred conlinua de un pacio s un i

DEMOSTRACION. Sea 3% g f{4) una sucesibn arbitraria de los puntos pertene-
cientes a f(A). Por definicién de la preimagen de un conjuato para la aplicacién da-
da, existe tal punto x) & 4, que fF(x*) = y¥), cuaiquicra queseak = 1,2,....
Como A es un compacto, de 1a sucesion [x*] se puede separar una subsucesién con-
vergente (%)) cuyo limite #'® pertenece al compacto A: lim k) = 0 g g4

Por ser la funcidn f continua en el punto x'®, tenemos.

i £0) = S, es deci, lim ) = /&) € f(4).

De ¢ste modo, de toda idn de p , pet | al conjunto f{4), se
puede separar una sucesidn cmvergcnte cuyo Limite pertenece a dicho conjunto. Es-
mprmmmieuguiﬁclquefu)uunmmpmo o

OBSERVACION, Del lema 3 se infiere & strado anteri de que
una funcién real continua en un compacto alcanza sus cotas inferior y exterior (véa-
se el p. 19.5). En efecto, de conformidad con el lema 3, el conjunto de valores de
tal funcién es un compacto en una recta numérica, micntras que todo compacto
tiene en una recta nimerica los puntos finitos maximal y minimal. Esto proviene de
que un pacto es un conj do y, por ende, tiene la cota superfor (infe-
ror) finita Ia cual, en virtud de su definicién, &3 un punto adherente del conjunto.
Ya que &l compacto esté cerrado, el punto pertencee a & y es, evidentemente, su
punto maximal {minimal),

La nocién de continuidad uniforme se generaliza también para el caso de las
aplicaciones.

Whnthqﬂhﬂﬁnfddmmxck"mdquamﬂmmm#
Jormemente continua, .ﬁmm}qukrs > nmwa = &(g) > 0, que para
cualesquiera puntos x“ € X y x** € X, que satisfacen la condicidn p(x” ,x"} < 8,
se verifica la desigualdad p{(f(x ), fix* ) < &.

Pars las aplicaciones es licita también una afirmacion aniloga al teorema de
Cantor (viase ¢l p, 19.6) para las funclones continuas.

Lemn 4, Ung aplicacién continua de un compacto es uniformemente continug.

DEMOSTRACION, Hagamos uso del mismo método que se aplichd al demostrar e
tecrema de Cantor sobre la continuidad uniforme de Ias funciones reales continuas
en un compacto {véase cl teorema 5 en & p. 19.6).

Admitamos que existe una aplicacién f: A — R™, A C R", continua en ¢l com-
pacto A, pero de manera no uniforme. En este caso existe tal &, > 0 que para cual-
quier§ > Oexisten unos puntosx; e A yx; & A, para los cuales tienen lugar las de-

sigualdades
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el x )< s ¥y o), Slg)) 2 g

1
Seab=— x ™My Wt k=12....ComoA esuncom-
pacto, de la sucesién {x**"] se puede separar una subsucesidn convergente fx Ak
cuyo limite x% esta contenido en el conjunto A: lim x "% = A% ¢ A4, En es-
te caso de

PG, X0 € pGx 4, X + I, ) < r + plx @9, £ — 0,
L)

én fix “ 6] de 1a segunda sucesion e~ %]

Aacd 1.

cuando 5 — w=, 5¢ quela
mhénmnvmhldadwnmx‘m
Cabe sefialar shora que de la continuldad de la aplicacién fen ¢ punio X se

desprende que
lim f(c 49) = lim f0c"®) = 6D,
¥ puesto que
ot M), fcEN) € plfte B, ) + o), fix ) — O, paras — =,

entonces, lim p(fx"), fGxr'®) = 0. Esto contradice la condicién

olfe N, flx UN) 3 &, O

Con ayuda de las propiedades demostradas de las aplicaciones continuas se
puede obtener una propiedad de las regiories (es decir, de los conjuntos abiertos ii-
nealmente conexos, véase el p, 18.2) que seré il en lo que sigue. Enunciemos dicha
propiedad también en forma de un lema.

lms.w:chMoaMmmmnmrqiéncmda.ymm sus
dos puntos cualesquiera pued Ji unag linea quebrada
ntegramente d&pnmamdmmro

DEMOSTRACION. La suficiencla de la condicién enunciada no requiere demostra-
dén. En efecto, si en clerto conjunto abierto G € R” cualesquiera dos puntos
pueden unirse mediante clerta quebrada, integramente dispuesta en el conjunto, en
tonces, puesto que toda quebrada es una curva (viasc ¢l p. 16.5), cualesquiera dos
puntos del conjunto G resultan unidos en &1 por una curva lo que testimonia, segim
ta definicion (véase la definiciém 25 en o p. 18.2), que d conjunto abierto G es lineal-
mente conexo, ¢s decir, es una regibn (véase la definicidn 26 en el mismo punto).

Dr emos la necesidad dé 1as condici del fema. Sea G una regitn del es-
pacio R". Examinemos los puntos x € G ¢ y € G. Por definicién de la regidn, existe
una curvay = fr(f), @ < ¢ < b}, que une en G los puntos x ¢ y, €5 decir, r(a) = x,
rd) = yyrie G, a < t § b, La curva y representa ¢ 6 1a imagen continua del
segmento la, b] que es un compacto y, por lo tanto (véase el lema 3), la curva tam-
bién es un compacto. Por cuanto ¢l compacto 7 y el conjunto cerrado R"\.G no s¢
intersecan, 1a distancia entre ellos es superior a cero (véase €] lema 7 en el p. 18.2).
Por consiguiente, existe un nmero n > 0 tal que p(y, R" G} > n.
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La aplicacion r(f), ¢ € ¢ < b, del segmento [g, b], siendo continua, es también
uniformemente continua (véase el lema 4). Por esto existe tal § > 0, que para cuales-
quiera dos puntos £ " € [a, bl y ¢ " € [a, b, que satisfacen la condicidn 11" -1 1<
< &, se verifica la desigualdad

plrlt ™), rit) < 9.

De aqui se deduce que para cualquier particion r = )25 del scgmento [a, b] de
finura 8_ < & todos los puntos de la quebrada A_cos vértices r(t), i = 0,1,. . ., k
estardn contenidos en G (gpor qué?), Por consiguiente, A, C G.

Puesto que ¢l origen y o extremo de la quebrada M, tos consituyen ¢l origen y ¢l
extremo, respectivamenie, de la curva v, es declr, los puntos prefijados arbitra-
riamente x ¢ y de G, hemos demostrado, pues, que cualesqulera dos puntos de una
regidn pueden unirse mediante una quebrada. O

Supongamos shora que X CR", D C R,".'. ¥y = fix) es la aplicacion del conjunto
Xen R7, con la particularidad de que f(X) T Dy z = g(¥) &8 la aplicacién de D en
RE, es liOC].I' ,fi X = D, 2. D~ RE En este caso tiene sentida la composicién gnf
X — RE, gue aplica ¢l conjunto X C R en el espacio p-dimensional R @) =

e UM). xeX

Hemos de notar que si la aplicaclon f{x) del conjunto X es continua en el punto
% e X, v g(») esté definida en cierto entorno del punto 1% = £(xA%), siempre existe
tal entorno U, del punto Ko que en ¢l conjunto X N U, tiene sentido la composi-

cién gof. En efecto, sea U, un entorno del punto »%en ol que viene definida 1a apli-
cacién g(¥); de acuerde con la definicion 3, para dicho entorno existe tal entorno U,
quefuj‘ N X) C U, Bs evidente que para todos los puntos x € U, N X'tlene senti-
do pr e la composicién g of.

Recordemos, ademas, que, de conformidad con la terminologia introducida pa-
ra las funclones (véase el p. 1.2*), la aplicacion fi X — Rf‘,. X C Ry se llama
biunfvoca o bien inpeceidn si a los puntos diferentes del conjunto X les correapon-
den en esta aplicacidn distintos puntos. En este caso suele decirse también
que ¢! conjunto X se aplica biunivocamente mediante dicha aplicacion sobre ¢l con-
junto f(X), es decir, f: X — f(X) es una biyeccién. Cumplida esta condicién, en el
conjunto f{X) existe una aplicacién inversa univocn (una funcién inversa) /~ ! () =
=x, donde x es tal que f(x). = y. Por ello, o [f{x}] = x, es decir, fsta 5 una aplice-
cidn idéntica (se denomina aplicacién idéntica del conjunto X aqudla que & todo
punto x € X le pone en correspondencia e nﬁmm punto),

Deflnlcién 5. Si le aplicacidn f del mruunra A C R en el espacio R"'
bwnfwmy conrinua sobre X y una apﬂmﬁ‘dﬂ inversa f~! es continua WM}TX}.

[ se llama aplicacidén h rfa o h morflsme, y el confunte flX0,
imagen ﬂommarfa del conjunto X, o bien, que es lo. mismo, un confunio home-
omorfo respecto del conjunto X.

Obviamente, & f ¢s un homeomorfismo del conjunto X, /=1 ¢s ¢l homeomorfis-
mo del conjunto f(X).

Cuando se realiza la aplicacién homeomorfn de un conjunte abierto sobre otro
conjunto lbjeﬂo. Las iy Ag de los 1tos abiertos son también abiertas.
En efecto, st f es una aplicacién hiomeomotfa del conjunto abierto G sobre otro
conjunto abierto T, ¥ es un subconjunto ablerto del conjunto G, W = f(¥), enton-
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ces ¥V = f~ ) (W), es decir, V esuna imagen del conjunto W, al realizarse la-aplica-
cidn continua f~ | del conjunto abierto T, y, por consiguiente, W es una preimagen
del conjunto abierto ¥ en esta aplicacidn. Por eflo, de acuerdo con ¢l lema 2, el con-
junto W es abierto.

Consideraremos ahora la composiciém de las aplicaciones continuas,

Lema 6. Seq f: X — R™, X C R", g: D — R*, D 2 fiX). Sl lu aplicaclén f es con-
tinua en el punto ¥9 g X, y g es continua en el punto f(x'), entonces la composi-
elén gof es también continug ervel punto x*%.

La demostracién de:dicha afirmacién puede realizarse por un métoda anklogo al
empleado en la demostracién del teorema 6, p. 5.16 y del teorema-2, p. 19.5. Este dl-
timo método se basa en In definicién de la conl.imxi_dad-en-.t&i:ﬁnm‘ﬁe los entornos.
Gonelﬂndemtarla repiticion,-esta vez d rar el-lema. partiendo de la
definicién de continuidad en términos de las sucesiones.

SeaxMeX, k=1,2,...yllmx® = x9 En este caso f(x*)) e D'y, por ser
continua 1a aplicacidn f en el pufite X%, tenemos

Y rodky = £, “1.29)

En vista de que la aplicacién g ea continua en el punto f{x%), para cualquier suce-
siony®eD k= 1,2,. ... Jim y® = S tiene lugar pﬂg{yﬂb = g(fxdm).

En particular, debido a (41.29), para ¥ = f(x!*)), se tiene
Lim gUOM) = g(f(x™).

Esto precisamente implica la continuidad de la composicién g7 en ¢l punto ¥@, O

Ejercicio 7. Demuéstrese que la aplicacidn biunk continua de un compacto del espacio
R en cierio espacio R™ es un homeomorfismo.
Como Jusién determi qué se deré por imagen de una curva, para

una aplicacidn continua dada, y demostremos ¢l lema sobre las imégenes continuas
de los conjuntos linealmente conexos.

Sea f una aplicacién continua del conjunte X C R7en ¢l espacio RJyT, unacur-
var dispuesta integramente en el conjunto X, es decir, se e ha dado una t:la.se de las apli-
caclones equivalentes de segmentos en el conjunto X (véase o § 16).

Sea X0, a<tegh,

una de las representaciones de la curva I'. Una curva en ¢l espacio R"‘"c uya represen-
tacl |
6n es la aplicacién D), asr<b,

se denomina imagen de la curva T' en la aplicacion f y se designa por f(T).

Esta definicibn es correcta, puesto que, con las suposiciones adoptadas, f{x{(£)),
a =t £ b, esunaaplicacidén continua de un segmento en ¢l espacio y, por consi-
gulente, define cierta curva.

Lema 7. Sea f: X — R™ uno aplicacidn continua del conjunto linealmente cone-

x0 X C R" en el espacio R™. En este caso el conjunto f(X) es también linealmente
conexo,
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En la forma mas breve: o imagen continua de un conjunto linealmente conexo
es linealmente conexa.

DEMOSTRACION. Supongamos que X ¢s un conjunto linealmente conexo y fes su
aplicacién continua ¢n R™, Para d que €l conj S(X) s lineal co-
nexo, hay que demostrar que sus dos puntos cualesquiera pueden unirse en f(X) me-
diante una curva continua (véase la definicién 25 en o p. 18.2). Sea )V & f(X) e ¥
€ f(X); ehijamtos dos puntos cuatesquiera X! ¢ /! (AN y XD e f~! . Como
*De X, ¥P g Xy X es linealmente conexo, existe tal curva I', que su origen coind-
de con el punto x4, el extremo coincide con & punto @ y todos los puntos de ella
pertenecen al conjunta X,

La curva f(T) es la curva buscada. En efecto, st origen es ¢l punto ¥ =
=" y ¢l extremo, ¢l punto ¥ = F(x@). Todos los demfis puntos de la curva per-
tenecen al conjunto f{X). De este modo, f{X) & un conjunto tnealmente conexo,

Ejercicios. 8. La aplicacion f: B* — R* viene dada de modo siguiente: (x, ) — (2x, Iy}
LEn qué &sta transforma la circunferencia 2 + 2 = 17

9. Hillese la imagen de la recta x = 2 del plano Oxy, realizandose 1a aplicacion f: R ~ &,
definida del modo siguiente: {x, ¥} = (xp, ¥}

10. En o plano Oxy se ha dado una recta x = ¢ {¢ = const # 0). Hélless su imagen en la
aplicacién f: B = R con las funciones coordenadas {¢* cos , € sen )}

41.5. APLICACIONES YECTORIALES

Al estudiar las aplicaciones derivables (su definicién se dard en ¢l p. 41.7) resulta
més conveniente que ¢l espacio R”, donde se dispone el conjunto que se aplica, y el
espacio R™, en el cual sc realiza la aplicacion, sean consid 15 COMO EIPaci
euclideos vectoriales (véase ¢l p. 18.4). Para simplificar, un vector n-dimensional
con coordenadas (xy, ... , x,) se designard mediante el mismo simbolo x que s¢ ha
usado para designar un punto del espacio puntual n-dimensional con las mismas co-
erdenadas. Esto no nos conducird a una equivocacion, pues tanto ¢l punto del espa-
cio n-dimensional como el vector n-dimensional representan un surtido ordenado de
n nlmeros naturales.

Seg X C R" vy f: X — R™, donde, en nuestro caso, la aplicacién f pone en
correspandencia a todo vector x € X clerto vector y = fx) e R, Las aplicaclones
de este tipo se llamarén veciorales.

Siey, ... , e, son los vectores coordenados en ¢l espacio R" (véase i p. 18.4),
gy, s 2 £y SOD los vectores coordenados en el espacio R™ ¥ x = (¥, ..

)= Y oxeny= 0o )= ¥ yg; e » = fx), entonces cualquier

Imt i=1

coordenada y;, f = 1, 2, ... ; m, del vector ¥ es también una funcién del vector
x.e X.y, por [o tanto, una funcion de sus coordenadas Xy, ... . X5t
¥ =) = Sl o)), J= LLom (41.30)

Igual que en ¢l caso de un espacio puntual (véast (41.26)), las funciones (41.30)
3¢ denominan funciones coordenadas de la aplicacién fy se escribe f = (fy, ... . f,)
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La interpretacion de los puntos n-dimensionales by a X, )en cuhdad d: vecto-
res no impide, por supuesto, gque s¢ consideran tales propied de las ar jones
como gon su continuidad y continuidad uniforme. Por ello, todo lo dicho en <l pun-

to anterior sobre las aplicaciones queda en vigor para las aplicaciones vectoriales.
Recordemos, ademés, que para la distancia p (x, ¥) entre los vectores x e ¥ es vilida
la férmula (véase la vérmula (18.37) en el punto 18.4) p(x, ¥} = lx — yl.

A titulo de ejemplo sefialemos que 1a longitud 1x| del vector x & R™ es-una fun-
cién continua en R". Esto provienc de la desigealdad (18.36); como para todo
Xy € R" y todo x € R" se verifica la desigualdad |1x] — lxgll € lx — xpl, emton-
ces

lim Ixl = lim  lxl = lxgl.
¥ = xp Ix = xgl — 0

41.6. APLICACIONES LINEALES

Consideraremos una clase especial de las aplicaciones del espacio 8" en R™, de-
nominadas fineales.

Definicién 6. Una aplicacién f: R" — R™ se llama lineal fo, en forma mds
completa, lineal h &1 J

1), s para c quiera dos vectoresx' e R", x" e R" y
dos nimeros A" € R, A € R se verifica la igualdad

TV + A7x7) = M) + A fT).
De esta definicibn se deduce por induccibn que, realizindose la aplicacion lineal
/1 cualquier combinacién lineal finita de vectores x"" € R" s¢ aplica en la misma

ibn lineal de im# Fe, j =1, 2, ..., k, de dichos vectores
k
TORTOE T s,
Fa i

Las aplicaciones homogéneas lineales se¢ llaman corrlentemente operadores
lineales. Del operador lineal f: R* — R™ se dice que &l actia de R™ en R™.

De la definicién del operador lineal se desprende inmedi e quela p
sicidn g o f de operadores lineales f: R" — R™ y g: R™ — R’ es también un opera-
dor lineal g = f: R" — R,

Sea f: R" — R™ un operador lineal. La imagen de todo vector coordenado
geR",j=12,..,n,¢s,enlaaplicacién f, un vector del espmo R™y, por ende,
se descompone segin los vectores coordenados £, € R™, { = 1,2, ... , m. Designe-
mos los coeficientes de esta descomposicion con ay:

m
f(f)) = E a &

i

Seay = flx= ¥ x¢ e

I=1 =

r= Y (41.31)

i=1
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Por ser lineal la apliuacibn f, obtenemos

J’=flx)=f( ¥ xe) E xfle) =

= E X; E @6 = z (Z ab_k))e‘r__ (41,32)
= = =

1 =1 =

Al comparar los coeficientes de la descomposicién del vector y segln los vectores
coordenados £, ... , £, en (41.31) vy (41 .32), obtendremos

Y=gk b Xy
{41.33)
Y = G X e+ B X
Viceversa, es facil comprobar que toda aplicacibén f: R" — R™, cuyas funciones

coordenadas tienen la forma (41,33}, s un operador lineal.
La matriz

(41.34)

se llamna matriz del operador lineal f.
Evidentemente, si (41.34) es una matriz del operator lineal f, para cualquier

"

x= E xje; liene lugar (véase (41.32)) la descomposicion
Smi " Pl
fw= ¥ ¥y aaxj) £ (41.35)
1= Frl

Ejempla. Sca 7, un operador de proyeccion sobre el (-4simo eje coordenado, es

decir,
¥ = TP Y = ¥ (41.36)

(i s un nimere fijo entre los nimeros 1, 2, ..., m}. En estc ¢caso w; es umoperador
lineal con la matriz cuadrada de orden m compuesta sblo por ceros sszc el i~&simo
élemento de la :11ns,ona] principal el cual es igual a uno:

o .. 000 .. 0
0 000 0
0 010 0
0 000 0
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Con ayuda de los operadores de proyeccién 'z, / = 1, 2,.....; n, s¢ establece fi-
cilmente la relacién entre una aplicacio| ial arbitraria ft X — R™, X C'R"y
sus funciones coordenadas f; (véase (41.30)):

Ji= =k, 4137

es decir, toda funcioén coordenada f, 1 = 1, 2, ... , m, € una composicién de la
aplicacién f con el operador de proyeccion =;.
Sim = 1, es decir; ¢l operador lineal f: R” — R aplica ¢l espacio R" en el con-
junto de todos los ntimeros reales, 5¢ denomina corrientemente funcional lineal.
En virtud de (41.33), toda funcional lineal tiene por expresién

Y=ax) + o 4 ax, (41.38)

donde gy, ... , @, son ciertos nimeros reales.
Al designar con a un vector de coordenadas (g,, ... , a,), llegamos a que toda
funcional lineal f: R" — R tiene por expresidn

Sx) = (@ x),

donde con (g, x) esth designado el prod escalar de los a yx. Es evid
también lo reciproco: toda aplicacion de la forma x — (a, x) es una funcional lineal
J:R"—R.

icip 11, Establézcase cusles de las aplicaciones a seguir son lineales:

&) f: R’ — R, siendo f(x, ,7) = (x,2);

b)f: R* — RY, siendo f(x) = —x, donde x es un vector arbitrario en R%;

Af: R — R, siendo f(x} = x + (0, —1, 0) donde x s un vector arbitrario en RY;
d) f: R? — R, seindo f(x, y) = (2x + 3, V)

&) f: R? — R?, siendo f(x, ) = 2x,y — X);

0S: R = R, siendo fix, ¥) = (n, X)

g)f: R? = R, siendo f(x, ¥) = xp.

Recordemos las definici de al operaci sobre matrices (conocidas
del Algebra). Si 4 = {ab.) yB = (by) son matrices rectangulares con el mismo ni-
mero de columnas y filas, i = 1,2, ... ,m, j = 1,2, ..., n, lasuma de ellas se deter-
mina como una matriz cuyo clemento €8 la suma de los elementos correspondien-
tes de las matrices A v B, es decir,

eyt by im L2 m, j=1,2,m

Se llama producto de'la matriz A por ¢l nimero A una matriz cuyos elementos L
se obtienen todos de los elementos correspondientes de la matriz 4 multiplicindolos
por A el
o = hay, i= L2 wym i L2 .. ,nm

Si el nimero de las columnas en la matriz 4 = (aa)uiguaialnﬁmemdehsﬂ-
lasdelamatrizB = (by),i = 1,2, .m,j = 1,2,...,8k = 1,2, ..., 5, enton-
ces ¢l producto AB de las matrices-4 y B se determina como una matriz compuesta
de los elementos ¢y, que se determinan segiin las formulas:

L
c;,,"-if E by, i=1,2,..,m k=12..,s
J=1
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He aqul dos propiedades de los operadores lineales las cuales nos harén falta en lo
sucesivo.

1°. Si f ¥ g son operadores lineales, f: R — R™, g: R" — R™ y A y u, miimeros
arbitrarios, entonces N/ + p g es también un operador lineal que actiia de R" en
R"‘,cmfaparficu-‘arfdaddeque.ﬁdyﬂmfasmmmdﬂasapﬂadomﬁuﬂa
fya lasuma\ A + p B serd la matriz del operador N f + p 8.

La demostracion de esta afi i6n se efectiia por comprobacion inmediata: si

L]
= E ayXp i=142..,m
Jml

son funciones coordenadas de la aplicacion f, mientras que
L
g= ¥ by i=1L2...m
J=1
son funciones coordenadas de la aplicacion g, entonces para las funciones coorde-
nadas de la aplicacién A f + u g tendremos (al sumar y multiplicar por nimeros los

vectores, sus coordenadas se suman y se . por los mi nameros)

L L3 n
A+ p5; = A E ayx; + X bx; = E Omu + pbyxp
= Q= i=1

es decir, primero, las funciones coordenadas de la aplicacién A/ + ug son fun-
ciones lineales y, segundo, los el t chelamauizdelaaplimciénkf+pg
los constituyen los nimeros ¢; = he; + pby, es decir, los clementos de la matriz
ANA + uB, donded = (a ,g = (bu). (]

2°. S8ify g son g fores lineales, f: R" — R™, g: R™ — R®, su composicidn
g o fes también un operador lineal R" — R® y la matriz de la composicidn es igual
al producio de matrices de las aplicaciones g y f.

Realicemos nuevamente la comprobacién inmediata de la afirmacién. Si

Ll

yi= E ax;, i=12,..,m
/=

son funcl denadas de la aplicacién f y

= Y bup k=125

f=ml

son funci denadas de la aplicacién g,

= 2 by = ,-z| b“‘;z, agx; = JE| E bh-a(-',-) Xp

i1 =1

es decir, primero, las funci denadas de la posicién g = f son fi
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tineales, v, segundo, los elementos e, de 1a matriz de la composicidn s obtienen de
los elementos de las matrices a; ¥ by, de los operadores f y g segiin la regla

m
= Y buay @L39)
i
Segun se ha dicho, tal matriz (¢} se lama precisamente producto de las matrices
b)) ¥ (ay). o

Observemos que todo operador lineal f: R" — R™ es una aplicacidn continua
del espacio R", dado gue todas sus funciones ¢coordenadas (41.33) son continuas,
pues son lineales.

La longitud del vector ¥ € R", como se ha notado en ¢l p. 41.5, es una funcidh
continua en el espacio R", Por esta razodn, si f: R™ — R™ es un operador lineal, en-
tonces la funcién 1f{x)|, rep itando una posicién de dos funciones conti-
nuas, serd también continua en R™.

Por cuanto la bola unidad @" = [x & R" : [x| < 1] s un compacto, para toda
aperador lineal f: " — R™ la restriccion de la funcidn continua 1/1: R" — Rala
hola O, es decir, la funcién 1f1: Q" — R, est acotada:

|3|u21|fu—)l <t (41.40)

Defintelén 1. Para ef operador lineal fen particular, pura una funcional linea,
cuando m = 1) £ R" — R™ ¢l nimero sup |fix} fleva ef nombre de norma®)
lzl g1
del pperador y se denata con \f:

del
W= sup 1FG0)1. (41.41)

En virtud de la desigualdad (41.40), la norma de cualquicr aperador lincal ¢s fi-
nita.

Estimemos Ia longitud de la imagen del vector x € R" en términos de la norma
del operador f v la longitud x def propio vector. Para todo x + 0, x € R", el vector
X

. . 1 .
E= -x—nene la longitud 1 : [£] = = — lx| = 1. Por elio, al utilizar Ta
Ix1 | x1 Ix1

linealidad del operador f, la propiedad (18.34) de la longitud del vector y la defini-

cién {41.41), obtendremaos
el = b (e Y = | (- |= £
) !f(x le)l xf(m) m_‘f (le
< el sup IF ) = bx! IfB,
10

es decir,

<

Ol € UFT Ixt (41,42)

* La definicidn general de la norma s¢ dard en ¢l p. 57.3,

G-G429
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De esta desiguaidad se infiere que para lx| <1 es vélida la desigualdad |f{x)| < /8.
Recordemos que una funcidn, continua en el compacto, alcanza en éste su valor mé-
ximo (véase ¢l teoremz 3 en el p. 19.6). Por es0 una funcién |fi: Q" — R, siendo
continua en el compacto Q7, alcanza en éste su valor méximo

Ifl sup If(x)l = max 1ol
=i g 1 Ixl g1
v, como para |x| < |1 tiene lugar la desigualdad |f{x)| < ¥fN, ¢l miximo men-

cionado se alcanza cuando Ix| = 1, es decir, en Ia esfera unidad
§" - != [x:1x] = 1]. De este modo

i1 = lnl'mx]IJr(,v)l. (41.43)
Demos a conocer una expresion mas para la norma de un operador lineal
oy /el
Uu . re)l?',uxp: O_W_‘ {‘L“J
D émosla. Empleando otra vez la propiedad de la longitud (18.34) de un
vector, la linealidad de ]n aplicacién f y la formula (41.41), obtenemos
IFeo! \
xeRL x w0 |x| _JIR“XCO f(x)

X
= xsﬂg.u? * nlf(h'_|)

No es dificil estimar la norma 1f) del operador lineal f en términos de los elementos
de su matriz (41.34), Fijindonos en que el cuadrado de longitud del vector es igual a
la suma de cuadrados de sus coord y aplicando la férmula (41.35) y la desi-

gualdad de Cauchy-Schwarz (18.2),

= sup /() = L.
Ml =1

err=| §

L)
Im -

lea ) 2=

(
- L ()< L (ED(ED-

= b3 ¥ a} 1x12,

tm) =t

De aqui, para todo x # 0, x e R™

17 ()1 o x
Ixl € g E a%.
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Por ello, en virtud de {41.44)

»

M- o YO [y ¥ @1.45)

qu"xiarxl . e

De este modo queda demostrade 1a desigualdad (41.40), esta vez, de “modo
algebraico™.

41.7. APLICACIONES DERIVABLES

Pasemos ahora g la definicign de aplicaciones vectoriales derivables. Recorsde-
mos previamente gue una funclén de £ variables /- X — R, X C R, definlda en ef
entorno del puntox = {xy, ... , x,) € X, s¢ llama derivable ¢n este punto, si existen
tales constantes @,, ... , @, (son derivadas parciales de fn funcién ' en este punto:

;= ¥ (x2), que
ax,

Flog + Ry vy R — f, L x)) =
= oy + ..+ oadh, + o), k=0, (4148

donde i = (A} .oy A
La aplicacion linenl (funcicnal lineal)
B B o @y 4+ -+ aghy
en {a fbmmula {41, 46) s denomina diferencial de lo funcién f en ¢l punto x, Al desig-
narla mediante Dix), obtenemos
Dty = ahy + .+ aghy.
De este modo, 12 definlcién de la derivatilidad (4].46) puede representarse en b

forma
flx + k) = f(x) + DY) + ofid, k- 0.

De modo andlogo se determina, en el caso general, 1a derivabilidad de la aplica-
cidn,

Para las iomes que se T de un espacio n-di jonal a un
m-dil ional **o pequetio” s determing de la manera sigubente: sea Uf un entormos
del p‘LInLOX?EX, o U — B™; ditemos que ¢ = ofx) para ¥ — X, Siempre que
leel = oflxl), x — x5, €5 declr. skexiste (al funcidn e: I — R, que

la(x)l = efx)ixl, (d41.47)
xel'y lim ex)=10.
I-XD

Sin ninguna duda lgir} es lalomgitud de un vector en el espacio R™ ¥ lx] esla lon-
gitud del vector en el espacio R". Para las expresiones del tipo o(x), que son vecto-

o Con R se designa, coma si el conjunto de 1odos tos njmeros reales.s

R+
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res, quedan vigentes las reglas habituales de operaciones con el simbolo “'o pe-
quefio”’, por ejemplo, o(x) + o(x) = ofx) parax — X, e1c.
Definiclén 8. Sea U un entorno del punto x & R" en el espacio R". Un aplicacién
f: U — R™ se llama derivable en el punto x, si existe tal aplicacién lineal foperador
fineal) I: R" — R™ que
S+ h) = flx) + Ith) + olh), h—0,heR". {41.48)

El operador lineal | se llama diferencial de la aplicacién f en el punto x y se deno-
ta con D(x) 0, mds detaliedamente, con DJL\').

Haclendo uso de esta designacién, la definicién de la derivabilidad (41.48) puede
escribirse en la forma

S + k) = f&) + DAx)h) + olh), h — 0. (41.49)

La matriz de ia diferencial D{x) (véase (41.34)) se llama derivada de la aplica-
cién fen el punto x y se designa mediante f"(x).

Observemos que de la férmula (41.48) provienc inmediatamente que una aplica-
cion, derivable en el punto x, es continua cn &l:

Jim G + k) = f&x).

Teorema 3. St la aplicacién [: X — R™, X C R", esderivable en el punto x € X,
entonces su diferencial en este punto se define univocamente.

Corolarlo. La diferencial de una aplicacidn lineal coincide con la misma aplica-
cidn,

DEMOSTRACION DEL TEOREMA,, Supongamos que a la par con la igualdad (41.48)
se cumple también la igualdad

Sl + by =) + (k) + olh), h =0, (41.50)

donde /;: R" — R™, I, es un operador lineal. Restando una de estas igualdades de la

otra, obtenemos b
Ith) — I,(h) = oth) para h — 0,

es decir, existe tal funcién e(h), definida en cierto entorno V del origen de coordena-
das del espacio R", es decir, &: ¥ — R, que Jimo &(h) = 0y que paratodo ke V'

tiene lugar la igualdad

1ihY = L)l = eth) LAl (41.51)

T ahora arbitrari k € R"; para todo ¢ suficientemente pequefio
tendremos tk € V. Por eso, en (41.51) para tales 7 podemos poner h = rk:

(k) = Iy(tk)] = e(ek) 12k

Como Ikl = Izl Ik!ylas plicaci 1y, son lineales, tendremos
Kty — Fy(ek) = e[ik) — 1,(6)),
¥, por ende,
Hik) = f(k)) = e(tk) 1kl (41,52)
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Pero ,uf’g tk = 0, por lo cubl, en virtud de la propiedad de la funcién &, tenemos
también ‘lll'nn e(tk) = 0. Pasando &l limite para t — 0 en (41.52), obtendremos
1{k) = £,{k)] = 0, es decir, para cualquicr £ € R"
k) = 1(k).
Esto precisamente indica que ! = £, O

DEMOSTRACION DEL COROLARIC, Sea f: R™ — R™ un operador lingal, Por ser
lineal para cualesquiern x € R” y h € R”, tenemos
Six + h) = fx) + fih),
es decir, la igualdad (41.48) s¢ cumple para ! = f y 9{h} = 0. Debido a la unicidad
de la diferencial, DAx) = f. ]
Ti 4 {(linealidad de la dif lal). §i fas aplicach X =Ry
X — R™ X C R", son derivables en ef punio x € X, entonces para cualesquiera
imeros h y p fa combinacidn lineal Nf + ug serd también derivable en ef punto x y

Dy oy ) = MDA + pD(x).
DEMOSTRACION, Debido a la denvabilidad de las aplicaciones f y g en el punto x,
renemos (véase (41.49)):
S+ By = ) + DR + oth), h—0
glx + ) = glx) + D x)h) + olh), R — 0,

de aqui

G+ k) + pgle + ) =
= VG + pgt)] + D) + wDx)] () + o), h — 0.

Como ADx} + 1D {x) es una aplicacion lineal (véase el p. 41.6), entonces, de con-
formidad con la dcl"micibn 8, la aplicacifn lincal MD(x) + p2 (x) esla diferencial
de la aplicacidn Af + ug. O

Teorema $, Supongomosgue X C R D CR™. 1 X =D, g2 D — R, conla
particularidad de que la aplicacion f es derivable en el punto x € X y g, en el punto
F(x). En este casu lx composicion g « f es derivable en ef punio x y su diferencial en
el mismo es igual a lz composicidn de diferenciales de las aplicaciones [y g:

B, %) = D (x)) e Delx). {41.33)

Carolario, Cumplidas las dici del teorema, la derivaeda de la compoasi-
eidn de aplicaciones es igual al producto de las derivadas:

@ef) ) =g°¢rN S ). (41,54)

Como se ve de las formulas aducidas, gracias a la eleccidn adecuada de las defi-
niciones y anotaciones, en las formulaciones de los teoremas tiene lugar la analogia
completa con ¢l caso unidimensional,

DEMOSTRACION, Por ser derivable la aplicacion f, tenemos

{geflx + h) = gif(x + R} = g(f () + DAxY) + oth)), h — 0. (4135
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De este modo, el argumento de la funcién g en el punto y = f(x) ha recibido un
incremento
k = DAx)(h) + o(h). (41.56)
Por ello, de (41.55) tenemos en virtud de que la funcidn g es derivable:
@of)x + k) = g + k) = g0} + D,ONK) + olk), k— 0. (41.5T
Dado que (véase la desigualdad (41.42)).

ID!(x] ()] F !IDI(r)I 1A, (41.58)
donde la norma 1D (x]l del operador lincal D/(x) es un namero no negativo, enton-
ces para la funclén k = k(h), definida por la igualdad (41.56), obtendremos

n"'mok = 0. (41.59)
Més alin, resulta justa la estimacion
lkl BDI(X)l 1hl + loth)l, h —0,
y como, para h suficientemente pequefios, tiene lugar la desigualdad lo(h)| < IAl,
para h de este género es licita también la estimacién
Vil < (I.Dl(x]" + V1Al (41.60)
Luego, de la definicion de o(k) (véase (41.47)) sc desprende que existe una fun-

cién £{k) tal que
ll!{nge(k) =0 (41.61)

y lo(i)l = (k) 1k|. Por esta razon, en virtud de (41.60), para h mencionados sufi-
cientemente pequefios, se verifica la desigualdad
lolk)l = elk) Ikl ga(k)(lD!(x)I + 1) 1Al (41.62)
Por cuanto de (41.59) y (41.61) se infiere que "Ih_noe{k) = 0, se tiene, por consi-
guiente,
sﬁ.')("}}ﬁ]l + 1) |ht = olh) para h — 0,
de (41.62) lo(k)l < o(h), h — 0, de donde
olk) = o) para h - 0.

Esto significa que 1a formula (41.57) puede escribirse en la forma

(g of)x + h) = ) + DIK) + ofh), h =0, (41.63)

donde k se determing por la formula (41.56).
Consideremos shora el sumando medio en el segundo miembro de la igualdad

(41.63). Puesto gue la aplicacion D, (y} s lineal, tenemos
D,()ik) = D (YHDAx)H) + olh)) =
= DDA + Dboth)y, h — 0. (41.64)

Debido a la desigualdad (41.42), tendremos D (o(h)| < §D,() Toth)t, por lo
cual
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Do) = olh), h -0
por consiguiente, de (41.64) cbtendremos:
Dyik) = D XD + ath) = (D) o DoAY + oth), h = 0.

Sustituyendo la expresidn obtenida para D,(y) ¢n (41.63) y tomando en considera-
cidn que y = f(x), tendremos en definitiva

g =fYx + A) = grix) + (D76 @ DANG) + olh), h — 0.

Como la composicién de operadores lineales es un operador lineal, cnlonces,
por la unicidad de la diferencial, ci operador D, (f(x)) ° Dx) es la diferencial de la
composicién f © g, es decir, la férmula {41.53) queda demostrada.

La férmula (41.54) se deduce de ésta en seguida, puesto que en la composicién
de los operadores lineales sus matrices se multiplican, O

Teorema 6. La aplicacién f = (7. ... . f): X — R™, X C R, es derivable en
el punto x € X, si, y sdlo §i, todas las funciones coordenadas suyas fi: X — R,

i=1,2,...,m, son derivables en dicho punto. En este caso los elementos a;; de la
matriz de Iz diferencial DAx} son derivadas parciales correspondis de las fun-
ciones coordenadas: ™

a,'= Er~‘—.i= YR Sl T B

& ax;

En otras palabras, la derivada f " (x) es la matriz de Jacobi del sistema de funcio-
nes f; (véase la definicién 2 del p. 41.3),
af {x) ar,
ax, T ax

"

f) = (41.65)
W) )
ax, ax,
y se llama también matriz de Jacobi de la aplicacion f en el punto x.
DEMOSTRACION 1. Las funciones coordenadas f; = «, o f (véase (41.37)} son una
composicion de dos aplicaciones derivables: la aplicacién f, quc ¢s derivable en el
punto £ por hipbtesis, y la proyeccifn =, (véase (41.36)) que ¢s derivable en todo el
espacio B™ como cualquier operador lineal 8™ — R. Por consiguiente, de acuerdo
con el teorema 5, las funciones f, { = 1. 2, ..., m, son derivables en ¢l punto x.
2. Supongamos que todas las funciones coordenadas f; = «; = f de In aplicacién
son derivables en el punto x. Teniendo presente (41.46), esto implica que existen ta-
les constantes @, i = 1,2, ... .m, j = 1,2, ... ,mque
J& + By = FL) + aph + o+ gphy + ol B —0,i=1,2,..., m(41.66)
Dk agqui, como se sabe (véase (20.2)}, proviene que los coeficientes g, de los incre-

mentos A, que adquieren los argumantos X, son las derivadas parciales correspon-
dientes de las funciones f;:

_ A0
= ¢

- (41.67)
i
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Designemos mediante /: R® — R™ un operador lineal con la matriz (ay). Por
cuanto (o(k), ... , o(h)) = o(h)”), las igualdades (41.66) pueden escribirse en la

forma TG+ B) = f0) + Kh) + olh), h — 0.

Esto precisamente significa la derivabilidad de la aplicacién f, ademds de (41.67)
se infiere la validez de la férmula (41.65).0

OBSERVACION 1. En vista de las formulas (41.54) y (41.65), el corolario del teore-
ma § significa que la matriz de Jacobi de la composicién de aplicaciones f y g es
igual al producto de las matrices de Jacobi de las aplicaciones mencionadas.

Esto, por otra parte, s¢ deduce también directamente de la formula de deriva-
cion de una funcidn compuesta: si 2, = gl¥y, .. ¥ k=1,2, ... ,5 ¢
Yy=Sen ) 1= 1,2, ., m, entonces (véase (20.26))

L7
ax; i Ay Bx

k= 1L2 0,5 = 1,2,

gue, de acuerdo con la regla de mu.'lt:phcméu de las matrices (véase el p. 41.6) signi-

&
fica que la matriz (— ) es un producto de las matrices ( “k ) (—%-)
)" \ox

Gr)- G G
ay;
Definicion 9, En el caso cuando m = n, efd'efenmnunl‘e
&40 )
dx;

de fa matriz de Jacobi (41.65) se llama determinante de Jacobi o jacobiano de la
aplicacidn f: X — R", X C R", en el punto x € X y se denota (vkase ¢l p. 41.3)

W), Dy of)

3y %) Dy %)

OBSERVACION 2. Por el curso de dlgebra conocernos que al multiplicar las matrices
cuadradas. sus determinantes se multiplican, razén por la cual, cumplidas las condi-
ciones del teorema Senelcasodem = n = s, ¢l jacobiano de la composicion de las
aplicaciones f y g es igual al producto de jacobianos de las aplicaciones /' y g

*La notacién (o(h), ... o(h)) = olh) significa que el vector cuyas coordenadas son infini-
:lﬁmqsdemh superior. a A, es de por si un infinitésimo de orden més elevado que & cuando
= 0. La coincidencia que en el caso dado tlene lugar entre las designaciones del vector y de
mmrﬂ:naduudebeaqmpuaelwudmnﬁmnlsehulmda para no complicar la
notacién, la designacion x en la que no esté reflejads Ja dimension del vector. Esta se pone de
manifiesto sélo cuando el vector se escribe con ayuda de las coordenadas x = [ FPRPRIE A %
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Mz i) _ @yt aZ) B0 Pn) (41.68)
30y, e 1 %) By e 2 ) BCps e 1 %)

En efecto,

e (2 () (2)
axy, . .x,,) ,
= Bz* ) det a."f) 3(51. ) 50’1- sen -_J"_,._)_ 3
W Y A X,

OBSERVACION 3. Supongamos que X € R" ¢ Id: X — X es una aplicacién idén-
tica del conjunto X sobre sf mismo. En la forma coordenada se escribe comola con-
dicitn de igualdad de las cordenadas de los puntos correspondientes en esta aplica-
cifin a la imagen v la preimagen, es decir, las funciones coordenadas tienen por

expresion SO =x,i=1,2...n @, .. ,x)eX

Si ¥ ¢s un punto interior del conjunto X, estas funciones pueden derivarse en

dicho punto v, pumoqueix—i« = Qparai tjyﬁ: 1, entonces la matriz de
% ax;
Jacobi de la aplicacién idéntica es una matriz unidad

X =[1
0

Supongamos ahora que U C R" VFCR'YfiU=Vesum apll::nclén
biunivoca (inyectiva), mientras que £~ !: f(U) — U es la aplicacién inversa a la pri-
mera. En este caso, para todo punto x € U/ tenemos f ~ /(f{x)) = x, es decir, la com-
posicién £~ 1 o £ es una aplicacién idéntica.

Supongamos que la aplicacién f es derivable en ¢l punto x, € U (por tanto, x; es
un punto interior del conjunto U, pues solo para tales puntos \rme determinada la
nocién de dmvablhdad), mientras que la aplicacién inwrsnf" es derivable en el
punto f(xg). Como f ! o f es un aplicacién idéntica, en vista de la formula (41.54)
tenemos

Y =¢-tefy = @) =X. (41.69)
Pasando de esta igualdad de las matrices a los jacobianos de éstas, obtendremos
det(f =Y detsf’ =1, (41.70)

yaquedet X = I.
5i la aplicacién f viene dada por las funciones coordenadas (41.30), la férmula

(41.70) puede escribirse en la forma
Ay -0 X)) A0 e L2y

-1 (41.71)
LLCIPRS 5 I 1o SRS &
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Al e ivid

De esta formula se que con las suposici ta.nlo €l jacobiano de
la aplicacion f en ¢l punto x, como el de la aplicacién inversa f ~' en el punto fix)
no se anulan,

Escribamos la férmula (41.71) en otra forma

ey k) _ 1
.. 'yn} a(}'lu :J",,)
a{r"ls u\'n)

(41.72)

Dicha férmula representa une generalizacion evidente de la férmula para la deriva-

da de la funcidn inversa de una sola variable: %’;— = ; .
Y

dy

dx

Como conclusién enunciaremos dos definiciones Gtiles.

Detinicién 10. Una aplicacién f: X — R™, X C R", derivable en todo punto
x € X, se denomina aplicacidn derivable del conjunto X.

Cbvi si una aplicacién es derivable en el conjunto X, entonces, cual-
Quiera que sea el punto x € X, de acucrdo con la definicién B, 1a aplicacion f queda
definida en cierto entorno del punto, es decir, X es un conjunto abicrto.

De conformidad con el teorema §, la aplicacion f = (fy, ... ,f,) es derivable en
el conjunto X cuando, y sélo cuando, son derivables en dicho conjunto todas las
funciones coordenadus suyas f, ... , f,- Si todas las funciones coordenadas son
continuamente derivables en X, es decir, si todas sus primeras derivadas parciales
son continuas en X, entonces la aplicacién f se lama aplicacidn continuamenie de-
rivable del conjunto X.

Detinkion 11. Una aplicacién homeomorfa f: G — D, dende G y D son eanjun-
tos abiertas del espacio R", se llama difeomorfa o d{,feomorﬁsmo. si son derivables
tanto la propia aplicacion citada como la aplicacién inversa f~ Lp-gG.

41.8. APLICACIONES CON UN JACOBIANO DISTINTO DE CERD.
PRINCIP10 DE CONSERVACION DE LA REGION
Consideraremes ante todo la cuestion acerca de la exi ia de una aplicaci®
invérsa & la dada. Como se sabe, en el caso de m = 1, para upa funcién continua-
mente derivable en cierto segmento, la condicién de que la derivada de ésta no se
reduzca a cero (ia que conlleva a su monotonla estricta) resulta suficiente para que
exista una funcién univoca continuamente derivable que sea inversa respecto de la
dada. Cuando n es a.rbnra.ﬁo el caso se complica considerablemente: las correspon-
dientes condici puestas sobre las propiedades de derivabilidad de
la aplicacién sblo pcmme-n afirmar que la aphmén inversa existe localmente, es
dccu' en un entorno del punto. Con més precision, queda valido el siguiente teore-

Teor!ma 7. Sei

y=flx) = (41.73)
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una aplicacidn continuamente derivable del conjunto abierto G C R" en el espacio
R™. Si el jacobiano de esta aplicacién rio se anula en x(ﬁumx{ﬁ? € G, existen, pues,
tales entornos U, y U, de !ns puntos. respectivos ey = £(xt), que fix),
xeU,esla liccicit f. u del entorno U, sobre el entorno U, y la aplica-
¢i6n inversa es continugmente derivable en el mnjunlo u,.

Corolario. Sea f una aplicacidn continuamente den‘vabie del conjunto abierto
G C R" en el espacio R". Si el jacobiano de la aplicacidn f no es nulo en G, la ima-
gen del mufumo Gen ma qpl.l‘cati‘dn & también un conjunto abierto.
DEMOSTRACION, E

Fix,y) = fley, o ux )y =y 1= L2,..,m

Estén definidas para todo y = (v}, ... ._Vn)ER" y para todo x = (¥, .

x)EGC RY. Con su ayuda el sistema de ccuaciones (4l 73) que prefijan la aplica-
cidn f, se escribird en la forma

Fix,) =0, i=1,2,...,n (41.74)

Las funciones F{x, ¥) estin definidas y son continuamente derivables en cierto

entorno del punto , ¥ (como tal entomno puede ser tomado, por ejemplo,

G x R}).
¥

8(Fy e F) oWy S

F®, )™ = oy ar 0.
e Ay, e X Doy, B0 e X)
De este modo, I lidas todas las dici del 13 2 de este parra-
fo sobre la resclubilidad del si de i

En virtud de este teorema, las ecuaciones (41 74), 0, que ¢s lo mismo, el sistema
(41.73) pueden ser ltos v, ademas, de dn modo vinico, respecto de las variables
Xy, -.. , X, €N clerto entorno del punto 9, 3O, Mas deu.lladamnte m.o sgfnlﬁu
que nmsr.cn tales entornos U7 y U, de los puntos respacﬂm
e U,, y 1al aplicacién unica

x =g = E‘_ 4 (41.75)

"

que aplica el entorno U, en el entorno U}, que para todo y € U, tiene lugar Ia identi-
dad

Slg)) = ».

En otras palabras, para todo punto y U, cxiste, y ademas, el unico punto
x= g(iv]EU‘elque al realizarse la a ltcacwnf pasa al punto y. De este modo,
xef-» nye % yg(¥)esuna aphcmén unfvoca, continuamente derivable e inver-
sarﬁpecmd.efen U, g=r-L

Pongamos {a’_1|r =wEnf- l{u'..u’_’,) Entonces, U, es un conjunto abierto, pues
representa una i6n de dos conj abiertas Uty f~NU,) (el cardicter
abierto del conjunto f~ '(Uy) se desprende de que es una pre!.masen del conjunto
abierto U, en la aplicacion continua £, véase el lema 2 en ¢l p. 41.4). Es evidente que
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U, s¢ aplica biunivocamente sobrg U, v, dado quex® e Uty /™) = y P e 1,
emwwusx“) € U,, es decir, U, es el entorno buscado del puntox‘”’ m]

OBSERVACION 1. Los mtornos U ¥ U, que figuran en las condiciones del teore-
ma 4 poseen, ademds, la p dici 1 de que el jacobiano de la aplicacidn f
del entorno U, sobre el m:orno U, no se anula en el entorno U, mientras que el ja-
cobiano de la aphcauén inversa f “ ! no se anula en el entorno U, Esto proviene in-
mediatamente de la férmula (41.71). En efecto, en vista de que la aplicacidn f trans-
forma biunivocamente el entorno U, en el Uy yquef yf~ ! son continuamente deri-
vables, la férmula ionada puede emplearse para ¢l caso de la aplicacién f, con-
siderada sobre el conjunto U,. Cnni’nrmc a esta férmula, un producto de los jaco-
bianos de las aplicaciones f yf cs igual a uno y, por lo tanto, cada uno de ellos no
es igual a cero.

DEMOSTRACION DEL COROLARIO. Supongamos que ¥ = f(x) es una aplicacion
continuamente derivable del conjunto abierto G en el io R" y que esun
punto arbitrario del conjunto f{G). Elijamos un punto x” en la preimagen del pun-
to y®: 59 & r=10h Por consiguiente, 7™ = y®, En virtud del teorema 4,
existen tales entornos U, € G y U, de los puntos respectivos x% ey que
S,) = U,. Por cmmsuiemc v, c f(G) En otres palabras, para todo punto
Yoy €S(G) existe su entorno mnlenldo en el conjunto f{(). De este modo, cual-
quier punto del conjunto /(G) es interior para este conjunto lo que es un indicio de
que f(g) s un conjunto abierto. O

OBSERVACION 2. Si en cierta aplicacién f para los puntos x'9 e y@ = £ exis-
ten unos entornos respectivps U, y U, que se aplican biunivocamente por f uno
s%l;re ¢l otro, suele decirse que fa aplicacién f es local) biunivoca en el punto
X

Si en este caso la aplicacion f s continuaen U, y f~ ! es continua en U, enton-
ces f se llama aplicacién localmente homeomorfa en el puntox® u homeomor fismo
local. Por fin, si el homeomorfismo local citado es un dif; fismo, la aplicacién
en ideracidn recibe ¢l bre de difeomorfismo local en el punto dado (véanse
las definici de he fismo Y difeomorfismo en el p. 41.4 y el p. 41.7).

Empleando la terminalogl d d decir que la aplicacién f,
considerada en el teorema 4, &5 una nphclctbu ioc-ﬂmenle difecmorfa en todo pun-
to en el que ¢l jacobiano es destinto de cero.

“Teorema 8 (principlo de conmw:ﬁn de In :q;h‘m} La .‘mmrs de una regidn
n-dimensional de un espacio n fonal en la af i derivada
con un jacobiano que no se reduce a cero, es una regidn.

DEMOSTRACION. Sea G una region, G C R", ey = f{x) una aplicacién de G en
R" que satisface las condiciones del teorema. De acuerdo con ¢l corolario del teore-
ma 4, el conjunto f (G) es abierto y, segtin el lema 7 del p. 41.4, es lineaimente cone-

0. Por ello, 5i G es una regidn, el conjunto f(G) serd también una regidn, siempre
que se cumplen las condiciones del teorema. 0

Efercicio 12. Constrityase un ejemplo de una aplicaci6 i derivable de cier-
‘1@ regién plana cuyo jacobianc nunca se reduce a cero y no es biunfvoen
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41.9. FUNCIONES IMPLICITAS DEFINIDAS POR UNA ECUACION
EN LA QUE SE TRASTORNAN LAS CONDICIONES
DE UNICIDAD. PUNTOS SINGULARES DE LAS CURYAS PLANAS

Ya sabemos que si las coordenadas de cierto punto ¢ = (x{%, ... , x*) satisfa-
cen la ecuacién

Wity B B 41.76)

¥ 5i en este punto la derivada :—F no es nula, entonces bajo ciertas condiciones co-
X;

rrespondientes impuestas sobre la continuidad de la misma funcitn F y de la deriva-

da citada, la ccuacién (41.76) resulta resoluble en cierto entorno del punto x'® res-

pecto de x; y la solucién s una funcién continuamente derivable de las demds coor-.

denadas.

Surge, naturalmente, la idn: jqué sucederd, do en el punto x'% las deri-
vadas parciales respecto de todos 1ot argumentas se reduzcan & cero: definirs o no,
en este ¢aso, la ecuacién (41.76) algunas funciones? Detendrémonos en ¢sta cues-

tién, limiténd ala ideracién de pn caso bidi ional, teniendo en cuenta
1a enorme dificultad con la que se rcxuclvc.
Asl pues, id una
Fox,y) = 0, LT
donde la funcién F estd definida y es i derivable en cierto entomo del
punto (xg ¥p) de tal género que
Flxg ve) = 0. (41.78)
Sea
Flxqpyg = Flxgrg = 0 (41.79)
Mostremos que incl si se len estas dici la ibn (41.77) se re-

suelve, & veces, en el entorno del punto (xp, ¥;) respecto de una de las variables, de
suerte que se chtendrd una funcidn continuamente derivable; no obstante, en el ca-
50 genern), esto se puede hacer de una manern que no &5 Gnica. De tal mode, la con-

dicién
‘ Filxg,yp) + Ff.(!o-.vn) £0, (41.80)

que en nuesstro caso no se cumple (véase (41.79)) y que permite aplicar el teorema 1
sobre las funciones implicitas a una de las variables, puede llamarse, naturalmente,
condicidn de solubilided univoca de la ecuacién (41, '.-‘7]

Definicién 12. Un punto fx;, ) cuyas coord, igfacen las diciy
(41.78) y (41.79) 5e denomina punto singular de la ecuacién (41.77).

Un punto singular se llama aislado, si existe un entorno suyo en el cual el punto
a‘mdg &5 el thico punte singular,

En el lenguaje gcométrico esto significa que si la ecuacidn (41.77) es una repre-
sentacién implicita de alguna curva, entonces en el entorno de los puntos singulares
de esta ecuacibn la curva no representa, en ¢l caso general, la gritfica de cierta fun-
cibn unlvoca suave (1o que tiene lugar, si se cumplen las condiciones (41.80)); aqui
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pueden surgir diferentes singularidades que ahora serén el objeto de nuestra consi-
deracién.

Introduzcamos, para abreviar, las siguientes designaciones

Foldpy) = Foo  Folar) = Fy  Fplado) = K.

Teorema 9. Supongamos que la funcién F{x, y) estd definida y es dos veces con-
tinugmente derivable en cierta entorno de un punto singular aislado (x,, o) de la
ecuacidn (41.77) y sea

FF -

En este caso, si
FLES, - F5 > 0, @1.81)
entonces (xg, ¥y) es una solucién aislada de la ecuacidn (41.77), es decir, existe un

entorno del punto (xg, yy) tal que ningiin punto de &, salvo (xy, y,) satisface la
ecuacién (41.77); en cambio, si

RF, - <o, “1.82)
la ecuacidn (41.77) es resoluble en cierto entorno del punto (x,, ¥ o) pero no univoca-
mente: hay dos difi funci ferivables que satisfc la ecuacidn (41.77).
Por ello fxy, ¥y} se llama en este caso punto doble.

Por ejemplo, si
F,#0, (41.83)

existen dos funciones derivables f(x) y f,(x), definidas en cierto entorno del punto
Xg. tales que en dicho entorno F(x, f,(x}) = 0, Flx, f,{x)) = 0, con la particulari-
dad de que f(xy) = filxy) = y,, mientras que las derivadas de las funciones f{x) y

J5{x) en el punto x, son dife ralices de la it
F o+ vﬂqx + f-ﬂ”}cz = 0. (41.84)
DEMOSTRACION. Sup que se ple la dicién (41.81). Junte con

(41.79) es suficiente para que exista en el punto (xg, yp) un extremo estricto de la
funcién Fix, ¥) (véase el teorema 3 en el p. 40.2). Por eso existe un entorno U del
punto (x,, ¥o) tal que para (x, ) e U y (x, ¥) # (& ¥p) 0 bien siempre Fix,
¥) >:Flxg, ¥o), © hien siempre F{x, ) < Flx;, ¥} y como Flxy, o) = 0, se tiene
Flx, y) # Opara cualesquicra (¥, ») € U (%, ¥) # (&g, ¥p)y s decir, (¥, ¥g) &5 la s0-
lucién-aislada dela.ecuacién (41 an™

Supongamos ahora que se cumple la condicién {41.82). Desarrollemos la fun-
cién Fix, ¥), rigiéndc por la férmula de Taylor, en el entorno del punto (xg, ¥

*) Las raices de esta ecuacion son reales y diferentes, en virtud de las condiciones (41.82)
¥ (41.83).

**!Para demostrar esta afirmacién se usa no el hecho de que tvo.yo) s ¢l punto singular
aislado, sino que es sélo un purnito simplemente singular en el que se cumple la condicidn
(41.81).
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hasta los sumandos de segundo orden. Tomando en ideracién las condici
(41.78) y (41.79), obtendremos

ptx.y)=%l.r§(x-xo}’+ 2 — xly — o) + Fov = ¥ +0(r’2.

donder = Vix — X + (v — y P’ POngamos x — x, = rcos ¢, y — Jg = rsen e
Evidentemente, (r, ¢) son las coordenadas polares punto (x, ¥), con la particula-
ridad de que a titulo de origen del sistema polar de coordenadas se ha adoptado ¢l
punto (x, ¥o).

En estas coordenadas

Flx,y) = -’;(f?g,m2¢+ 278, cos g sen p + FY, sen’e) + o() =

= %2!’(40) + o(?), (41.86)

donde
Plg) = FO, cos*p + 260 cosgsene + FJ, senlp, (41.87)
o bien, para ¢ #1(2& + 1 k=0, %1, £2,...,
Plp) = cos?p(FS, + 3, 1ge + FO,12%0). (41.88)
Supongamos ahora que queda plid bién la condicién (41.83). Sean k¥

k, las raices de 1a ecuacion (41.84) y sean ¢, = arctg k; y ¢, = arctg k;. En este ca-
50
e #E kT2, vrF /2, (41.89)
y de (41,88) se infiere que
Plp) = cos’g(tge — 8o Nige — tBw). (41.90)
De la férmula (41.90) se ve que la funcion Pip) se anula, para ¢ # 3 (2 + 1),

k=0,=1,%2,.. .cua.ndow—¢,+txyw_w,+kzk_o.¢l E=2 ey
conla pnmr:ulmda.ﬂ de que al pasar el argumento por estos valores, le funcién cam-
bia de signo. Seré comodo para nosotros interpretar P(y) como funcién de un pun-
todclawcunfmnqaCdemd.lm;unla.la\mldaﬁ(eateradinseciucafmdes:mph-

ficar el caso, para que las longitudes de los arcos coincidan con los dngulos ¢) y
centro en el punto (x,, ¥,).
Sea & > 0. Designemos mediante U} = U/ (g) un &ngulo abierto d inado

por la desigualdad ¢, — & < ¢ < ¢, + &, es decir,
=lrne)e,—t<e<e +2,

¥p c P
Uy=llrne)re;— < ¢ <o+ el
eligiendo, ademés, ¢ > 0tan pequefio que U, y U, no se corten y no contengan en si
jes de las ord ¥, por c las semirrectas verticales en gene-
ral (lo altimo siempre puede conseguirse en vista de las condiciones (41.89)).
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rd
A

Fig. 166
Sean Uty U3los angulos centrales simétricos con U, y U, respecto del punto (x;,

=lnete+r—e<p <o + 7+,
=[(r,w}:p2+w—5{¢€rpz+r+:].

Por la eleccién del nimero & los conjuntos U}, Us, U y U] no se cortan dos a dos
{fig. 166).

Examinemos ahora P(y¢) como funcién de un punto de la circunferencia men-
cionada C. Para simplificar, desi 35 i @un pu:nto dela ctrcun-
ferencia C, al cual cor de ¢l 4ngulo polar . Elimi enlac fi C
los intervalos con centros en los puntos ¢y, vy, ¢, + 7 ¥ ¢, + = de longitud 2 e*;
por la eleccién adecuada de & > 0, estos intervalos no tienen puntos comunes. El
conjunto restante, que se designard con B, es limitado y cerrado y, por lo tanto,

un P . En B la funcidén P(p) es continua y no se anula, & conse-
cuencia de lo cual

inf 1P(g)l = 4> 0. (41.91)
Designemos mediante K, un circulo cerrado con centro en el punto (xo, ¥o) y fa-
dio p:
K =lne):0<r<ol

y mediante L, un conjunto que se obtiene por sustraccién (en el sentido de la teoria
de conjuntos, véase el p. 1.1) de los conjuntos U, U,, Uty U2 del circuloﬁ”. Es ob-

* Se lama intervalo de longitud 2 £ en la crcunferencia con centro en un punto, cuyo dn-
gulo polar es igual a ¢, un conjunto de sis puntos cuyos dngulos polares v satisfacen la desi-
pualdad ¢y — € < ¢ < ¢ + &
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vio que debido a (41.91) se tiene

inf 1A = u>0.
r.wier,

Ahora, observando que de (41.86) se deduce

Flx, y) = L:[P(w) + aln ol (41.92)

donde Ilmn a (r, ¢) = 0, elijamos p > 0 de modo tal que para r < p se verifique la

spinidad lar, )] < p. (41.99)
Entonces, de (41.92) se desprende que para todos los puntos (r, #)-€ L la expresion
que figura en ¢l segundo miembro de la férmula (41.92) es del mismmo. signo que
Ply).

El conjunto L, se compone de cuatro sectores cerrados (véase fig. 166), en cada
uno de los cuales, a excepeidn de su centro, la funcidn Plyp) y, por ende, debido a la

d da de p, la funcién Flx, ) adqui valores de un mismo signo, y en

los sectores vecinos, de signos contrarios.

Examinemos ahora el angulo U, = U, (e). Sea, para concretar, 0 € ¢, < %/2.
La interseccién de la clausura U, del édngulo U, con la recta vertical x = x*
Xy < X* € x5 + pcos{y, + &), representa un segmento en cuyos extremos supe—
nor e inferior la funcibn Fx*, ¥) toma los valores de signos diferentes. La funcién
Fix*, ») considerada como funclén de una sola variable y con x* fijado, es continua
en ¢l segmento mencionado ¥ por eso se anula en cierto punto y* del segmento, es
decir, para todo x*, donde x;, < x* £ X, + pcos (g, + &), existe por lo menos un
punto y* tal que

e, p*) = 0, (3% el NK, (41.94)
Definamos y = f; (\r) como una funcién que pone en correspondencia al niumero x*
¢l némero y*:

Sy =0 xg<x* <X+ puos(so, + &)

Mcm.remosqueparasyp ficient s la fundidn £ esth definida
uni , es decir, exi talesg > Dyp> uneoonx“dadola.scondmwnes
(41.94) definen uniy e y*. Admi 1o contrario. Tomemos las sucesiones

&, — Oyp, — 0, paran — oo. Eneste caso existen dos sucesiones de los puntos que
tienen abscisas iguales x, y ordenadas distintas y_ ey ™, tales que

Cpy)elie) N K, , Fx,y,) =0,
Ky YeUe,) N K,,n- Flx, y) = 0.
En virtud del teorema de Rolle, en el segmento [y;, ¥, | delarectax = x, existe tal
punto ¥, que
Fixpuy) =0 (41.95)

siendo, ademas, en este case (x_, y,} € U,(e) N K%: por hipbtesis (véase (41.79))
tenlamos
Flxprp = 0. (41.96)

f—06429
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Segiin la formula de incrementos finitos aplicada a la funcion £ (x, ¥) se tiene

'Fy(xp;'yn} o Fy(xn»yo) = 'Fxlun' *Hx"a - xﬂ) + Fyyun' "n)o'n = )'0),
Epndele) NK, ,

de donde, en virtud de (41.95) y (41.96),
Fofbpnd + Fylipnp2a=20 =0, @1.97)
X~ %

Sea (x,, ¥,) = (r, ¥,). Evidentemente, iy, — y,| < &, y por ¢sta razén de la
condicion & — 0 se deduce que ¢, — ¢, cuando n — o, ¥ como
g 'J’n = _J_,"___y.?. , entonces

Xp = Xp _
lim 2a" %0 o gy, = k. (41,98)

Lt M —xn

Pasando al limite en la igualdad (41.97)-para n — oo, en vista de (41.98) tenemos

Fo
Fy + Foy =0, esdecir, k= - 55
¥
sustituyendo este valor de la raiz en la ccna.ciﬁn (4I 84), obtenemos
Pozf:y :y
que contradice la condicion (41.82).
Asl pues, 1a funcibén y = f(x) se define real de modo uni doey

p son suficientemente pequefios. En lo que sigue supondremos que £ ¥ o se han elegi-
do precisamente dc la manera indicada.

Defi 1 la funcién f, en el punto x,, al poner y; = f,(xy).
Obviamente, por la propia definicién de la l'unciba [ (%), tenemos

Fx, () =0, X, €x<x,+ peosiy, + &)

Mostremos que en el punto x;la funcibn f ,(x} tiene una derivada a la derecha y que
estaderivada.es igual a k,, Sea ¢ > Oarbitrariamente fijado. De lo dicho mas arriba
: scdcupmdehe:dmnm de ta].o = p(e) > Oquelapmecormponduntedcla gré-
fica de la:funcién f,(x) se di integr Ue) N K2
&fieNe U,(e)ﬂ K, % €x<X +pcosle; + e} (41.99)
Tomemos 5 = p cos (p, + &) yseaxtal Que 0 < x — x, < 8,y = f,(d ¥
&, ¥) = {, ). En virtud de (41.99), tenemos lg — | < &. Esto significa que
LD s T ey, Y e Packo. que
-y X =xp+

tw=_}'—)"°
X =X,

, de lo demostrado se deduce que

1im M: lim y___‘hzts¢],

r=xn+ 0 x—xn x=xg+ 0 X = X
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es decir, la funci6n £ (x) tiene derivada a la derecha en el punto x,y esta derivada cs
igualatg e, = k.

De esta rrusma manera se demnuestra, analizando el comportamiento de la fun-
cién Flx, y) en ¢l ngulo U, que en el segmento [x, = & xD] existe, para cierto
& > 0, tal funcién f(x) quesiendo xp — &' < x £ x;, 5¢ tiens

Fo, fi) = 0, (f@ell, fikg =k

(por derivada se entiende en el €350 dado la derivada a la izquierda).

Si o se torna tan pequefio que eil un entomo circular de radio p del punto {x,, v)
no se contengan otros p % singul de 1a ecuacién (41 7). a excepelon de (xp,
yUJ, laYuncién £ (x) serd, derivable en todo punto x Xo Esto se deduce en seguida

sobre las funci implicitas que Tue- dmommdo nm!nonnente (véase
eltwrcnmlmelp“il 1). De itas hemos ol dola fi f,(x}qu;csrﬁde-
finida en cierto entomo del punto x, ¥ que posee todas las ptopnedadea requéridas.

Anglogi a la existencia de la funcién f ,(x) que también cs una
solucién dc la ecumén (41,77 y satisface las condiciones del teorema, con la parti-
cularidad de qufe’ln grafica de esta funcion pasa en los dngulos U/, y L3y por el pun-
1o (x,

Sr y = 0¥ FO # 0, entonces todos los razonamientos quedan los mismos; 56-
o conviéne cambiar de lugar los ejes Ox y Oy, de suerte que obtendremos, como re-
sultado, las sohiciones de la ecuacion (41.77) en forma de las funciones de la va-
riable y: f,00) y £ ,09.

Si, por fin, Fj, = F, = 0y. porlotante, FE’ # 0, entonces resulla mas conve-
niente realizar el cambio de variables: x = £ + pey = £ — n (girense los ejes de
coordenadas al ngulo x/4). En este caso (de lo que ¢s fécil convencerse por deriva-

bilidad directa) Fgf=—Fg,,=2F?w*0.Fg,,=0

s decir, en el nuevo si de coordenadas s¢ obtendia ¢l caso ya estudiado. En
particular, la ecuacién (41.84) para los coeficientes angulares de las tangentes en el
punto singular tiene, en ¢l sistema de coordenadas §, 7, la forma siguiente

K-1=0

¥, por consiguiente, k, ; = #1. En otras palabras, las bisectrices de los ngulos
coordenados, que representan los ejes en el sistema antiguo de coordenadas x, y,
son las tangentes a las graficas de dos funciones definidas por la ecua.c.lén (41.77) en
cierta entorno del punto singular que se considera. O

Si la ecuacién Flx, ) = 0 es una representacidn implicita de a]gunn curva, en ¢l
punto singular ()’eu“'c} de esta ecuacidn la curva puede tener {aunque no sea necesa-
I te) ciertas laridades, es decir, en ¢! enterno del punta singular de dicha
ecuacion la curva no es, en el ca.so general, la grafica de cierta funcidén unwvoca
suave.

Cabe recordar también que un conjunto de los puntos cuyas coordenadas salis-
facen la ecuacion (41.77) no es (en el caso general} siempre una curva en el sentido
de la definicién de la carva dads paramétricamente, enunciada anteriormente (véase
el p. 16.2%).
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jemplos. 1. Sea dada una ecuscién »2(<2 + y + 1) = 0. Aqul, A,

y) = + ¥t 4 1), porlocual F, = 203, F, = 2¢% + 4 + 2y, Las condi-

clones para la presencia de un punto singular (4f.'.-‘8)y (41.79) nos dan en este caso
X =0,y,=0.

De este modo, de punto singular sirve el punto (0, 0). No obstante, en este punto
la curva, definida por ia 16n, no tiene singularidad, puesto que ia ecuacion (el
factor x2 + 3! + 1 nunca se reduce a cero) es equivalente alay = Oylacurvaen
consideracion representa una gréfica de la funcion explicita y = fix) = 0. Obser-
vemos gue en e punto (0, 0) para este caso

FF — FL =0, (41.100)

de lo que podemos convencernos con facilidad.
2. Para la ecuacion

e+ 2 -1=0 (41.101)
lns condiciones (41.79) se convierten en el siguiente sistema de ecuaciones:
2 4 Dyt - x =0,
2+ 2wl —y=0.
Al sumar y restar estas i bt el si
E+n+ P -1n=0
-+ -1 =0

Deaqui, o bienx = y = 0, 0 bien Zx* + 2y — 1 = 0, sin embargo, ¢ punto {x,
¥) cuyas coordenadas satisfacen la dltima correlaclén no &5 una ralz de la ecuacién

(41.101) (para este punto x* + y? = l. y, por lo tanto, en el primer miembro no
hay factor gue se reduzea a cero). 2

De este modo, el tinico punto singular es (0, 0). Es ficil comprobar que aqui se
cumple la condicibn (41.81) y, por ende, ¢l punto (0, 0} es una ralz aislada de la
ecuacién (41.101). Desde ¢l punto de vista geométrico, como se ve en seguida, la
ecuacidn (41.101) define |a circunferencia unidad y el centro de &sta (0, 0) (este con-

junto.no porta, evidentemente, ninguna curva dada p en ¢l sentid
del p. 16.2%),
3. Para a ecuacitn
£+ -3y =0, (41.102)
las condiciones (41.79) para la existencia de un punto singul d al sist

de ecuaciones
x-ay =0,
¥ —ax=0,
de donde o bien x = y = 0, y en este caso dicho punto satisface la ecuacién

(41.102), o bienx = 4,y = a, pero las coordenadas de este punto no constituyen la
solucién de la ecuacidn (41.102). Aqui, otra vez, (0, 0) es ¢l inico punto singular,
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Fig. 167 Fig. 168

No es dificil convencerse de que en el caso dado se cumplen las condiciones (41.82)
¥y, por consiguiente, (0, 0) es un punto doble.

Geométricamente, para una curva cuya representacién explicita es 1a ‘ecuacién
(41.102) (s¢ llama folio de Descartes y con efla ya chocamos en €l p. 14.5) ¢! punto
(0, 0) es un punto miltiple (véase la fig. 70 en ¢l tomo I).-

4, Para la ccuacid
- B »=x=0, (41.103)

(0, 0) es un punto singular; en dicho punto ya se cumple la condicidn (41.100) y,
cunsecucnttmnte. en este caso no se cumplen las condiciones del teorema 6.
G , UNA CUTVA eXp daporla ién (41.103) y lamada parébola
semiciibica y = £x32, tiene en el punto (0, 0) una tangente y se dispone en el en-
torno de este punto por un lado respecto de la normal.

Los puntos de esta indole se llaman punitos de retroceso (fig. 167).

5, Para la ecuacion

P-xt=0 (41.104)

el punto (0, 0) cs también singular y aqui se 1l la dicid
(41.100). La ecuacién (41.104) se descompone, evldmtemcnle, en dos ecuaciones:
¥ = x*ey = —x*que definen dos parkbolas y ¢stas ltimas tienen en ¢l punto (0,
0) una tangente comin.

Los puntos singulares, en cierto entorno de los cuales la ecuacién (41.77) define
dos curvas continuamente derivables gue tienen en el punto (x,, ¥g) una tangente co-
min, se 1l toadh, (fig. 168) de estas dos curvas,

Puede acumr que, cumplida la condicién (41,100), el punto singular resulte ser
la solucitn aislada de la ecuacién (41.77) 0 su punto doble.

Como conclusién, ofrecemos algunas explicacion  para la ecuacid (-ll 54) Sl
(¥o» ¥o) €5 un punto singular de la jon (41.77) i
paralelo del origen de coordenadas al punto (xo,yc) la ecuacitn (41, ‘m arlqumt la

forma
Fod + 2700 + 2 + o2 + y) =0, (41.105)

{aqui, con x ¢ y estAn designadas las coordenadas del punto en el nuevo sistema de
coordenadas y por indice 0, puesto por arriba, se designan los valores de las deriva-
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das parciales en el punto (0,0) de este sistema), de donde, con una exactitud de hasta
10s infinitésimos de orden superior, nuestra ecuacion pucde escribirse del modo si-

guiente:
Food + 2F0xy + Fpt = 0. (41.106)

Si se cumple la condicién (41.82), el primer miembro de la ecuacion (41.106) se
descompone en dos factores reales, cada uno de los coales, siendo igualado a cero,
proporciona las tangentes a las dos ramas de la curva en el punto {0, 0) (véase
(41.84)). Cuando se cumple la condicion (41.81), ¢l primer miembro de la ecuacion
(41.106) se descompone en dos factores complejos: ‘‘las tangentes son
imaginarias”". Esto es natural, puesto gue no hay sentido en hablar aqui de una tan-
gente, pues en ¢l caso dado ¢l punto singular es aislado.

Esta observacion es de comodidad especial cuando se trata de detcrminar el ca-
rhcter del punto singular en el caso de una curva algebraica, es decir, de la curva de-

finida por la ecuacidn
o P@.») = 0, @1.107

donde P(x, ) es un polinomio de dos variables x ¢ y. Si (0, 0) s un punto singular
de esta ecuacidn, de las condiciones (41.78) y (41.79) se deduce que dicho pol io
no contiene término independiente ni tampoco los términos de primer orden, es de-

cir, la ecuacidn (41.107) tiene por expresion
ax + 2xy + o + Qx,») = 0,
donde Q(x, ») cs un polinomio, todos los términos del cual son por lo menos de ter-

cer orden. El comportami de las soluci de esta ecuacion se determina por su
parte principal, ¢s decir, por la ecuacidn

axJ+?bxy+cy2=0,

que para el caso dado es precisamente la ecuacion (41.106), pues aqui se ve clara-
mente que

a=F, b=F, y c=F

xx x e
En cambio, si el punto {0, 0) satisface la ecuacion (41. 107), pero no es un punto
singular, entonces (41.107) tiene por cxpresién
Ax + By + Rix,») = 0, A2+ B* >0,
donde R(x. ¥} es un polinomip, todos los términos del cual tienen el orden no infe-

rior al segundo. Del teorema sobre las funciones implicitas (véase el teorema lenel
p. 41.1) se deduce que la ecuacidén

Ax + By = 0

#5 en este caso una ecuacion de la tangente en el punto (0, 0) a la gréfica de la solu-
citin de la ecuacitn (41.107).

Ejercicios. 1 el P i de cada una de las siguientes curvas en el en-
torno de sus puntos singul héllense las en ¢l punto singular.

1300 = x4+ 2 14,97 = X = X\
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15, ¥ = 2t = ¥ 19, 4? = 2+ =4
16. 2 — 9yt = x% 20,6y =2t
1.7 =xix — 3. .- =s
18. 000 — 2P = 2

41,10, CAMBIO DE VARIARLES

En las diversas cuestiones del analisis matemitico y en las aplicaciones de éste, al
estudiar tal o cual férmula que contiene unas funciones y sus derivadas (ordinarias o
parciales), resulta a menudo conveniente pasar a otras variables independicntes y, a
veces, a otras funciones ligadas por relaci determinadas con las funciones que
figuran en la formula que se considera. Todas ¢stas transformaciones se realizan
sobre la base de las reglas de derivacidn de las funciones implicitas y compuestas, He
aqui unos ¢jemplos.

Sea w = ufx, ¥). Transformemos las expresiones

au\? (au ’y Pu Bu
ax ay ad 9yt
a las coordenadas polarcs r ¥ ¢. La primera de estas expresiones es cl

cuadrado de la longitud del gradiente Vi de la funcién u, es decir, es igual a 1Vu 2,
mientras que la segunda expresitn tiene una designacidn especial Au:

Aureibnd ol

2 2
1ul? = %’) + (%) \ (41.108)
.v
ar w2
au & : 41,109
S + _)Ia { )]

E! simbolo A, que es indicic de la aplicacién a la funcién u de la operacion (41.109),
lleva el nombre de operador de Laplace®’.
De las férmulas gue ligan las coordenadas cartesianas con las polares

X = rcosg,y = rsehg, (41.110)
€NcOntramos
ax ax ay ay
= OS¢, —— = —Flg, — = SeN@, — = FCOSg. (41.111)
ar oy ¥ ar ¢

Apliquemos las férmulas de derivacion de una funcién compuesta:

du du dx du ady du u
—_— = — —F — —— = —— C0Sp + —SEN ¢,
ar ax ar ay ar ax ay
du du ax du 3y du du
—_ e — f+ — = = rSly¢g + —FCosy.
¢ ax d¢ dy dy ax ay

* P. Laplace (1749 — 1527), mecdnico y malemdtico francés,
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ou du
S g st de :
estas g p — v—ay
du du du seng du du du cosy¢
o e s ——— ,— = — 3N + ——— (41.112)
> ¥ e Ty W W 1

y sustituyamos las expresiones obtenidas en (41.108):
du cos w) %

2
1Yui? = iu_._mw_ﬂ_ll'ﬂ + £m¢+_
ar ar dp r

dp r
- (3)+=(8):

Pasemos ahora al chlculo de la expresion (41.109). Derivemos las férmulas

(41,110) respecto de x y luego respecto de y:
d
lncusw_r-runp_ai, 0=cospt—rsenpjf..,
ax ax ay ay

1=nnw£+rmw___,
ay ay

0=senw1+rcos|p_a.t.
ax ax
ar aw ar ap

Resolvamos los sistemas obtenidos respecto de —, 2, 2y 2.
' ax oy ay
£=m¢,£=mp,aﬁ=_ﬁ,i’?_=°_"‘£_ (41.113)
ax ¥ ay r

ax ay
Derivemos ahora las formulas (41.112) respecto de x e y; entonces, empleando

(41.113), obtendremos

B B (Boony - Juzme) >y 2 (% o -
BT T % Juat e
-y Py g, Amesmr Py
de r ax a r drde
+un’palu+unwau Zwspmpau.
ity r oo [ B
3% Fl du du cosey
> T(“a';“““”;‘r— C
2 Bu u dp  u .,
+ e [ — + — =
de ar ¢ T ay EF’"”“"*
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Al ituir las expresi k idas en (41.109), tendremos
A = #u 1 gja oL ou
e ol 3 dot 1 ar

Cuando en la expresidn a transformar figuran no uta sola, sino varias derivadas

de orden dado, resulta més comodo emplear el mé de célculo de las diferen-
cmles en Jugar de I.aa dcdvadu Por qemplo considerando x ¢ ¥ como varlabks in-
e P para las diferenciales dr y dp, De las

fo'rmulns (41,110) tenemos
dy =cospdr ~rsengde.dy = senodr + rcospde,
de agul

sen cos
dr = cospdx + senedy, dp = — —"dx+ coLe.
r r

dy (41.114)

{observemos que de estas formulas se deducen inmediatamente también las formu-
las (41,113),

Para la funcidn v = u(x, y) tenemos

du du
dl —dr + ——dp =
R P e

- fu_cmﬁf."_ﬂz)dﬂ (ﬁimﬁitfs_v)dy. @1.115)
ar dp 1

ar de r
En la expresién para la difi ial du los coefici de dx y dy son las deriva-
d.us—;;-y?“--. por 1o cual, de (41.115) se obtienen las dos formulas (41.112).
y
Hall a continuacion, las segundas diferenciales d’ ¥ d%, haciendo uso de
(41.114);
dir = —sengdedy + cospdedy =

sen®p dx® — 2cos ¢ sen ¢ dx dy + cosle dy?
: ;

o= - °°““°d.\-+—d do+ (Efax - 2wy ) dr =

[ (r ¥ @ o 3 Y
_2cos¢senpa‘x’—2{cos’¢—seﬂzp)dxdy-—Zooswmwdy:
= = <Rt b it

Ahora, de (41.11%5) obtendremos para du

_ #u aiu 2,
d’zn—?—dr2+zad =

d=r d’
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ol 3% 2cospmng du aenzw atu
= T ;e | P a8
sen®y du  2cos psen o an) 4
: .a_r-.p_—’r—_‘37 d + 20.)dedy + (.)dy:
o u  u

De aqui se obtienen las expresiones para las segundas derivadas = o —_—Yy -a;r

+

que intervienen como los coeficientes de dx?, 2dx dy y dy*.

Los 4l son aplicables, por sup , en ¢l caso en que se realiza
algln otro cambio de variables x = x(u, v),y = ¥, v), cuando se tienen derivadas
de rdenes superiores y también cuando se trata de las funciones del mayor nimero
de variables.

Ejercicio 22, Transformese la expresién 17u1%, dondeu = u(x, y) alas coordenadas
ortogonales £, n, es decir, tales que
Lo S .. P
3 3t o
23. Transformese la ecuacibny” — xp'? + ¢’y ? = 0, considerando y como una nueva
variable independiente y x, como una funcion de y.
a%
24, En la ecuscién —— — -a’z 0 phsese a las nuevas variables independientes

at t

u=x+y,v=x-—y

zsanlnmm"ml‘(::::*”zz %[(?') (v )]

az
S (l_"a +;' ;) phsese a las varigbles 4, v, w = wig, ¥), siu = ¥, v = %,

w= 2zt rapm&ﬁ-r i
W a2

Problema 27. En un espacio n-dimensional transformese la expresién- 1Vul?, donde
u = ufx,, ... , X,), reduciéndola a las denadas ortogonales £, ... £, , es decir, a tales co-
owmdasquepm.r # k se verifica la igualdad

—-L—-J-=0. k= 1,2..,0
e 9 8

$ 42. DEPENDENCIA DE LAS FUNCIONES

42.1. CONCEFTO DE DEPENDENCIA DE LAS FUNCIONES.
CONDICION NECESARIA PARA LA DEPENDENCIA DE LAS FUNCIONES

Definickbn 1. Sean dadas en el conjunio abierto G C R" las funciones conti-
nuamente derivables
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¥=efxhi= 12 ...m x=(x,...,x)eq. (42.1)
8i existen un conjunto abierto D en el espacio R;’L =l o, una funcidn, con-
tinuwamente derivable en 13, 0y, ... , ¥p .. |) tales que en todo punio x € G se

cumplen las® condiciones (g {x}y, ..., e, ) € D » & (gx)
e o L) = g (%), entonces la funcidn ¢, se llama dependiente en el conjun-
10 G de fas funciones ¢, ... &y _ |-
Definicion 2. Si entre las_funciones del sistemg (42.1) hay una funcién, depen-
dienite de las demds en el conjunto G, dicho sisterma se denoming dependiente en el

conjunte G.
51 minguna funcion del sisterma (42.1) depende de las restantes en el conjunio G,
este si se llama independi en G,

A veces, para gbreviar, en lugar de la expresion *‘sistema de funciones depen-
diente (independiente)’ diremos simplemente ““funciones dependientes {indepen-
dientes)”.

En la cuestibn sobre la dependencia del sistema de funciones (42.1) el papel fun-
damental lo desempefia la matriz de Jacobi de este sistema

|3
3xJ.

L2, my J= 1,2, 00,0, (42.2)

ies el namero de la fla v j, el nimero de la columna,

Teorema 1 (condlelbn ria paralad dencia de las funel ). Suponga-
tios gque m < n y el sisterma de funciones (42,1) es dependiente en un conjunto
abierto G. Entonces, en fodo punto de este confunto el rango de la matriz de Jacobi
(42.2)* del sistema citado es inferior a m.

DEMOSTRACION, Por hipotesis, el sistema de funciones (42.1) es dependiente en
G, puesto que por fo menos una de estas funciones depende de las demds. Sea, para
concretar, que ¢, dependede e, ..., @, !

ey = Sl ), e, _ )X e G,

donde ¢ e una funcién continuamente derivable de (m — 1) argumentos y,, ...
<1 ¥y . 1 Deagul

m-1

ay e ay, L
-] — =L para coalquierj = 1,2, ..., n.
o agl ay, ax;

Esta férmula muesica que la m-gsima fila de la matriz de Jacobi (42.2) en todo pun-
tox € G esunacombinacion lineal de las filas restantes de esta matriz y, por 1o 1an-
to, el rango de la matriz de Jacobi (42.2) es inferior a m en todo puntox € G. O

Corolario. Supongamos que m = n y el'sistema de funciones (42.1) es depen-

* Recordernas que se ltama rango de una matriz el nimero mésine de sus filas lineal-
mente independientes, Este numero coincide con el orden méximo del menor de dicha mairiz
distinto de cero.
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diente en G. En este caso su jacobiano 30y --e o V) es igual a cero en todos los

L TR A |
puntos del conjunto G.

Gorolario 2 (condiclones suficl para la independencia de las fanciones). Su-
pongamos que m < n y el rango de la matriz de Jacobi (42.2) por lo menos en un
punto del conjunto ablerto G es igual a m. En este caso el sistema (42.1) es indepen-
diente en el conjunto G.

El corolario 1 se obtiene i di del d ado d
m=n.

El corolario 2 se demuestra con facilidad por reduccién al absurdo.

Por cuanto las filas de la matriz de Jacobi (42.2) son coordenadas de los gradien-
tes de la funcién (42.1), el 1 puede paraf] del modo siguiente.

Si el sistema de funciones (42.1) es dependiente en la regidn G, los gradientes
Vg oo 1 Voo, deestas, funciones son linealmente dependientes en todo punto de G.

42.2. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA DEPENDENCIA
DE LAS FUNCIONES

En este punto conservamos intactas las designaciones del parrafo anterior y su-
pondremos, como hasta ahora, que las funciones {42.1) son continuamente deri-
vables en el conjunto abierto G C R”.

Teorema 2 (condiciones suficientes para la dependencia local de las funclones).
Supangamas que el rango de la matriz de Jacobi (42.2) del sistema de funciones
uz.l)madquwwmmabkmsmawwmmr, r<me

< n, y en clerto punto x© € Ges igual ar, en otras palabras, existen tales variables

Xy e .x_;{y.’ufhndmy,l = wl(x). e ¥y = v, ) que
a‘)’[I- e r.‘ﬁ! i +0. {42.3)
Wjpr -+ 1 %) 110

En este caso todas r funciones, que figuran en la condicidon (42.3), son independien-
tes en e conjunto G y existe un entorno del punto x® tal que cualquiera de m — r

Junciones restanites.depende en dicho entorno de las r funci mencionadas.
DEMOSTRACION. Supongamos, para simplificar la i6n, que la condicid
(42.3) tiene por expresién
LiITRENS 2 SN @.4
xy X3 Loy

(esto slempre puede lograrse, numerando, si se desea, las funciones y los argumen-
tos del sistema (42.1) en ¢l orden debido). De acuerdo con el corolario 2 del teorema
i en'el p. 42.1, las funciones y}, ... , ¥, son independientes en G-

Mostremos que cada una de las funciones restantes depende de ellas en cierto en-
modeiwmox@ = (,lﬁo), .xf?’)Sea yf“ = qn‘(x@), i=1, 2 .., m Exa
minemos el sistema de las primeras r funciones del sistema:(42.1):

Y= ¢;|(xp ey x,J

(42.5)
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Elijamos amemdnml-:aqmwdnmox= G .. 4 x,) perteneciente a
ng-¢ntormno cibico del punto es decir mdupmmx.par:elcual 1x, - x}"'l <
dﬂ.:— 1,2, ... ,n, pertenezea al conjunto G:x e G. Esto es siempre posible, pues
conjunto mmdonado es abierto.
Luego, en virtud de la condicién (42.4) y e teorema sobre las funciones
implicitas (véase el p. 41.3), ¢! sistema (42.5) es resoluble respecto de las variables
Xpy - | X, €n cierto entorno del pusto (AD, iy

(42.6)

X ‘fr(yp e i.Vp SRR TR "tn)
Las funcicnes f}, ... , f, en este caso estén definidas y son continuamente derivables
en clerto entorno del punto (A7, ... , 9, x, @, ..., &b
Enlaformanms amplia (si a titulo de entorno se toman los entornos clibicos) es-

to significa lo sig P 8 se tales nlmeros$ > Qy n > 0(conel fin de
comodidad, T ede | esan b <n,n <y _,ig))que si designamos
con U el entorno cﬁbwo del punto Ly‘,“’ B S L ) prefijado por las
desmualdades

¥y, =0 <8, i’=l,2,.“,r, x_,—xj"’l<5,j=r+l,....n
catonces

1) en el entorno U las funciones fi, k = 1,2, ... , r, estan definidas ¥ son conti-
nuamente derivables;
2) para todos los puntos (¥, ... , ¥ X, 4 o+ v X,) € U son vélidas las desi-
gualdades
U—k‘y],l e a Y ey e Ixy) = xim <y k=12 ..., %

3) en el entorno U se verifican las igualdades
el S X X = 0 = L2000

donde por f,, k¥ = 1, ... , #, se entienden los dos miembros de las igualdad
(42.6). .
Consideremos una composicion de funciones (42.6) y v, | (x}, ... s X,), &5 de-
cir, una funcién

SRR T S i R @rh

enlaquef, = fg(y], v s ¥ X e o X K =1, ..., r. Esta funcibn compuesta
estd definida a clencia cierta y es continuamente derivable en el entorno cabice U,
mencionado arriba, del punto

OO, OO, A0,

Prob que, real 1a funcidn (42.7) en este no U no depende de las
variables x ., ... X, ¢ decir. no varia cuando cambian las variables citadas y,
cnnsecuenlememe es, de hecho, sélo funcién de las variables y,, ... , .. Con este
objeto basta mostrar que para 1a funcibn (42.7) en el entomno U se verifica la igual-
dad

ayr +1

ax;

=0/f=r+1,..,n (42.8)
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(véase el p. 20.4 ol la formula de los i incrementos finitos de Lagrangeenelp. 39.2, de
la cual se deduce direc la sufi ia de la condicion (42.8) para que una fun-
cién sea independi de las variables x, , |, ... , X, en-una regidn convexa y,.por
consiguiente, en un entorno cibico).

Para demostrar la igualdad (42.8), fijemos uno de los valores jf = r + 1, ... , )

y las coordenadas x, cuyos indices k toman los valores r + 1,..., j— 1,
j + 1, «. , n; designémoslas mediante x3 y elijamos x} de una manera tal que sea
lxg — P <8, k=r+ Lowrj— 1 TE L

Cmnmu una

»n= y,.

Y= J’.ﬁ

Feat = Ora il oo SER e s X X K e 1 KB
dondef} = f0'n oo s Yp XEp o o Xf_ 0 %) x;+ {3 ==+ » Xp), del entorno clibico
Ugel pumto (P, ... , ¥, xjm) que se define por las desigualdades

b, -yl <b,k=12..,nlx- 01 < 8.
Para subrayar cuéles son precisamente las variables que cambian, representemos

simbdlicamente la aplicacion (42.9) en la forma

oy e -J’,ux) il STIPTTRNS N R B

42.9)

Esta aplicacibn es conti te derivable en UV su matriz de Jacobi tiene por
expresién
g 1t o 0 0

0 1 0 0

By B Wy Y
dy, ay, @, &

¥, pOr esta razbn

aLV], e .)‘,a}',t !) = ay(i i 42.1
ab’p e .y,.x)v a.\'J ( %

es decir, el jacobiano de la aplicacién en consideracibn es igual a la derivaida que nos
interesa.

En ¢l entorno U esta aplicactén puede rep s¢ como composicidn de dos
aplicaciones: de la aplicacién cont te derivable
X = [0 e s P Xy g s X Xp K e X0
X = S0 e Fp Xy K X X g e XD,

X,-=a.}.
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del entorno UV y Ja aplicacién continuamente derivable
Py = @ e X XD g n X X X e s X0
= @A X XP e X X XD s B0
Vew1 = Oy iu]' G ,x,,xh e == lx}—- |..¥j.1'}+ b L ,).‘:)
del entorno del punto (4%, ... , x®, xjuh definido medi las desigualdad
Pl <qgi= 1,200 15— 20 <8

Por ser adecuadamente elegidos los niimeros-§ y 5, la composicidn de estas apli-
caciones la que con los fines ilustrativos puede ser representada en la forma.

Ol I X) = (oo X XY = Oy o 1 I ¥y g 1)

esth definida y es continuamente derivable en ef edtorno UV, 'La primera deeswa
;jﬂlmdonm es continuamente derivable en el entorno U dél puntoHA7, ... YO,

derivable en el correspondiente del pun-
to (4, ... , xj“’] Por ello, de (42.10) y de las propiedades de los jacobianos de
aplicaciones (\rénse el p. 41.7) tenemos
Boaq _ 0y IpYrp ) 0 e ey D Ay, - X X)) (“42.11)
ax; 3y - VX)) xys o X X)) B e Ve X))
De do con la condicitn del , ¢l rango de la matriz de Jacoo en el
conjunto G es igual o inferior a r, por consiguiente,

gy e I Fra ) 0
Hxyy o s Xp X))
en todo punto de G. Por ello, de (42.11) se desprende en seguida que para cualquier
punto (7, ... , ¥, x,) € UPy, por ende, para todo punto
Opoooe P Xy g X Xp X X e U
se verifica la igualdad (42.8). Puesto que las coordenadas x} sc han fijado arbitra-
riamente, con tal dequesea Ix? — xf? < S, k=r+ 1, ...,/ — Lji+ L.,
n, esto quicre decir que la Iaua}tdad (42.8) es justa en todo el entorno L.
De este modo, 1a funcidn (42.7) depende sélo de las variables y, ... , y,. Al de-
signarla por el simbolo ¢, obtendremos
fr + ]“1- v X e Xg) = L [ TS A N

Elijamos ahora &, 85 < 8 ¥ 8 < #, de una manera tal que para |x; ~ AN < &,
i=12..,ms30 las desigualdade

- M b i=1,2, .,

Esto es posible, puesto que las funciones y; = @), .. .5,/ = 1,2, ..., r, del
sistema {42.5) son continuas en el punto X0,
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En virtud de lo d rado, para cualquier punto x del entorno 8y-cibico del
punto x?, es decir, para todo punto x = (x,, ... , x,) tal que

I — 4™ < bpi=1,2..,n
seré vilida la identidad ) = (o), -, 90N,
es decir, en el entorno citado del punto x!® las funciones ¢y, ... , ¥, ¥, . 500 de-
pendientes.

Anél se di Ta bitn la dependencia de cada una de las fun-
ciones ¢, 4 3, - .pmdewl, ... + ¥, n cierto entorno del punto x!%. O

Al igual que Ia ria para la dependencia de las funciones, las con-
dici suficlentes pueden enunciarse también en términos de los gradi Para
simplificar, limitémonos al caso en que r = m — 1.

Si los gradientes Vp,, ... , Vi, son linealmente dependientes en todo punto de
la regién G, entonces, cualguiera que sea el punto x € Gen elquem — 1 de los gra-
dientes mencipnados son linealmente independientes, existe un entorno suyo en el
cual las funciones ¢,, ... , ¥, 50n dependientes. Ademds, si, por ejemplo, los gra-
dientes Vgy, ... , Vi, _ , Son linealmente independientes en el punto dado y, por lo
tanto, el gradiente Vp,, en él es una combinacion lineal de ellos, entonces en el en-
torno mencionado la funcién ¢, depende de las funciones ¢y, ... , ¢p . 1

Conviene fijar la atencién en que las condicionss suficientes ?amla dependencia
de las funciones, establecidas aqui, tienen un carécter local, a diferencia de los resul-
tados del punto anterior que son de cardcter global, Esto significa lo siguiente: si un
sistema de m funciones continuamente derivables (42.1) es dependiente en el con-
junto abierto G C R", entonces, de acuerdo con el teorema 1 del p. 42.1, en rodo
punto dé dicho conjunto el rango de la matriz de Jacobi de este sistema s inferior a
m (correspondientemente, si por lo menos en un punto del cunjunto G el rango de la
matriz que se considera es igual a m, el sistema es independiente en todo el conjunto
G). En cuanto al teorema 2 de este punto, se debe decir.que éste sélo afirma que si
en algin punto x? ¢ G se cumplen sus condici el si dado de funciones
sera dependiente s8lo en clerto entorno del punto citado (v no en todo el conjunto
G). De este modo, efectivamente, a afirmacién del teorema 2 tiene un carécter lo-
cal.

Diremos, ademas, que si en todo punto x'® del conjunto abierto G se cumplen
las condiciones del'teorema 2, entonces, naturalmente, en este caso, el sistema de
funciones en-consideracion seré dependiente en cierto de todo punto, No
obstante, ¢l teomm 2no guantiu que dicha dependencia ser4 la misma en todos
los entornos mdlcndos. es decir, del teorema 2 no se infiere que en diferentes puntos
unas mismas funclones serdn dependientes de las otras y que las funciones & que
"cns!nli.zan enrealidad’’ la depend.enm de unas rnmmas funciones, consideradas en

rnos, serén coincidentes en los p s de i eccién de estos entor-
nos. Por consiguiente; del teorema 2 no se mﬁerc ni mucho menos que el sistema de
fumnesquesamfmhscmdiclanﬁdemelmementndoshs puntos x'9 det

j Gseri d di en todo el conjunto G en su total en el Onico sentido,
‘es decir, en el mudo de 1a definicién 1. Esto precisamente sirve de testimonio de
que el teorema 2 no lleva el cardcter global.
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Observemos que existe un acceso algo' mis general al concepto de dependéncia -
de las funciones que permite construir la teoria global de este problema, sin embar-
20 no nos detendremos en ello.

Eiemplo, E

plo. Exami un sk de funcione
u=sen(x + »)

i e, (42.12)

El jacobiano de este sistema es nulo en todo ¢ plano

cos (¥ + ) cos(x + )
—sen {x + y) —sen (x + ¥}

y, como es fécil de ver, ¢l rango de la matriz de Jacobi de este sistema es igual a uno
en todos los puntos del plano.

Segiin el teorema 2, las funciones (42.12) son dependientes en ¢l entorno de cada
punto del plano. En el caso dado la dependencia de las funci se halla facili
en la forma explicita, por ejemplo, en el conjunto abierto de los puntos (x, Eg para
los cuales cos (x + y) > 0, ella puede ser dada por la fbrmula v = V1 =

Ejercicios. 1. Sean u =+ )2 + 2, va=xy +yr +2x. w=x+ y + z. De-

muéstrese que las funciones u, v, w son dependientes y hillese Ia ecuacion que expresa su de-
pendencia,

2. Investiguese la ibn sobre la dependencia de Jas funci u=8 4+ +
ve=iat,we=t+n?+ Pz =y + ool + $E

Problema 28. Una funcidn u = u(x, ) s¢ denomina arméaica en una region plana, si en
todos los punlus de ata rvs'abﬂ satmfnus la ecuacidn Aw = 0 (véase (4).109)). Demuéstrese
que dos son dependi en una region plana cuando, y sblo cuande
son linealmente dependientes.

§ 43. EXTREMO CONDICIONADO

43.1. CONCEPTO DE EXTREMO CONDICIONADD
Supongamos gue en un conjunto abierto G C R” vienen definidas las funciones

yi=Sflahi=12 .. .m, (43.1)
X = (¢, ... ,X,) € G. Designemos mediante X un conjunto de los puntosx € G,
donde todas las funciones f;, § = 1, 2, ... , m se reducen a cero:
X =[xifi)=0,i= 12, ..,mx e Gl (43.2)
Las ecuaciones E
S = 0,i= 1,2 ... ,m, (43.3)

se lamarin ecuaciones de conexidn (enlace).

76429
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Definicibn 1. Sez y = f,(x) unafurlcfdn definida en G. El punto X € X se lig-
ma punto de condici *) de la funicion [ (x) resp de las d
de enlace (43.3) (o 5 se cumplen dichas ecuaciones), siempre que es un punto de
extremo ordingrio de esta funcidn al considerarse dsta sdlo en el conjunto X (véase
el p. 40.1).

En otras palabras, ¢l valor de la funcidn fi(x) en el punto £ se compara aqui no
con todos los valores suyos en un entorno suficientemente pequedio de este punto,
sino sdlo con Jos valores en los puntos pertenecientes, a la vez, al mencionado entor-
ne suficiente pequefio y al conjunto X. Al igual que en el caso de los extremos ordi-
narios, podemos, desde luego, considerar (los puntos de extremo simplemente con-

dicionado ¥ los de extremo estri condicionado
Ejemptos. 1. Consideraremos una funcion
Sy =2+ ¥ (@3.4)
¥ la ecuaciém de enlace
x+p=1=0 (43.5)

Hallemos ¢l extremo condicionado de la funcidn (43.4) para el caso en que se
cumple 1a ecuacion de enlace (43,5). De (43.5) tenemos ¥ = | — x, de donde

Sl —x) =28 — 2+ L.

De este modo, cuando se cumple la condicion de enlace, 1a funcion (43.4) es una
funciér de una sola variable. Su extremo se halla de una manera elemental: igualan-
do a cero su derivada (la condicidn necesaria de un extremo), ocbtenemos

2x — 1 = 0, dedondex = %. . En el punto dado la funcién que se considera, ticne,
evidentemente, un minimo (la funcién es un polinomio de segundo grado cuyo tér-
. 1 :
mino mayor liene coeficiente positivo), Al valor x = — . d¢ conformidad con la
1 2
ecuacion de enlace (43.5), le corresponde y =

Par consiguiente, en el punto (1/2, 1/2) 1a funcidn (43.4) alcanza su minimo res-
pecto de la ecuacién de enlace (43,5). En el lenguaje geométrico esto significa que cl
punto del pargboloide z = x + »2, que se proyecta en el punto (1/2, 1/2), es el
mas inferior de todos sus puntos dispuestos por encima de la recta (43.5) (fig. 169).
Este ejemplo muestra que un punto en ¢l que la funcién alcanza su extremo condi-
diofado; no &5, en'el caso general, punto de extremo de esta funcidn.

2. Consideraremos la funcidn f{x, y} = y* — xylaecuacion de enlaccy = 2x.

Tenemas f{x, x) = 3x%, &s dedir, s s¢ cumplen las ecuaciones de enlace, 12 fun-
cidn en consideracién es también una funcion de tna sola variable y, evidentemen-
te, alcanza su minimo cuanda x =: 0 {fig. 170). De conformidad con 1a ectacién de
enlzce, al valor x = 0 corresponde el valor dey = 0, v, por lo tanto, la funcion fx,
y) = p? — x2 tene en el punto (0, 0) un minimo condicionado respecto de la
ecugeibn de enlace y = 2x.

*} Se ha adoplad bién ¢l término relativo™.
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@"
u}l}“}wn

Fig. 169

Cabe destacar que en este caso la propia funcién f{x, ¥) no tiene maximo ni
minimo en ningin punto del plano, De este modo, €l ejemplo considerado muestra
que la funcidn puede no tener un extremo, pero, para ciertas ecuaciones de enlace,
puede tencr un extremo condicionado.

En lo sucesivo supondremos que

1) todas las funciones fg, £}, -.. ,.f,, son continuamente derivables en el conjunto
abierto G;

2) en ¢l punto x® que se considera, los vectores V), ... , Vf,, son linealmente
independientes, es decir, el rango de la matriz de Jacobi

(EfL).f= L2 e syl = 12 e o,
ax,
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esigual a m, o ses, al nimero de sus filas (las filas de la matriz de Jacobi son compo-
nentes de los gradientes Vf,, ... , V/).

De acuerdo con los resultados del parrafo anterior, esto significa que las fun-
ciones del sistema (43.1) son independicntes en cierto entorno del punto x@, Por

to en un espacio a-di ional no pueden haber més de » vectores linealmente

independientes v ¢l rango de la matriz no puede exceder del niimero de columnas,
entonces, de la condicién 2) proviene que m £ n.

Conforme a la condicidn 2), en el punto x! al menos uno de los determinantes
del tipo

es distinto de cero. Sup s, para coneretar, que en el punto x@
o S Ly, (43.6)
ey, - X

I;nmnoes. en \":irll:ld del teorema sobre las funciones implicitas (véase el p. 41.3), el

sistema de ecuaciones (43.3} en cierto entorno del punto ' = (x1‘°>, Sy x‘t_‘m)

puede resolverse respecto de las variables | I -
= e 4 g 0 %) (43.7)
Xy = Pl 1 » X

Al sustituir los valores de x,, ... , X, proporcionados por las formulas (43.7),
eny = fox), es decir, al examinar la composicién de las funcionesfy ¥ @y -+ v 2y

obtendremos una funcién
def
ST 71 300 SNPTURE 7% FODPI™ I - URPPRNE 3 1o A TTRS M b {© SN TEREE )

(43.8)
de n—m variables x,, o |, 0 o Xy ?ue esté definida y es continuvamente derivable ¢n
cierto entorno del punto @@ = (@, | .., ¥ en ¢l espacio (1 — m)-dimensional

Rﬂ-l‘l‘l

Como, de acuerdo con el teorema sobre las funciones implicitas, las condiciones
{43.3)'y (43.7) son-cquivalentes, resulta valida Iz siguiente afirmacion.

El punto X es un punto de extremc condicionado (estricto} para la funcidn
Jo () respector de las ecuaciones de enluce (43.3) cuando, y séio cuando, O seq un
punto de extremo ordinario (estricto) de la funcidn (43.8).

'Si £(0) es un punto de extremo ordinario de la funcién g, seré el punto estaciona-
rio de esta funcién (véase el p. 40.1):

dg (&% = 0. 43.9)

Recordemos que la diferencial es upa funcién homogénca lineal y el hecho de
que ella es nula significa que es nula dicha funcién, cualesquiera que sean Jos valores
de sus argumentos, en el caso dado, para cualesquiera dx,, , |, dX,, 4 3, ... , dX,,.
Esto es factible, evidentemente, cuando y sélo cuando, todos los cocficientes de los
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argumentos citados, es decir, las derivadas

yk=1,2,.. n — m,seanu-
m+ k

lan en el punwx‘“’ La condicién (43.9) es necesaria para que en ¢l punto x{9 haya
un extremo condici

De este modo, el métod.o basado en la resoluubn del sistema de ecuaciones
{43.3), permite reducir el probd de blisgi da del extremo condicionado al
problema, ya estudiado, sobre un extremo ordinario. Precisamente este procedi-
miento s¢ ha empleade en Jos gjemplos considerados més arriba. Sin embargo, re-
sulta a menudo imposible 0 muy embarazoso expresar 1a solucién del sistema (43.3)
en términos de las funciones clementales, raz6n por la cual ¢s deseable.disponer de
un método que permnita hallar ef extremo condicionado sin resolver el sistema (43:3):
Tal método va expuesto més abajo.

43.2. METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE PARA BUSCAR
LOS PUNTOS DE EXTREMO CONDICIONADO

En este punto se supondrd que todas las funciones fo, fi, . 4 Sy SON conti-
nuamente derivables en el conjunto abierto G,

Teorema 1. Sea 0 un punto de extremo condicionado de la funcion fp,

plidndose las i de enlace (43.3), En este punto los gradientes Vfy,
Vf‘, vee + Vf,, s0n linealmente dependientes, es decir, existen tales mimeros hg,
As wee » Ay de los cuales no todos son nulos, que

MV + MO+ o+ Wy = 0. (43,100

Corolario. Si en el punto x™ de extremo condicionado de la funcion fy respecto
de las ecuaciones de entace (43.3) los gradientes Vf,, ... , VS, son linealmente inde-
pendientes, es decir, ef rango de la matriz de Jacobi

(ﬂ),)‘- L2, wo,m i= 12,1

ax;
5 igual a m, entonces existen tales \,, ... , h,, que en dicho punto
m
Vh+ Y OANIG=0 43.11)
i=1

es decir, Vf, es una combinacién lineal de los gradientes Vfy, ... , iy
En la forma coordenada esta condicidn tiene por expmbn para cualquier
=1,2,...,nenel pumox«)

y oY
=y A —de = 0. 43.12,
ix; ng 1 ax; e f )
La funciém m

PIEfm+ T N 3.13)

i=1
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donde los nimeros A, ... , h, satisfacen la condicién (43.12), se Wlama funcidn de
Lagrange del probi en ideracién y los propios nimeros, multiplicadores de
Lagrange.

La condicién (43.12) significa que si ¥ es un punto de extremo condicionado
dela I'uncibn@empecto de la ecuncion de enlace (43.3), serid punto estacionario pa-

ra la funcién de Lagrange, es decir,
%@ =0i= 1,2 . (43.14)

i

Antes de demostrar el teorema aclaremos su sentido y mostremos cémo usarlo
para la obtencién de los puntos de extremo condicionado. Ante todo fijemos la aten-
cion en que en la funcibn del tipo (43.13), para los niimeros arbitrarios Ay, ... , M,
cualquier punto de su extremo condicionado s a la vez el punto de extremo condi-
cionado de la funcién de partida f;, y viceversa. Elijamos tales valores de Ay, ... , M,
que se cumplan las condiciones (43.12); es-decir, que-el. punto dado de extremo con-
licionado resulte ser también el punto ! io de la funcidn (43.11).

Para la obtencitn de los puntos de extremo licionado, convi idi
un sistema de n + m ecuaciones (43.3) y (43.10) respecto de las incognitas x{”, ... ,
x5, ..., A, v resolverlo (si esto es factible), hallando x{”, ... , ¥ y eliminan-
do, cuanto sea posible, Ay, -.. , A,,- El teorema enunciado afirma x?ue todos los pun-

tos de extremo condicionado estardn entre los puntos (x{?, ... , x%, determinados
de este modo. La cuestion de qué puntos entre los jonados serdn real
puntos de condicionado requiere unas investigaciones adicionales; algunos
razonamientos referentes a esta cuestion serén aducidos en el p. 43.5%,
DEMOSTRACION DEL TEOREMA. D una afir 10n que es equi

al teorema: si en el punto x'® = (2, ... , x¥) que satisface las ecuaciones de enla-
ce

S =0,k = 1.2, ... .m, (43.15)

los gradientes Vfy, ¥, ... . V/f,, son linealmente independientes, entonces x® no
es el punto de extremo condicionado.
Asi pues, sean Vfy, Vfy, ... , Vf, linealmente independi ¥, por

te, ¢l rango de la matriz de Iambi( zf ).; 0L, e T 120 S
. 7

igualam + 1. Entonces, en dicha matriz existe un menor de orden m + 1 distinto

de cefo. Para o | conveng en iderar que el menor se ha formado
‘por las primeras m + 1 col 18, s decir,
M #0, (43.16)
Ay, xgy o Ky ) L= X0

El conjunto G ¢s abierto, por lo cual existe tal &, > 0, que para todo §,
0 < 8 < §p el cubo

Q= :lx - X <bi=12...n
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se dispone dentro de G y, por ende, en este cubo estén definidas todas las funciones
fﬂ'fll ek, |fﬂ"

Fijemos X, . 3= 29, 5 . x, = xPcintr

X% Gty e o Xy 4 D)
ortl=foily -l <gi=12. mt+ 1L

Obviamente, las funciones f4xy, .. , Xy 4 1 ¥4 20 = 1 ¥4 0) = O 1, oo o,
estan definidas y son conti derivables en todo punto de QF * !, Conside-
raremos una aplicacion #: Qf * ! = R™ ¥ !, definida por las formulas

¥y = fo(,\'l, SRS P 1] XE,_‘_ 20 = .-‘9})

las desig:

Yy =i Xy N GNP (43.17)
Yoo 1 = S0 1 e Xy 1.x£:'+ 2 e lxﬁ»"
En vista de (43.16), para el punto x*@ = ({7, ... ,x1¥, ) tenemos
VPRI o | _ a“a;fl- ifm) %0,

[:16 PR S B T N ey, 2gy oo s X s ) o 4@

y debido a (43.15),

20 = (M, 0, ... , O

Por ello, {vtase el teorema 7 en el p. 41.8 sobre la invertibilidad local de la apli-
cacién continuamente derivable en un punto, donde su jacobiano es distinto de ce-
ro) existe tal £ > 0 que en el entorno
V== 0 om0 = f < g, Iyl <2, /=23 ...,m+ 1}
(fig. 171)esté definida una aplicacién i pecto de &, y, por lo tanto, en cual-
quier punto de este entorno se aplica algin punto de QFF + 1,

En particular, puesto que para cualquier ¢, 0 < 5 < &, tiene lugar la inclusién
() + 4, 0, .., 0) € ¥, entonces en ¢l cubo Qf * ! existen los puntos
XP = (X e Xy, JYXT = KL X, ) aue, realizéindose la aplicacion &,
se aplican en los puntos indicados é:l entomo V:

(' = (FG™ + 9,0, ..., 0), 2" = (&) - 5,0, , 0.

Si ponemos, para abreviar, x' = (¥, ... , Xpapr X0 g ey XN y X7 =
= e Xmap X000, xP), entonces en la inscripcién coordenada
obtendremos (véase (43.17)):

Tolxy = o + n > s @),
Lixy=0k=12..,mx e}

Sy = fox® = g < S,
flx)=0,k=1,2,..,mx" e Q.
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Fig. 1T}

Puesto que & > 0,0 < & < §,, es arbitrario, esto es indicio de que x no es el
punto de extremo oondicionado.‘r]

DEMOSTRACION DEL COROLARIC. Si los vectores Vf,, ... , Vf,, son linealmente
independi en la igualdad (43.10) Aoabﬂ.puestequesifu:ra)\o- 0,
los veetnres mencionados serfan, en virtud de (43 10), lmedmeme dependientes. Al
dividir ambos- miembros de (43.10) por Ay, ¢ iremos una igualdad del tipo
(43.11). O

43.3*, INTERPRETACION GEOMETRICA DEL METODO DE LAGRANGE

Daremos ahora algunas explicaciones geométricas al teorema 1. Considerare-
mos, para no complicar, el caso de un extremo condicionado de la funcién de dos
vs:isblcs z = f(x, y) verificindose la ecuacibn de enlace wfx. =0
que las funci Syeson i bles en ¢l entorno

del punto (x, ¥o), V. (g V) = (E';(E;LQI_‘_;%Z@) # 0y pley, ¥ = 0. En vis-

1a ¢¢ la condicion V ¢ (xy, ¥p) # 0, de acuerdo con ¢l teorema sobre las funciones
implicitas, la ecuacién #(x, ¥} = Oen el entorno del punto (x,, ¥,) define cierta cur-
va suave cuya representacion explicita tiene por expresién o bien y = y(x), o bien
x = x1»). Por cuanto nos interesan sdlo los puntos suficientemente proximos a (xg,
¥p)» la curva mencionada se llamard snmplemen:e curva w{l" = 0 (es decir, en
otras palabras, en lo que sigue se considerara siempre la i6n de las funci
/¥ ¢ al entorno indicado del punto (x5, ¥g))

El gradiente Vip{xy, ¥;) €5 una narma.l a la curva ¢(x, ¥) = Oen el punto (xo,yo)
{p. 20.6). Designemos con 7 el vector unidad 1angente &rla curva p(x, ¥) en ¢l punto
{xg. ¥g). Supong para tar, que la curva en consideracion se da por la
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Fig. 172 Fig. 173

ecuacion ¥ = p(x). Si cl punto (xg, ¥y) €s un punto de extremo condicionade, enton
ces X, es un punto de extremo ordinario para la funcion g () ¥ fix, gix)) (vkaseel p.
43.1), y, por lo tanto, g '{¥) = 0, es decir, la derivada de la funcién f en el punto (78
;8] segun la direccién de la curva ¢(x, ¥) = 0, 0 bien, gue es lo mismo (vease el p.
.7), segln la direccion del vector 7, es igual a cero
af (xy,

——37’@ = (V39 1) = 0.

Esto significa la ortogonalidad del gradiente Vf(x,, yg) y del vector tangente 7, lo
que es equivalente al cardcter colineal de los vectores Vif(xy, o) ¥ Vielxg, ¥o):

Vfixg o) = AVelxg, yo),

&5 decir, se cumple la condicién (43.11). El cumplimiento de esta condicién en el
punto de extremo condicionado puede explicarse también de otro modo. Sea f{xp,
Yo & c. Si en el punto (xy, pg) no se cumple la condicién (43.11), es decir, cuando
los gradientes ¥/ y Ve no son colineales, esto significa que en dicho punto 7 « 0y
la linea de nivel f(x,¥) = € corta en este punto la curva wix, ) = 0, haciendo con
€sta cierto dngulo a, distinto de 0 y = (fig. 172). Por eso en todo entorno suficiente-
mente pequefio del punto (x,, y,) una parte de la curva wix, ¥) = 0 resultard ser dis-
puesta en el dominiof < ¢ (“‘en ¢l dominio de los valores menores’”) y otra parte, en
el dominio f > ¢ (“en el dominio de los valores mayores*'). Esto significa que en ¢]
punto {xg, ¥o) no hay extremo condicionado de que se trata.

En el caso en que los vectores V/f'y Vi sean colincales, Vf = AV, una parte de
la curva ¢ (¥, ) = 0 puede perienecer a cierto entorno del punto (x;, ¥,
integr di » en el dominio de valores menores £ < ¢ (fig. 173) 0 bien en
¢l dominio de valores mayores f > ¢. En este caso en el punto (x;, ¥,) se alcanza un
extremo condicionado.

Sin embargo, siendo colineales los vectores Vf y Vi la curva ¢ (x, ) = 0 puede
también di s¢ en cualquier entorno suficicntemente pequefio del punto (x,
¥gh con la particularidad de que una parte de dicha curva s¢ dispondra en el domi-
nio de valores menores ¥ la otra parte, en el de valores mayores de la funcidn f (fig.
174); en este caso en el punto (x,, ¥g) tampoco habré extremo condicionade. Una si-
tuacidén semejante aparéce, por ¢jemplo, cuando las curvas fix, ) = ¢ ¥ » (x,
¥} = Otienen en el punto (¥, »,) una tangente comfn, con la particularidad de que
la curva f(x, ¥} = c estd dispuesta cn un ent ufici pequetio de) pun-
to (x5, ¥g) por un lado de la tangente mencionada, mientras que Ja curva ¢ (x,
») = 0 sufre inflexion en dicho punto, pasando de un lado de la tangente al otro
lade.




Fig- 174

Lo dicho aclara aguella circunstancia que (43.10) es una condicién necesaria pa-
ra que haya e:;tremo condmonado. pero no suficiente.

Los r étricos aducidos referentes a la cuestibm acerca del
extremo condicionado guedan vélidos también en el caso multidimensional.

43.4*. PUNTOS ESTACIONARIOS DE LA FUNCION DE LAGRANGE
Se darf aqui la descripcion de los puntos estacionarios de la funcién de Lagran-
ge (43.13) por medio de la funcién g(x,,, . |, .- . x,) introducida en el p. 43.1 (véase
(43.8)). Demostremos previamente un lema sencillo conocido del curso de &lgebrali-
S'ea dado un si de ecuaci b & lineal
Gy * o+ gy = 0= 1,2, .0.m, {43.18)

¥ una ecuacién homogénea lineal mas
b+ o+ b, =0 (43,19)

El sistema de ecuaciones obtenide por adicion de la ecuacién (43.19) al sistema
(43.18) se denominara sistema ampliedo (43:18)—(43.19).

Lema. Para que e sisterna ampliado (43.18) — (43.19) seq equivalente al sistema
bisico (43.18), es necesario y suficiente que la ecuacién (43.19) sea una combinacién
lineal del sistema de ecuaciones (43.18).

Corolarie. Para que la ecuacién (43.19) sea una combinacidn lineal de las
ecuaciones (43.18) ¢ bien, que es lo mismo, pira que el vector

b¥ b, ... .0y (43.20)
una binacién lineal de los vectores
@ iay )i = 1,2, m, (43.21)

=5 necesario y suficiente que toda solucidn del sistema (43.1B) sea la solucibn de la
ecuacidn (43.19),

DEMOSTRACION DEL LEMa. Supongamos gue ¢l rango de la matriz {a,) de los
coeficlentes del sistema (43 18)=ngualnmn Es evidente que m, < m. Simy < m,

m-m del sistema (43.18). acm combinaciones lincales de las
demés. Al desechar aquellasm — M, ecuaciones lineales que son combi i 1i-
neales de las 1 btend un sist demumucmhnealmememde

pendlentes eqtuva]eme al sistema (43.18), con la particularidad de que la ecuacién
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(43.19} constituye una combinacién lineal de las ecuaciones del smema (43. 18}
cuando, ¥ sdlo cuande, ¢s una combinacion lineal del si )
por #m,, ecuaciones restantes. Por eso, desde ¢l mismo principio convmsamos en
considerar .que m =.m,, es decir, que ¢l rango de la matriz (a;) de los coeficientes
del sistema (43.18) es igual . m, es decir, al niimero de ecuacignes de este sistema.

Supon que los si (43.18) y (43.18) — (43.19) son eqmva]enr.es ‘Esto
slgn.lf'ca que los espacios de sus soluciones coinciden. Por cuanto todas las
ecuaciones del sistema biisico {43.18) figuran en el sistema ampliado (43 !8} —

(43.19), toda solucién del sistems ampliado serd también la soluclén del s :bé-
sico, es decir, el espacio de soluciones del sistema ampliado estd conr.emdo en el es-
pacio de soluciones del sistema bésico. Por iguiente, la coincid de estos es-
pacios equivale a la igualdad de sus dimensiones.

La dimensidn s del espacio de soluciones de un s de i ho tn

as lineales es igual, como s¢ sabe, al niimero de las mcbgmuas n de dicho sistema, del
cual se ha sustraido el rango r de la matriz de los coeficientes del sistema:
s =n — r. De agui s¢ deduce que la equivalencia de los si {43.18) ¥
(43.18)—(43.19) implica la igualdad de los rangos de sus matrices. El rango de la
matriz de los cocfc:emu del slstcma (43.18) es igual, por hipGtesis, a m, es decir, los
vectores (43.21) son | I d diente

El rango de la matriz de los coeficientes del sistema ampliado (48.18) — (43.19),
de acuerdo con lo expuesto en nuestras condiciones, es también igual a m. Por ello,
los vectores (véanse (43.20) y (43.21))

boay,...aq, (43.22)
son linealmente dependientes. Esto es indicio de que b €5 una combinacidn lineal de
los vectores Byoes s By

Efecti , la dependencia linsal de los vectores {43.22) significa que existen
tales NAMETos wy, py, -, fye N0 todos nulos, que
uh + ppay + o+ poa, = 0. 43.23)
Aqul, a cwnua cwrla, By # (1 puesto que de lo contrario los vectores ay, ... , @,
ltarian ser Al dividir la igualdad (43.23) por py, Ilesa-

mos a que b s una combmas:lbn lineal de los vectores @y, ... , @

Viceversa, si b es una combinacién lineal de los vectores (43.21), entonces los sié-
lemas de vectores (43.21) y (43.22) tienen cada uno exactamente m vectores lineal-
mente independientes, es decir, los rangos de las matrices de los coeficientes de los
sistemnas de ecuaciones (43.18) ¥ (43.18) — (43.19) son igunles,

Asl pues, [a condicidén de que el vector & es una combinacion lineal de los vecto-
res (43.21):

b= hay + ..+ Mg,

€5 equivalente a la igualdad de rangos de las matrices de los cosficientes de los siste-
mas basico y ampliado en consideracién y, por consiguiente, significa su equivalen-
cia. O

La afirmacién del corolario pmwene s:su:damcnle del lema, ya que los sistemas
(43.18) y (43.18) — (43.19) son, evid © equi do, y sdlo do,
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toda solucién del sistema (43.18) es, a la vez, la solucion del sistema (43.19); las de-
més ecuaciones de estos si son simpl incid: (]

OBSERVACION 1. El lema demostrado y sus corolarios tienen una sencilla in-
terpretacién geométrica en el espacio vectorial eucildeo n-dimensional R", es decir,
en un espacio n-dimensional provisto de un producto escalar. Haciend uso de la
designacion del producto escalar, el sistema (43.18) puede escribirse en la forma

(@, x) =0,i=12,..,m, (43.24)

v la ecuacion (43.19), en la forma
hxy=0, (43.25)

donde los vectores a,, ... , a,, ¥ b estan definidos en (43.20) y (43.21), mientras que
X = Qg e X

El ::lonjumu de toda una seri¢ de combinaciones lineales de los vectores ay, ...
-+ 4 &, forma un subesp io del especio R" y se d i b io tendid:
dichos vectores. Designémoslo (@, ... , @)

El conjunto de soluciones del sistema (43.24) s compone de todos los vectores x
ortogonales al subespacio <(a,, ... , @,,). Designemos este conjunto de soluciones
con 7. Es también un subespacio del espacio R".

Los subespacios L ¥ _Aa,, ... ,a,)y Tsed i nph orfog
les uno al otro en &l espacio R".

Dado que L = Aa,, ... , G,,), 1a representacion del vector b en forma de una
combinacion lineal de los vectores @y, ... , @, s equivalente a su per ia al sub-
espacio L del espacio R": b € L. Esta condicion s equivalente, a su vez, a la orto-
gonalidad del vector b al subespacio T: b 1 T, laque significa que paratodox € T
tiene lugar la igualdad (b, x) = 0, es decir, que toda solucion x del sistema (43.24) ¢s

la solucién de la ecuacibn (43.25). Esto es preci la afir i6n del corolario
del lema.

OBSERVACION 2, Recordemos un método por medio del cual pueden o
todas las soluciones de un si h éneo de iones lineales. Supongamos
que ¢l sistema (43.18) se compone de las ! lincal independi En

este.caso ¢l rango de la matriz de sus coeficientes ¢s igual a m. Esto significa que
existe un menor de dicha matriz de orden m, distinto de cero. Sea, para concretar,

Ay fim | 4 g, (43.26)

Tt Vmm

En este caso todas las soluciones del sistema (43.18) pueden obtenerse, fijando ar-
bitrarismente: las Gltimas n — m coordenadas del vector (¢, ... , X,). Las coordenadas
restantes se obtienen univocamente del sistema de ecuaciones (43.18). Bn efecto, to-
memos una solucién arbitraria ({”, ... , ¥ del sistema (43.18). Realizada la susti-
weibn x, . =X, X, = x,“;’ en (43.18), se obtendré un sistema de m
ecuaciones lineales (con m incbgnitas xy, ... , ;) tal que la matriz de los coeficien-
tes de este sistema es regular, en virtud de la condicién (43.26). Por esta razbn exis-
ten los tnicos valores Xy oo . X,, que satisfacen el sistema obtenido. Por cuanto
49, ... , x{) fue también la solucién del si (43.18), se tiene x, = x{?, ... ,
x, = x9,

m m
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Pasemos ahora al andlisis de los puntos estacionarios de la funcién de Lagrange.
T 2. Sup que las funci SorSis oo S 500 continuamente de-
rivables en la region G « R", X0 € G,

A =0,i=1,2,...m
y el rango de la matriz de Jacobi de ias funciones f,, ... , Jopenel punto ¥ es igual

@ m. Para que en el punto x'% = (%, ..., XD ef gradiente Vfy Sea una combina-
cidn jineal de los gradientes Vf,, ... , V[, es necesario y suficiente que el punto
X0 = (d0) pos X sea  estacionario para o Suncion g1 =

n
= 80, o o X,) (véase (43.8)),
Recordemos que si en ¢l punto x'® el gradiente 7/, es una combinacién lineal

Vo = MY+ oo+ NS (42.27

de los gradientes Vf|, ... , Vf, . esto es equivalente a que existe una funcidn de
Lagrange

F=fo =M= = Ml (43.28)
para la cual el punto x'¥ es estacionario:
a8
O s e (43.29)
ax;

Esta es simplemente una inscripcion coordenada de la condicidn (43.27), pues, en
virtud de (43.28),
a
L. - A i _ e =\ ff@.,;‘: Lo, m.

ax, oy, o ™ ox,
DEMOSTRACION. Por hipotesis, el rango de la matriz de Jacobi del sistema de fun-

ciones fi, ... + £,y €0 ¢l punto X% es igual a m, Convengamos en considerar, para
concretar, como en el p, 43.1, que

M % 0. (43.30)
Wxpy v x)

Sustituyamos en la ecuacién de enlace (43.3) las funciones (41.7) que representan las
soluciones de estas ecuaciones y derivemos las identidades obtenidas respecto de las
variablesx,, ., ... ,x . Obtendremos para el punto % las iguaidades darE® = o,
{=1,2,..,m, validas para cualesquiera incrementos dx_ , |» o » dx, de las va-
riables independientes Xy o pr oo o X, (recordemos que la diferencial es una funcién
lineal definida en todo el espacio). Al hacer uso de la invariacién de la forma de la
primera diferencial respecto de la eleccitn de las variables, llegamos & que en el pun-
10 X% se cumplen las igualdades

a ar; a
idxl L idxm + 4‘-%,),1"'
dx, dx, [:] A,

o,

b, = 0= L2 m (@33)

"
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donde dx,, , |, ... dx,sonarbitrarios, mientras quedy,, ... , dx, se hallan a partir
de las fbrmulas (43. '.l') De este modo, el vector

dx = (dx,, ... ,dx,,,dx

o 1

,dx,) (43.32)

s la solucidn del sistema homogénco lineal (43.31).

Cabe notar que en virtud de la condicion (43.30), los valores de dx;, ... , dx,,,
paradx,, , |, ... , dx, dados, s¢ hallan también univocamente del sistema (43 n.
De la obmmén 2 se infiere, ademés, que mediante ¢l método indicado se ob-
tienen todas las soluciones del sistema (43.31).

El carécter estacionario del punto £ para la funcion g(£) = glx,, + 1, -+ » %)
significa que dg(#'?) = 0. Por ser invariante la forma de la primera diferencial, esta
igualdad puede escribirse més detalladamente como sigue

4
37NN . | 7 SN, | NP S o g =0, 4339
ax Xy axm X + 1 31.'"

donde dx, , ..., d¥, pueden prefijarse de modo arbitrario, mientras que
dxy, ... dX, se debcn najlar de las fhrmulas (43.7), o bien, que proporciona el mis-
mo rcsulmdo de las formulas {43.31). En otras palabras, cualquier solucion del sis-
tema de ecuaciones (43.31) es, a la vez, la solucién de la ecuacidn (43.33). Conforme
al corolario del lema, esto resulta posible cuando, y sblo cuando, la ecuacion (43.33)
es una combinacién lineal de las ecuaciones del sistema (43.31), es decir, cuando
existen tales ndmeros h, ... , A, que

Vo= MTf + oo+ NP O

OBSERVACION 3. De acuerdo con la observaciém 2, la totalidad de todas las solu-
ciones del sistema de ecuaciones (43.31) forma un subespacio T del espacio R que
&s un complemento ortogonal alsubespaaoL=AVf],... v f,)- Todo vector
¥ e T cs ortogonal resp de cual B Vf, por lo cual ser4 natural |la-
marlo vector tangente en ¢l punto ¥ a 1a hipersuperficie f{x) = 0, !.a cual repre-
senta un conjunto de nivel (véase § 19) de la funcién f, i = 1, ...,

De este modo, el cspacio de soluciones T° del sistema (43.31) se cumpone de los
vectores t a todas las hipersuperficies f{x) = 0,
i = 1, .. ,m,y poresta razén lo llaman espacio tangente de la interseccién de to-
daslas hipersuperficies fj(x) = 0,4 = 1,2, ... , m. Recordemos que los vectores del
espacio 1augente T, es decir, las soluciones del sistema (43.31) han sido designados
mediante dx (43.32).

Puesto que, de acuerdo con ¢l teorema 2, en ¢l punto de extremo condicionado

tiene lugar la inclusidn
Vfu& L= -"(vfln LT vfm)'

se tiene
Vi L T.

En otras palabras, el gradiente Vf, es ortogonal simultdneamente a todas las tan-
gentes dx a las superficies f{x) = 0,i = 1,2, ... , m:

(vfuv dx) =0
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{ésta es otra notacion de la ecuacion (43.33)), es decir, e! gradiente Vi, es perpendi-
cular al espacio tangente T en el punto x(%). Pero el conjunto de-todos los vectores
ortogonales a Vf;, forma un subespacio (7 — ))dimenslonal 7,, denominado espa-
dlo tangente a la Tipersuperficie £i(x). = f,(:!¥). En virtud de lo dicho anteriormen-
te, cada vector de T, siendo ortogonal al gradiente V£, pertencce a Ty, es decir,
TCT,

Asinpues, 5i ¥ ey um punto de extremo condiclonedo, entonces T C. Ty, €5 de-
clr, el espacio tangente en el puito x' de interseccion de todas las hipersuperficies,
definidas por las ecuaclones de enlace, esid ido en el espaci en el
mismo punto de ln hipersuperficie fobrt = o™,

. OBSERVACION 4. Del tearema 2 se deduce una;vez més ¢l-corolario del teorema 1.
Efectivamente, si 2@ es un punto de extremo condiclonade, entonces-#%% serd el
punto de extremo ordinasio para la funcitn g (véaic cf p. 43.1)y; por consiguiznte,
su punto estacionario. Por ello, de acusrdo con el teorems 2, % ev.8] punto-esta-
cionario para la funcién de Lagrange, es decir, se cumple la condicién (43.25).

43.5*. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LOS PUNTOS
DE EXTREMO CONDICIONADO

En este punto se supondriin también vigentes todas las suposiclones impuestas
en las funciones fv £, i = 1,2, ... ,m,enel p. 43.1. Sea

F=f0+ }: ?\;f,

ra i

una funcidn de Lagrange (viase (43.13)) para la funcidn f;, ¥ las ecuaciones de enlace
(43.3). Supongamos que ¥ & G satisface las couaciones de enlace (43.3) ¥ es un
punto estacionario de la funcién de Lagrange, es decir, un punto cuyas coordenadas
satisfacen el sistema de ecuagiones (43.12) y (43.3). Nugstro objelo es la obtencién
de un método, por cuyo intermedio s¢ pued bl las condici suficientes
para que ¥\ sea punio de extremo condicionade del problema en consideracion.
Observemos ante todo que si el punto x € { satisface las ecuaciones de enlace
{43.3), enionces
Afy = £ofx) = £ = Fix) — F'9) = aF. (43.34)

De aqui s¢ ve en seguida que si x® es un punto de extremo habitual para 1a funcién
F. es decir, si AF no cambia de signo en cierto entorno del punto x¥, entonces x(®
&5 ¢l punto de extremo condicionade para la funciém f;.

En efecto, de (43.34) se deduce en este caso que el incremento Af), para los valo-
res admisibles de x, es decir, para aguellos que satisfacen las ecuaciones de enlace,
tampoco cambia de signo. Esta condicién suficiente impone, sin embargo, una
restriccidn demasiado fuerte sobre el comportamiento de la funcién de Laprange
Fix) en el punto considerado: ésta debe tener extremo ordinario, lo que hace muy
estrecho &l dominio de Iz aplicacién eventual de la condicidn indicada en la resolu-
cidn de los problemas. Por esta razdn parece convenlente obtener un criterio sufi-
ciente mas peneral para un extremo condicionado.
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Supongamos quex® = %, ... , x) satisface las ccuaciones de enlace (43.3).

Vi & considerar la funcid (ﬂm,sdem una funcibn p(¥) = z(x,”..m
cakeh Bo= (e .x"). ques:obl.imedefob-) Jolxy, oo o X,) & condi-
cjbndequex,. v 3 Xy SO fU de las bl + 1s =+ Xp, determinadas

por las ecuaciones dc enlace (43.3) en cierto entorno del punto x f' Supondremos
adiclonalmente que f(x) yf4x), i = 1,2, ... , m, son dos veces continuamente deri-
vables en ¢l punto

Se ha notado més amba (véascelp. 43.1) que x(? es un punto de extremo condi-
ctonado (estricto) para la fum:ubn a{,,(x) respecto de las ecuaciones de enlace (43.3)
cuando, y s6lo cuando, £ + o » %) es un punto de extremo ordinario
(estricto) para la funcién g(x}. Por €50, si, por ejemplo, en cl punto ' 1a funcién
g{x) satisface 1as condiciones suficientes para la existencia de un extremo estricto, en
este punto Ja funcién fyfx) tendré extremo estricto condicionado respecto de las
ecuaciones de enlace (43.3). Las condiciones suficientes para un extremo estricio or-
dinario se han obtenido anteriormente (véase ¢l teorema 2 cn el p. 40.2). Para
nuestro caso tienen por expresion

1) fg__(‘i_: =0i=m+1,. .M (43.35)
ax;
2) la segunda diferencial .
g = Y L L) dxgx, (43.36)
Whi=mal axlaxf
es una forma cuadritica definida positiva o definida negativa.
Si se cumplen estas condici 79 es un punto de minimo estricto o de méxi-

mo estricto para la funcidn g(x). En virtud de lo expuesto anteriormente, las condi-
ciones mencionadas son también suficientes para que X' sea un punto de minimo
(méximo) estricto condicionado para la funcién f(x) respecto de las ecuaciones de
enlace (43.3). No obstante, no son comodas para el empleo practico, pues requieren
que se conozea la funcién g(%). Por ello, partiendo de las condiciones suficientes ob-
tenidas de un extremo estricto condicionado, que se expresan mediante la funcidn
g(®), llegaremos a las condiciones suficientes del mismo extremo, pero expresadas
esta vez 5610 en términos de la funcién de Lagrange y las ecuaciones de enlace.
Observemos ante todo que en virtud de la condicion (43.6), ol sistema (43.31) es

resoluble y, ademés, univocamente respecto de dx,, ... , dx,, siendo fijadas ar-

hitrariamente dx . dt El sistema (43.31) que apmamla igualdad a cero de

Iag mhmmahs&mmnmmfﬁ)mdpumx@
dfi=0,i=1,2,..,m,
cuando se cumplen las condiciones (43.3), se escribira en la forma breve asi:
df = 0, (43.37)

dondef = (fy, o oS )-
Sea xI un punto estacionario para la funcién de Lagrange F(x) (véase (43.13)).

Esto significa que dF(®) = 0, es decir, queenestepunto Vfy + ¥ V= 0.

im
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En el teorema 2, p. 43.4*, se ha mostrado que en este caso £ es un punto esta-
clonario para la funcién g(%), es decir,

dgxt™ = ¢, (43.38)
Expliquemos una vez mas la deduccién de esta formula y mostremos que
%2 = dFE g (43.39)

mmmmmmmwmmd;m,mnman = m variables
@Xpy 4 |y - o 6, En el segundo miembro de la igualdad {43.39)4as variables resten-
tes dx), ... . dv,,, que figuran en las expresiones de las diferenciales escritas, se de-
terminan a partir del sistema de ecuaciones (43.37) o bien, que es lo mismo (véanse
las formulas (43.7)),

dx, = dp ey, o X, k= 1,2, m

Aprovechande la invariacidn de la forma de la primera diferencial respecto de la
eleccion de las variables y 1a formula (43.8), tenemos

L (0
4 - § L g,
R 't

Sumemos & esta igualdad la suma (igual 2 cero) de los primeros miembros de las
identidades (43.31) multiplicadas, respectiv per las A; que in-
tegran la funcidn de Lagrange Flx) (con mis precisidn, ia /-fsima igualdad (43.31) se
multiplica por la constante A). Luego, al hacer uso de la condicidn (43.13), ab-
tendremos

R

a0 = ¥ %[f[,(x) + T h,f.(x)] dx
. ;

J=1 -1

x =0

i: a,cu(m,

Thal'

: ax
i=1
La afirmacion (43.38) queda demostrada.

La igualdad (43.39) se d ra del modo andloge. Escribamos, ante todo, la

segunda diferencial para la funcion gi€} en ¢l punto #%:

d(#®) = Z aaf"(xw}’ dx g, + E iﬁfm’d&j. (43.40)

FYER J' i=1

Luego, al haber derivado las identidades que se obtienen como resultado de derivar
las ecuaciones de enlace (43.3), es decir, las identidades

i3 —L a4+ .+ 5/ ax, =0,i=1,2, .. ,n
ax, ax,
tendremos en el punto x':
A 30 i) " @
d a
24 5dx,dx1, + ¥ VD 2y = 0i=1,2..,m  (4.4])
Lk OxOxg i i L

B— 429
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Al multiplicar la i-¢sima igualdad (43.41) por la constante A que figora en la fun-
cibn de L Fx), las expresi btenidas al do miembro de
la lgualdad (43.40); en este casa tendremos
n 2. L) (0]
] ™y
dge®™ =} Tﬁ?dxﬂx‘r + ¥ T dix;.

i=1

sE=1

donde dx., i = 1,2, ... ,n,satisface el si de ecpac (42.37). Por cuanto ¢1
punto xm es estacionario para la funcién de Lagrange, el segundo miembro de la
igualdad obtcnida se reduce a cero y de este modo la formula (43.39) queda de-
mostrada.

Diremos que la forma cuadrética d *F(x™) es cuadrética definida positiva (nega-
tiva) de les variables dx,, i = 1,2, ... , 7, a condicion de que estas variables satisfa-
cen el sistema de echaciones (43.37) siempre que para cuelesquicra dx;, i=1

L}
2, ... , @, que satisfacen este sistema de ecuaciones y son tales que E (tth',-'J2 >
i= 1L

«=> 0, se verifica la desigualdad d2F(x'®") > 0 (2R < 0, respectivamente).

Supongamos que c} punlo '™ satisface las ecuaciones de enlace {43.3) y es esta-
cionario para la funcién de Lagrange (43.13) y supongamos también que la segunda
diferencial de la funcién de Lagrange en este punto es una forma cuadrética defini-
da positiva (negativa) de las variables dx,, ... , dx, & condicion de que cllas satisfa-
cen ¢l sistema de ecuaciones (43.37). Entonces, de (43.18) y (43.39) proviene que £
5 un punto estacionario para la funcién g(2) ¥ que la segunda diferencial de esta
funcion en el punto 2% es una forma cuadratica definida positiva (negativa) de las
variables dx,p, | 1. --- , @X,, ¥, por consiguicnte, la funcién g (%) tiene en el punt.o)r?(cu
un minimo (mAximo) estricto; quiere decir que la funcitn fy(x) admite en el punto
x® yn minimo (méximo) estricto condicionado respecto de las ecuaciones de enlace

43.3).
¢ El)'lum:iemos ¢l resultado obtenido en forma del teorema.

Teorema 3. 5i x™ = (x{, ... , x®) satisface las ecuaciones de enlace (43.3) y es
un punto estacionario para la funcién de Lagrange (43.13) y si la segunda diferen-
cial de'la funcién de Lagrange en este punto es la forma cuadrdtica definida positiva
{negative) de las varigbles dx, ... ,dx. a condicidn de gue éstas satisfacen el siste-

.ma de ] {43.31), ] x“is &5 unt punto de minimo (mdvimo} estricto
‘condicionado para la funcién f, respecto de las ecunciones de enlace (43.3).

De este modo, con el fin de investigar el extremo condicionado de un punto esta-
cionario de la funclén de Lagrange (43.13), se debe lizar sl es o no definid:
forma cuadrética (43.39), es decir, examinar la segunda diferencial de la funcion de
Lagrange en este punto, siendo curnplidas las condiciones de enlace (43,3} (cuando
Ins diferenciales di;, i = 1, 2, ..., #, estan ligadas entre si por las relaciones
{43.31)). En este caso hemnos de tener en cuenta que si la segunda diferencial de la
funcion de Lagrange en el punto que se considera resuita ser definida pesitiva {ne-
gativa) sin que se cumplan las condiciones de enlace, lo ser, por supuesto, cuando
dichas condiciones s¢ cumplan.
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Supongamos, por ejemplo, que se requiere hallar los puntos de extremo de la
funcidn fix, ) = xy, cuando €l punto (x, ¥y} se dispone en larectax — y = 0. La
funcidn de Lagrange serd, en este -caso, Fix, ») = xy — Alx — y), ¥, tomo
~ OF
T =y =h, -ﬂy = X + k, entonces para la determinacidn de-los puntos esta-
cionarios de la funcion Fix, ) que satisfagan las condiciones de enlace tenemos un
sistema de ecuaciones

x=-y=0,
y—i=10,
x+ h=0,

de las cuales s¢ desprende quex = y = X = 0,

Investiguemos en el punto (0, 0} 1a segunda diferencial de la funcidn Fix, )
siendo cumplidas las condiciones de enlace, es decir, cuando dx — dy = 0. Tene-
mos

d3F = 2dxdy, (43.42)
¥, DOr consigui , 51 se cumplen las condiciones de enlace,
dF = dxt =0, (43.43)

&5 decir, la segunda diferencial (43.42), répresentando una forma cuadratica indefi-
nida, se convierte, siempre que se¢ cumplan las condiciones de enlace, en una forma
cundrética definida positiva (43.43). Por eso {0, 0} &5 ¢l pumo de minimo estricto

condicionado para el problema que acabamos de considerar. Esto, ademds, se ve
el de lo sigui alo largo de la r:r:lax —-y= ﬂla funcidn fix, y) =
tomara la forma f(x, x) = 22, iti ), ev ,en el ponte x = ¢ un

minimo estricto.

Ejercicios: Héllence los puntos de extremo condicionado de las funciones con las
ecuaciones indicadas de enlace:

x ¥

=2 4+ 4 N

1 = b,x + ¥ 1
2e=xe Y 42 o,

a b

=+ Y+ = Lx+y+2=0.
duz=x*+y+ 25 Av+ By + Co+ D=0,
Sumey-—zildado?2on-o0
6. Héllese el valor méximo de la funcién z = xy en ¢l circulo unitario x2 + »? 5 1,
7. Inscribase en un circulo de radio dado un n-Agano de dréa méxima.
8. Represéntese el niimerc & > € en forma de una suma de los sumandos x yooer o X deun

modo tal que ¢] producto gl afe, = 0,7 = 1, ..., #) asuma el valor mbzxime.
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CALCULO INTEGRAL
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§ 4. INTEGRALES MULTIPLES

44.1. CONCEPTO DE YOLUMEN EN UN ESPACIO n-IHMENSIONAL
(MEDIDA DE JORDAN). CONJUNTOS MEDIBLES

Recordemos brevemente los conceptos principales relacionados con la definicion
de vol n-di ional (area, don = 2)y demos a conocer la nueva defini-
cién de volumen (medida) de un conjunto la que se diferenciari de la introducida
antes (véase ¢l p. 31.1).

Sea R" un espacio euclideo n-dimensional (7 = 1,2, 3, ...). Sus puntos se desig-
narn, como siempre, conx = (), ... , X,), dondex;, i = 1, 2, ... , m, s0n las co-
ordenadas del punto x en cierto sistema de coordenadas fijado de una vez y para
siempre. Fijemos un nimero entero no negativo &, (k = 0, 1, ...). Consideraremos
el i-ésimo eje coordenado (f = 1, 2, ... , 1), €5 decir, un conjunto de puntos ¥ cuyas

coordenadas son X, = ... = X, _ | =X, , | = ... = X, = 0. Por los puntos del
eje que tienen lasceordmdas del upax Iﬁ km,m = 0, 1, £2, ... tracemos
unos hiperpl de di ién n — 1 ortogonales al eje mencionado, El conjunto

de todos los hiperplanos de esta indole construidos para todos los ejes coordenados
X,i= 1,2, ... ,n, engendra una familia de los cubos cerrados n-dimensionales del

tipo
m m; + 1
Q"={x:v1—0‘£sx{s—'l?—_,a‘= l.2,.,..ﬂ], (44.1)

donde my, i = 1,2, ..., n, 16 independi uno del otro ¢l conjunto
de todos los nimeros reales.

Los cubos (44.1) se llaman cubos de rango k, |a totalidad de ellos se designa con
Tk=0,1, ...

EI conjunto de todos los cubos de rango k cubre, obviamente, todo el espacio, es

R= |J Q.
Ty

Dos cubos de un mismo rango pueden lener en calidad'de puntos comunes sblo al-
gunos de sus puntos de frontera, Cuando n = 1, el cubo {44, 1) es, evidentemente,
un segmento y cuando n = 2, un cuadrado.
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Fig. 175

El niimero 1/10*" lieva el nombre de volumen a-dimensional del cubo {44.1) y se

denota con uQ": s
uQ" = 107k

Para un conj S, que rep la unién de un nimero finito o numerable de di-
ferentes cubos Q}'de rangodado k,j = 1,2, ... :

S= QG QeTy,
/

su volumen n-dimensional 4§ se determina por la igualdad
wSY ¥ uon (44.2)
i

Por lo visto, S es un nimero no negativo o + o,

Sea ahora X un conjunto arbitrario en R”. Designemos mediante 5 = 5,(X) el
conjunto de puntos de todos los cubos n-dimensionales de rango & integramente dis-
puestos en X, y mediante §; = S5,(X), ¢l conjunto de puntos de todos los cubos
n-dimensionales de rango k, cada uno de los cuales se interseca con el conjunto X
por un conjunto no vacio (k = 0, 1, 2, ...):

"g(X’ — U o, S‘-(X) = U L2 ls - Tg-
@ cx FPnxme
De este modo, todos los-cubos de rango , contenidos en 5, %¢ disponen en ¢l con-
Jjunto X, mientras que los cubos de rango &, contenidos en 8, forman un recubri-
miento del conjunto X (fig. 175), es decir, 5;{X) C X C 5,(X). Cabe notar que el
conjunto X se dispone ‘‘estrictamente dentro” del poliedro Sy = 5X), es decir,
no se interseca con su { a5, Efecti , elpugtox € X N 85, no puede
existir, puesto que si fuera punto de frontera para S, perteneceria a la cara de cierto
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cubo de ranga k. Ya que los cubos en consideracién son cerrados, entonces, par de-
finicion del poliedro S, le pertenecerian a & todos los cubos de rango & gue con-
tienen dicha cara, pues ésta Gltima contiene el punto x € X, De este modo, el punto
citado no seria punto de frontera para S,

Es evidente gue

SpC S C o CsC8 ) C o 8853385 385,,,30 -,
¥y, por consigniente, en virtud de la definicion (44.2),
WS usy € e € S K Sy e oSy 2 a5 2 2 S RS 2 e
(44.3)
De este mado, se han obtenido dos sucesiones mondtonas cuyos 1Erminos son los
elementos del conjunto ampliado de nimeros reales R (véase el p, 2.5), a saber, o
bicn los nameros reales no negativos, o bien + o=, Por eso, para cualquier conjunto
X C R" siempre existen los limites finitos o infinitos
Jim s, (X0 y lim_ xS,(%)
Definiclon 1. El lfmite finite o infinito lim ”:c{X} lteva ef rombre de medida
3

de Jordan') n-dimensional inferior o interigr del conjunto X y se designa mediante
[T

peXE Tm s (X0, (44.4)
mientras que el limite Iin}“ S (X) se denomina medida de Jordan n-dimensional
superior o exterior del conjunto X y se desig fiarite p*X,

X E lm S ). (44.5)

Si las medidas inferior p, X ¥ superior p*X del conjunto X son finitas y coinci-
den, ef conjunto se llama medible segin Jordan. Ei valor general de las medidas de
Jordan inferior y superior del conjunto medible X se designa con pX y se llama tre-
dida de Jordan n-dimensional o volumen n-dimensional del conjunto X:

X = p X = p*X. (44.6)

Para un conjunto vacio debe ser, por definicién, p2 = 0.

A veces, en lugar de X se escribird u X, con el fin de subrayar que se trata aqui
de una medida del.conjunto X que se considera como el subconjunto del espacio
precisamente n-dimensional.

En lo gue sigue, para simplificar, la medida de Jordan se llamard simplemente
medida v tl conjunto medible segin Jordan, conjunto medible.

Por conjunto medible, como lo muestra ¢l mismo sentido de la palabra “'me-
dible™, sc entiends en las mateméaticas tal conjunto puntual en B" gue pueda ser me-
dido de tal o cual manera, es decir, a ¢ste conjunto se le puede asignar, rigiéndose
por ciertas reglas, un ROMETO no negativo que representa un volumen en el caso tri-
dimensional, una area en el caso bidimensional y una longitud, en el caso unidimen-

NC, Jordan (1838 — 1922), matemético francés.
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sional. Si la dimensién de un espacion > 3, el conjunto, medible segiin Jordan en
este espacio, sellarnacubfcabfe venelcasoden = 2, cuadrable. Los términos rela-
tivos a los conjuntos cubi y cuadrable reflejan el hecho de que la medicion
mencionada arriba del conjunto se realiza por medio de los cubos, o los cuadrados,
respectivamente.

Por céleulos inmediatos no es dificil comprobar que si el conjunto X representa
en si una unidén de un nimero finito de dife cubos n-di ionales (mn = 1,
2, ...) de rango dado, es mediable y su medida de Jordan coincide con la medida de-
terminada por la igualdad (44.2).

Para todo conjunto X es evidente que

50 2 0, uS,00 > 0,

cualquiera que seak = 0, 1, 2, ... .

Pasando al limite para k — oo, obtenemos g X = 0, u*X = 0. De aqui se dedu-
ce la siguiente propiedad de la medida de Jordan.

Propiedad 1°. Para todo conjunto medible, pX 2 0.

Observemos ahora que en virtud de las definiciones (44.4) y (44.5), para todo
conjunto X queda definida una medida de Jordan finita o infinita, inferior y supe-
rior, Ademds, puesto que para todo k = 0, 1, 2, ... se verifica la desigualdad
0 £ ps,(X) £ uS,(X), entonces, al pasar al limile para & — o=, tendremos para
cualquier conjunto X

0 u X g p*X.

De aqui proviene evidentemente que si la medida superior del conjunto X es igual a
cera, u*X = 0, ¢l conjunto X es medible y uX = 0.

Si en el conjunto X se tiene un punto interior, existe tal nimero k4 que el con-
junto skn(X] serd no vacio; por lo tanto, F‘-’.&-D(X) > 0, de donde, en virtud de (44.3),

(44.4) y (44.6), se deduciré que p X > 0. Efectivamente, si x €5 un punto interior
del conjunto X, existe tal £ > 0, que el entorno esférico U(x, &) estd contenido en X
Por ello serd suficiente tomar tal rango k; que la longitud de la diagonal de un
cubo*? de rango ky sea menor gue £:

10-*0vn < e,

En este caso el cubo Q" de rango &, que contiene el punto x (por lo menos un cubo
de esta especie siempre existe) se dispondra integramente dentro del conjunto Skl {X)
(fig. 176). Por esta razdn

2l X) 2 Q" > 0.

De lo expuesto se infiere que la medida de Jordan inferior de cualquier conjunto
abierto G es siempre positiva; p,G > 0,

Observemos que el volumen de un conjunto abierto, determinado anteriormente
en el p. 31.1, coincide con su medida de Jordan inferior. No obstante, para cons-
truir un andlogo, bastante general de la integral de Riemann en el caso de las fun-

*! La diagonal de un cubo n-dimensional con la arista de longitud o es igual a oV,
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Fig. 176

ciones de varias variables, s6lo ¢l concepto de medida de Jordan inferior resulta in-
suficiente. Para este objeto es muy cdmodo el coneepto de conjunto medible segiin
Jordan.

Si el conjunte X es acotado, X ¥ p*X son siempre finitas, En efecto, del
hecho de que el conjunto X es acotado proviene gue dicho conjunto se interseca so-
lo con el conjunto finite de cubos de rango nulo y, por consiguicnte, S,(X} sc com-
pone del nimero finito de cubos. Por ello, de acuerdo con (44.2), uSylX) < +o=.
Pero, para todo & = 0, 1,

S, C S4X) C Syx).

Por esta razon

0 < w5 (X € pS 00 £ pSpX)
De aqui, pas:'ndo al limite para & — + oo, obtendremos
0€ u, X € p®X g u5lX) < +om,

¢s decir, las medidas p, X v 4*X son finitas,

Si, en cambio, el conjunto X no es acotado, paratodo k = 0, I, 2, ... ¢l con-
junto S, (X) se compone de un numero infinito de cubos de rango k. Por eso, en Vir-
tud de la férmula (44.2), para todo k tenemos S, (X} = +o=, por consiguiente,
también w*X = + o, es decir, €| conjunto X es a ciencia cierta no medible. De
aqui:

si un conjunto es medible segin Jordan quiere decir que es acotado.

Las medidas de fordan, tanto superior como inferior, poseen la asi lamada pro-

piedad de fa. E la ent forma de un lema.
Lems 1. §i X, C X, se tiene
HoX| £ i, X5 0%, € p*X,. (44.7)

Esto se deduce directamente del hecho de que paratodo k = 0, 1, 2, ... tienen
lugar las inclusiones

50X CsplX),  5i(X)) € SUXy), (44.8)

pues la primera de ellas significa que un cubo de rango & dispuesto en X, se dispone
también en X, mieniras que la scgunda =s indicio de que un cubo de rango & que se
interseca con el conjunto X, se corta también con X,. Ambas afirpaciones pro-
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vienen de la inclusién X; C X,,. De (44.8), en virtud de (44.2), se desprende la-vali-
dez de las desigualdades
wsp (X)) £ pspdXo), wSX)) £ pSplX5).

Al hacer tender &k hacia + o, obtenemos en limite (44.7). O

Corolario 1. Si X, C X, y pX; = 0, se tiene pX| = 0.

Efectivamente, en vista del lema 1

0 p*X, € u*X; = pX; =0

Por tanto, u*X,; = 0, de donde también X, = 0. O

Corolario 2. Si uX = 0y X es una clausura del conjunto X(véase el p. 18.2), en-
tonces uX = 0.

En efecto, de la condicién pX = 0 se infiere que para todo £ > 0 existe un ran-

go k tal que
B X < e.

El poliedro Sg(X) se compone de un nimero finito de cubos cerrados (si el ni-
mero de cubos de rango k contenidos en €l conjunto (X} fuera infinito, entonces,
de acuerdo con (44.2), su medida seria infinita: uSy(X) = +o2) y, por ende, esun
conjunto cerrado: 500 = S(X). Pero, X C 5,(X), por lo cual X C
C 5,(X) = S (X). De aqui u*X £ p*Sy(X) = #S,(X), ¢s decir, para cualquicr & > 0:

w'X < e,

Esto es posible s6lo cuando pX = 0. O
Del lema 1 se desprende la siguiente propiedad para los conjuntos medibles.

Propledad 2° ( in de ln medida). 5i X, y X, son unos conjuntos me-
dibles segiin Jordan y X, C X, entonces
pX) S pXy. (44.9)

Lema 2 (semiaditividad de la medida superior). Pora roda totalidad finita de
conjuntos X, X, ... , Xu, tiene lugar la desigualdad

U x5 U wx (44.10)

f=1 I=i
DEMOSTRACION, Para cualquier rango k = 0, 1, 2, ... se verifica la igualdad
m m
s,,( U x)= U s&x.
J=1 i=1 o
En efecto, cada cubo de rango & que se interseca con el conjunio U X, se
f=1

interseca por lo menos con uno de los conjuntos X} y viceversa. Por ¢llo, en virtud
de (44.2)

uSy U XJ. = p U Sn(X;)£ Z }lsgfx_,r)v
=1 i=1 Jal
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Pasando aqui al limite para k — + o, obtenemos (44.10). OJ

Corolario. La unidn de un némero finitc de los conjuntos de medida cero tiene
medida cero.

En efecto, si pX; = 0,j = 1,2, ... , m, entonces, en virtud de (44.10)

" m m
{odlil 5 X; E X = z HXJ- =0
J=1 i =1 J=1
Por consiguiente, el conjunto | J X ', es medible y su medida superior y, por tan-

J=1
to, la medida son iguales a cero:

p UJ X;:O.D
i=1

Eiercicios. 1. Pruébese que Ja unibn de una totalidad numerable de los conjuntos cuya
medida de Jordan es cero puede no tener la medida cero,
2. Demuéstrese que si X, y X, son los conjuntos abierios, entonces

B U X £ p X+ p X

Indicacion. Es atil aprovechar la afi 10 ida en el ejercicio 14 del p. 18.3.
iSerd siempre vilida esta desigualdad, es decir, sin la suposicién de que los conjuntos X,
¥ X, son abiertos?
1. Dése un ejemplo de tales conj disj X,y X, que

X U XD # ptX, 4ot
El criterio de mensurabilidad de los conjuntos se establece mediante &l siguiente
teorema.
Teorema 1. Para que el conjunto X sea medible segiin Jordan, es necesario y su-
[ficiente que sea acotado ¥ que su frontera 3X tenga medida de Jordan igual a cero:
wdX = 0. (44.11)

Cualquiera que sea el conjunto X, designemos mediante o, = 7,(X) el conjunto de
puntos de aquellos, y sélo aguellos, cubos de rango & que estan contenidos en §,(X)
¥ no s¢ contienen en 5, (X):
o lX) = u o
sy

De este modo, €l conjunto ¢,(X) se compone de los cubos cerrados y la diferencia en
el sentido de la teoria de conjuntos S ,(X)\s;(X) se contiene en el conjunto o,(X) v,
en el caso general, no coincide con éste, Por otra parte

SN 00 = 0,0

Antes de demostrar el leorema demos a conocer un lema.

*ILa raya por encima del conjunto significa, como siempre, su clausura (véase ¢l p. 18.2)
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X

Fig. 177

Lema 3. Para todo conjunto acotado X C _R"’ son vélidas las inclusipnes

X C p(X) C §,(3X). (44.12)
DEMOSTRACION DEL LEMA, Mostremos primero que
X C a(X). (44.13)

Por cuanto X C §,(X), se tiene X C 5,(X). El conjunto 5;(X) se compone, por ser
acotado el conjunto X, de un namero finito de cubos cerrados y por esta razon es
cerrado: Sp(X) = §y(X). Por igui para cualquier k = 0,1,2,... , X C
C S,(X), por ende, también 34X C 5,(X), pues X C X.

Tomemos un punto de frontera x del conjunto X: x € 4X. En virtud de la inclu-
sin 4X C 5,(X) existe por lo menos un cubo Q" derango k tal que x € Q"yQ@"C
C S5,(X). Si " no esté contenido en 5,(X), entonces, por lo visto, Q" C 0, (X) ¥,
por tanto, también x € a,(X).

Si, en cambio, Q" C s(X) (fig. 177), entorices, en virtud de las inclusiones
x € @'y Q°C 5(X) C X, ienemos x € X. Por eso, en este caso, todos los cubos
de rango k que contienen el punto x, s disponen en S,(X), pues la interseccién de
todo cubo de esta indole con el conjunto X contiene ¢l punto x y, por tanto, no ¢s
vacia. Todos estos cubos no pueden per al junto X, de lo contrario el
punto x no seria punto de frontera del conjunto X, sino el interior. Por ello, entre to-
dos los cubos de rango k que contienen ¢l punto x existe por lo menos un cubo Of
que no se contienc en $,(X), s decir, QF C 5,(X), pero @ ¢ 5,(X). De aqui se de-
duce que QF C oy(X}), v, dado que x € Qf, entonces también en este caso
x € g (X). Ej punto x fue punto arbitrario de la frontera 4., y por eso, la inclusién
(44.13) se ha demostrado.

La segunda inclusién (44.12), es decir, la inclusion 0, (X) C 5,(2.X) sc demuestra

de un modo més fécil, sin que incluso se suponga la del conj X. Todo
cubo Q" de rango k, que se dispone en o tiene, a ciencia cierta, tanto los puntos
del conjunto X (pues, en virtud de la de ién de conjunto o,(X), cualquier cubo

de rango k, contenido en este conjunto, se contiene también en Sy(X), y, por lo tan-
10, se interseca con X) como aquellos que no pertenecen & X (pues, de conformidad
con la misma definicién, ningiin cubo de rango k, dispuesto intcgramente en X, es
decir, perteneciente a 5,(X), no s¢ contiene en o,(X)). Como el cubo Q" es un con-
junto linealmente conexo, hay en £l, a ciencia cierta, unos puntos de la frontera del
conjunto X (véase el lema 9 en ¢f p. 18.2). Esto significa precisamente que 0" C
{ S,aX)y.mmQ'fu:lmmbom-bimﬁod:tmpk,dispueslomukm,séﬁme

0,X) C 5,60.0 (44.14)
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5
xux,
Fig. 178

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. NECESIDAD. Sea X un conjunto medible. De
acuerdo con lo demostrado, es acotado. Luego, conforme a la definicidn de conjun-
to medible, las medidas inferior y superior del conjunto X son finitas e iguales:
poX = pX, es decir,

kling psdX) = jklim BSUX). (44.15)
For cuanto, conforme a la definicién del conjunto o (X) y la formula (44.2),
B0 (X} = uS LX) — k5 (X (44.16)

de (44.15) se infiere que
. lim  po (X) = 0. (44.17)
= 4=

4 !
En virtud de la inclusion (44.13) y la monotonia de la medida superior {véase (44.7),
para todo & = 0, 1, 2, ... se verifica la desigualdad
u*AX € p*afX) = poy(X).
Pasando al limite para X — + o, en vista de {44.17), obtendremos p*4.X = 0. Por
lo tanto, el conjunto 3.X es medible seglin Jordan y pdX = 0.
SUFICIENCIA, Sea X un conjunto acotado y udX = 0. Por definicién de la medi-
da
‘I.in: BS0X) = 0. (44.18)
En virtud de la inclusién (44.14) y la monotonia de la medida {véase la propiedad 2
de la medida) se verifica la desigualdad uo,(X) < uS,(@X), y por lo tanto (véase
(44.16)), la desigualdad
#SLX) = ps(X) € pS3X). (44.19)

Por cuanto ¢l conj Xes do, su medida inferlor p X y la superior u "X
son finitas y, por ende (véanse (44.4) v (44.5)) en la desigualdad (44.19) podemos pa-
sar al limite para & — + oo, En vista de (44.18), obtendremos

40X = p X = 0, esdecir, u*X = p X,

Esto significa preci la bilidad seglin Jordan del conjunto X. O3
Con ayuda del teorema 1 se muestra facilmenté que al realizarse las‘operaciones
de unién en el sentido de la teoris de conjuntos, como también las de interseccién y
mmén su mensurabilidad no se pmmhl Observemos previamente que para
j "X ¥ Xy, disy en ‘el espacio R", son vilides las

incluaionu {ﬁg. 178).
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80X, U X, Cax, U ax,, (44.20)
X, N Xy} CaX, U aX,, (44.21)
X N\ X} C X, U Xy, (44.22)

Demostremos, por ¢jemplo, la inclusién (44.21). Sea x € a(X, N X,}. Enton-
ceg; antetodo, x € X, N X, puesdeloguex € (X, N X ;) se deduce que en todo
entorno del punte x se tienen puntos que pertenecen simultaneamente'a X y a X,
es decir, x es un punto de adherencia tanto del conjunto X, como del X;. Si
X € 3X, 0bienx € 3X,, 0 bien tienen lugar ambos casos, entonces, evidentemen-
te, ¥ € dX, U aX,. Si, en cambio, x ¢ a:xl yx # 3X,, entonces, comox € X,y
x ¢ 9X, x es un punto interior para ¢l conjunto X, y, por analogla, punto interior
para el conjunto X, (pues la clausura de todo conjunto sélo se compone de los pun-
tos interiores de este conjunto y sus puntos de frontera; cada uno de cllos puede ser,
naturalmente, vacio). En este caso ¢l punto x cuenta con los entornos U ) C X v
Uylx) C X, cuya interseccion L) = Ujfe) N Uylx) serh también el entorno del
punto x, ¥, evidentemente, U{x) C X| N X,. De este modo, para el punto x se ha
encontrado un entorno U{x), todos los puntos del cual pertenecen al conjunto
X, M X,, es decir, x €5 un punto interior y no de frontera de dicho conjunto:
X # 3(X, N X,). La contradiccion obtenida muestra que el ¢aso en que x E3X Y,
alavez, x € 0X, es imposible, siempre que x € (X, N X,).

Ejercicio 4. Demuéstrense las inclusiones (44.20) y (44.22).

De las inclusiones (44.20) y {44.21) se establece con facilidad la validez de las

inclusiones
L

L) m m
s U xclUax, anNxcnax, (44.23)
J=1 J= 1 I=1 =1

empleando ¢l método de induccidn matemética para cualquier nimero finito de
conjuntos.

Propledad 3°. La unicén e interseccidn de un ndmero finito de los conjuntos me-
dibles segtin Jordan, como también la diferencia entre dos tales conjuntos, son con-
Juntos medibles segiin Jordan.

Efectivamente, si los conjuntos )I.'Jr son medibles, entonces, de acuerdo con el
teorema 1, pdX; = 0,i=1,2,... ,m. Por ello, debido al corolario del lema 2,

m

# L) 8X; = 0,y en este caso (véase el coralario 1 del lema 1) de las inclusiones
J=1

(44.23) se deduce, respectivamente, que

w U X;=0 p N X=0

J=1 i=l

De aqul proviene que, en virtud del mismo teorema 1, los conjuntos  {J Xy
jma
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n .p\’j son también medibles. Anélog se d ala bilidad
J=
de la diferencia entre los conjuntos medibles.
Ahora podemos demostrar facilmente que para la medida de Jordan se verifica
la desigualdad ntlop ala dwsulldld (44.10) para la medida superior. Enun-

ciemos la af
Para cualguier lomtfdadﬂutm de conjuntos medibles X |, X,, ... , X,, es vilida
la desigualdad

U x< T ax (44.24)

Jj=1 i=1

En efecto, si los conjuntos X, son medibles, se tiene x X_. wXp ¥, de acuerdo

con lo demostrado, la union U X, es también medible y, por tanto, . * U X, =

o i I=1
=u U X,. Por esta razén, la formula (44.24) en el caso que se considera coin-
J=1

cide con la férmula (44.10).

Propiedad 4° (aditividad de In medids). La medida de una unién de un nimero
finito de los conjuntos medibles segiin Jordan disjuntos dos a dos es igual a la suma
de las medidas de estos conjuntos,

De este modo, si X; son conjuntos medibles, X; N X} = @ itfi=12 ..,
m, entonces

¥ X,= ¥ uX, (44.25)

] i)

Ir'Cz

Demostremos esto. Como para cualquier rango k es vélida la inclusion 5,(X;) N

N 50X CXl"‘IXJ,d:lnwndlaanﬁX &, para i # j, s infiere que 5,X) N
N s, ) = 2, fatj,porello.deacuerdrooon(“m.

E XD = u U S4X). (44.26)

I=]
Sl:lwbod:ranpkscdispommdmwnjmox,,udiupuneumwmmla
wnién* {J X, v, por consiguiente,

i=1 -

U sc at(

f=1
De aqul, en virtud de (44.26) y la monotonia de la medida {(en ¢l caso dado incluso
de la formula (44 2)) se desprende que

T w0y = u U 200 < s 't:JI x).

=1

i=]
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Pasando al limite para &k — + oo, obtenemos

Y oaxss U X (#a.27)

(N i=1

Por otra parte, para cualesquiera conjuntos medibles se verifica la desigualdad
(44.24), Evidentemente, de (44.24) y (44.27) proviene la igualdad (44.25), es decir,
aditividad de la medida.

OBSERVACION, De las propiedades 3 y 4 se infiere que si a un conjunto medible se
le suma o s le resta un conjunto de medida cero, & conjunto obtenido seré también
medible y la medida de éste serd igual a la del conjunto de partida, Efectivamente, si
X es un conjunto medible y u X, = 0, cntonees, segln la propiedad 3'dela medida,
los conjuntos X N\ X,y X U X, s0n también medibles, Luego, de conformidad con
la propiedad 4, para X; C Xy uX;, = 0 tenemos

pX = plONX) U X = alXNXY + uXy = p(XNX).

Tomandd en consideracién la monotonia de la medida y las desigualdades (44.24)
ilegamos a que para todo X, kX, = 0 s verifican las desigualdades

kX € p(X U X)) € pX + pXg = X,

de donde u(X U Xp = ukX.

De lo expuesto proviene, ademds, que si & un conjunto medible se le agrega o se
le resta algin conjunto de sus puntos de frontera, se obtendra nuevamente un con-
junto medible de la misma medida que e conjunto dado. Esto se debe a que en vir-
tud del teorema 1, la frontera de un conjunto medible ¥, por ende, cualquier sub-
conjunto de ésta, tienen medida cero. De este modo, en particular, s el conjunte X
es medible, su clausura X = X U 3.X ¢ también medible, con la particularidad de
que uX = pX.

La afirmacién reciproca no es cicrta: exisfen unos conjunios no medibles segiin
Jordan cuyas clausuras son medibles. De ejemplo sencillo del cenjunto semejante
sirve ¢l conjunto de todos los puntos reales en cierto segmento. Dicho conjunto es
no medible (¢por qué?), mientras que su clausura estd constituida por un segmento
que s medible,

Los ciemplos de conjuntos medibles de dimension tan grande como s¢ quiera se
pueden obtener construyendo cilindros cuyas bases son los conjuntos medibles.
Enunciemos la definicién del dlindro.

Definiclén 2. Sea X, un conjunto dispuesto en la  hipersuperficie
R"—1 = [x:x, = 0] del espacio R", y sean a y b unos nimeros reales, a < b. El
conjunta

X=[x:lpXy e X, _ 0 & Xy a<x, <0

o
s Hlama cilindro n-dimensional de base X,y generatriz {paralela al eje coordenado
x,) de longitud h = b — a.

Es obvio que recurriendo a la nocién de producto de los conjuntos (véase el p.
1.2* & 41.2), podemos decir que ¢l cilindro X es un producto de los conjuntos X,y
del segmento [a, 8] : X = X, x [g, b]. §i X, es un conjunto acotado, ¢l cilindro de
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base X, es un conjunto acotado. De aqui s¢ infiere que todo cilindro, de cuya base

sirve un conjunio medible, es do, pues ¢l conj medible es acotado.
Teorems 2. 5i X, es un confunto medibie segiin Jordan del espacio R" ~ !, todo

cllindro n-dimensional X de base X, es un conjunto medible segiin Jordan del espa-

cio R" y
BX = by (X (44.28)

donde k es la longitud de la generatriz del cilindro X.

Corotario. smmwcﬂmmmm - l}d‘mmfmuhgualam,
entonces el proplo cllindro n-dii ional tiene medid stonal que es tam-
bién igual a cero,

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Observemos, ante todo, que la proyeccién®) de
cualquier cubo n-dimensional Q" de rango Kk representa un  cubo
(n — 1-dimensional Q" = ! también de rango k y

uQ" = 10750 - 1. (44.29)
Designemos mediante ¢} = 1, ... , ¢} ~ !los cubos (v —~ l}dlmen:iana.ludcrmso
kqucomponendoommost(xgymedumeg"“m.gﬂ » los cubos

(n ~ I)}dimensionales que componen el conjunto 5{X;).
Secan qf), ... , ¢, los cubos n-dimensionales de 5,(X) que s proyectan en el cubo

q""ca&,(x.,) Por cuanto X cs un cilindro, elnﬁmﬂopdeettoucubm
l._,uﬂd i mtodn:-lz + 4, por lo cual

0 = U 0 - (44.30)

Im=1  j=1

Anélogamente, el niimero r de cubos n-dimensionales Q" de 5,(X) que se proyectan
en un mismo cubo Qf ~ ‘desk{j’ojcnswpmwdo! = 1,2, .. ,m,porlocual

500 = U U o (44.31)

i=1 ymd
]
La proyeccién del conjunto |} gfj sobre el ¢je x,, es un segmento de longi-
J=1
tud p - 10~%, con la particularidad de que

P10k gh, (44.32)
pues todos los cubos ¢f) se contienen en s,(X) y, por consiguiente, en ¢l cilindro X.
Encuantoala ddmmnnwmdonaduwhulhlpeplmoﬂ"‘ bsta

reprumtnmdeloscuhmq" 1, por lo cual

* Sp llama proyeccid pr,'Xde-l j X C R sobre e hiperplano R = ' = fx :
:x, = 0] un conjunto de puntos del tipo (x,, ... , X, _ , 0) para cada uno de los cuales existe
tal x, que (xy, .. o X, _ 0 X,) € X,
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i /T "I

I

TENC )

“l= %a, - XD, (44.33)

La proyeccidn de la *‘columna de cubos™ | J 0y (fig. 179) sobre el eje x, es un
J=1
segmento de longitud 10~ %7, con la particularidad de que

r 2
1o Sh+ 1o (44.34)

Luego, cada columna de este género se proyecta sobre el hiperplano R = ! en el
cubo Q7 ~ ! que o bien se contiene en 5(X) 0 bien en oy (X)) = SIXFN5X, (el
cunjumjo ak(xo)uhninmdmdoalﬁ-’n\'owudmm 1). Por esta razdn

m r m r l _
Ry = z )'gl i = .ﬂgl ng Wﬂn_lq" -

i=1

hs

r ” r
- :g. o 1@ ™1 = o WSKXD) + podXQ). (44.35)

Observemos, por fin, que cada una de les columnas | Qz,quzsepro)m
f=1
P

en el cubo ¢" ~ ! C 5,(X,) se diferencia de la columna )  gJ, que se proyecta
J=1

en ¢l mismo cubo, sélo en dos cubos adicionados a la columna por arriba y por de-

96429
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bajo (en el sentido de decrecimiento, de crecimiento, respectivamente, de la coorde-
nada x,, véase la fig. 179). Por ello
r=p+ 2.

De agui y de las d:siguaidadu (44.32) y (44.34) tenemos

p+?. 2
:o" _W‘h 105

Debido a esta circunmd.a de las desigualdades (44.33) y (44.35), obtenemos
BSHX) = psdX) = *‘n - Sl X +

Shg——

dz’“’k{xo) i wg a1 X F ("‘ * "") oy (Xy)

¥ como llm =0, t].im poXy = 0, entonces

Jm [, S0 = 15, 00] = 0. (44.36)

10*

El conjunto X, es acotado, como cualquier otro conjunto medible. No es dificil
convencerse de que los mem conjuntos X, y X estén ligados
mediante la correlacion d(X) = V[d(X)I* + k? de la cual se deduce que ¢l con-
junto X es también acotado. Por ello, de ncuudo con 1o expuesto més arriba, tiene
medidas finitas superior e inferior. De las formulas (44.4), (44.5) y (44.36) proviene
que dichas medidas son iguales: 4*X = pu X, s decir, ¢l conjunto X es medible.

Demostremos ahora la férmula (44.28). Con este objeto multipliquemos por A la

desigualdad
By = SAXQ) € pXG € By _ (SUXD

Al aplicar las desigualdades (44.32) y (44.34), tendremos (véase también (44.33)
¥ (44.39)

BdX) = T%;ﬂ” - SUXp < hpXy € ﬁ by 15X = SO0

obeervando que en virtud de (44.36) ambos miembros de la desigualdad obienida
tienden, para k = oo, hacia un mismo limite p.X, de lo que se infiere la férmula
(44.28),

Problema 29, Constriiyase un ejemplo de regién que sea no medible segin Jordan.

Proplems 30, Demuéstrese que la medida de Jordan no depende de como se elige ¢l siste-
ma de coordenadas cartesianas.

44.2. CONJUNTOS DE MEDIDA CERO
En ¢l punto antecedente se ha establecido que un conjunto es medible segiin Jor-
den cuando, y sélo cuando, su frontera tiene medida cero. Resulta jmportante,
pues, conocer los criterios, rigiéndose por los cuales s podria establecer que un con-



44.2. Conjuntos de medida cero 131

junto tiene medida cero. Como ejemplo suficientemente general de conjuntos de

medida cero sirven los cilindros en cuya base se disponen conjuntos de medida cero

(véase el corolario del teorema 2). Otra clase amplia de los conjuntos de medida cero

sep i enel que sigue.

m‘l‘eomn 3. La grdfica de cmlquler Juncidn continua en un compacto tiene me-
cero,

DEMOSTRACION. Supongamos que Iz funcidn y = f{x) = fix;, ... , x,) es conti-
nua en el compacto 4 C R”. Sea X la gréifica de esta funcién, es decir, el conjunto
de tales puntos (x, ¥} = (x,. we s X0 ¥) €n el espacio n-dimensional RE* ' que
&y e x) e Adey = flxg, ... ,x):

X = e, ») i ey o axy) € A,y = flxy, o, X))

Mostremos que la medida de Jordan (n + 1)-dimensional del conjunto X es
igual a cero. El conjunto A, siendo un compacto, es acotado. Por eso existe tal ni-
mero natural m que ¢l cubo n-dimensional

P =kk:i-m<x;<m i=12..,n
contiene el conjunto 4 : P, O A. Con mayor razén el cubo
Poy=ki-m-l1&xsm+ 1, i=12..,n

también contiene 4 : P, . | O A, y més afin, cualquiera que sea ¢l cubo Q de cierto
rangok =0,1,2, ... .queuintumconeiuonjunto.d es decir, @ C S (A), estd
contenido tambiénen P, | : Q@ € P, _ ,. Por lo tanto, para todo k se tiene §,(4) C
CPys .Aqnlymadﬂmumadllms'u),s‘.(,h al igual que en el p. 44,1, s¢
denotan conjuntos de puntos de todos los cubos de rango & de los espacios
correspondientes que se intersecan con los conjuntos 4 C X7, XCR" L

El conjunto §, s¢ descompone en un nGmero f‘mho de "wluumu" Sﬁo
f=1,2 ..,0 una de las cuales consta de los cubos (n + 1)-dimensionales
de rango k que tienen una rmisma proyeccion (véase la Damada en la pag. 128) Q,‘. en
el espacio R7 (en la fig. 180 se muestra el caso en que n = 1)

500 = U s, prsP =0 k=01,2,... (44.37)
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Designemos con w(§) ¢l mddulo de cominuidad de la funclén fen A. Observan-
do que la diegonal (¢l didmetro® ! del cubo n-dimensional con Ja arista de longitud
1+ 10~% es jgual a vt - 107%, para 1 altura A de cada columna S tenemos
(véase la fig. 161) una estimacion

Mg w (%) + f?, (44.38)

Efectivamente, para estimar la altura hf’, a la distancia w{10~%n ) entre los valores
mAximo y minimo de 1a funcién f(x) en el cubo Off es suficiente afadir las longitu-
des de las aristas de 105 cubos més inferior y mis superior de la columna en conside-
racién 5 (esta estimacion se logra cuando los puntos de la grafica, correspondien-
tes a los valores extremos mencionados, se dispongen en las aristas, paralelas al es-
pacio R7, de los cubos de rango k). De (44.37) ¥ {44.38) obtenemos:

wshx) = »E) sp= L=
= g;,wgg)s [m(;’_;) + -]%—k:l ): kO <

< [m(%) + 7267‘] WP, . (4439

Siendo la funcidn fcontinua en el o es unifor continua en &, por
lo cual kll.m w (10=%/n) = 0, y como  lim % = 0, de (44,39) tenemos
-t -t

;IEM.. u5,0X) = 0, lo que es testimonio de que u*X = O, por consiguiente, tam-

bién uX = 0. O

En virtud de los teoremas 2 y 3, todo conjunto acotado cuya frontera puede ser
representada como ung unidn de un niimero finito de los conjuntos, cada uno de los
cuales representa o bien una parte de 18 gréfica de una funcién continua en &l con-
junto cerrado acotado, o bien una parte de cilindrg con la base de medida cero, es
un conjunto medible, pues debido a la aditividad de la medida, la medida de la fron-
tera det conjunto citado es igual a cero ¥, por lo tanto, de acuerdo con ¢l teorema 1,
el conjunto es medible. De este modo hemos obtenido la descripeidn de una clase
bastante amplia de.conjuntos medibles segin Jordan que s encuentran frecuenie-
mente en &l andlisis mdtico y en sus aplicaci . Asi, por ejemplo, los conjun-
tos planos {trapecios curvilineos, *'sectores’ de las curvas definidas en las coorde-
nadas polares, como.1ambién cuerpos de revolucion, cuyas dreas y, respectivamen-
te, volimenes, se calculaban en ¢l § 32 con avuda de la integral unldimensional de
Ri¢cmann)-$on conjuntos medibles segan Jordan, pues sus fronteras tienen medida
cero, de 1o que no e5 dificil convencerse,

De mado semejante son medibles segin Jordan los paralelepipedos y elipsoides,
en particutar, las csferas, puesto que sus fr pueden repr se on forma de
la unitn de las grificas de las funciones continuas en los compactos.

* Viase en ¢l p. 19.6 la defintcidn de di de un
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Fig. 181

Cabe notar que en ¢l § 31 se ha introducido €] concepto de medida mes'G para
los conjuntos abiertos. Al comparar la definicién para la medida mencionada con'la.
aducida en ¢l p, 44.1, vemnos que mes G = u G es decir, la medida introducida en
el § 31 es una medida inferior de }crdu Sin embargo, en virtud de lo expuesto mas
arriba, todos los conj los en los ejemplos del § 32 eran medibles se-
giin Jordan y, por consiguiente, para ellos mes G fue la medida de Jordan, es decir,
para los conjuntos mencionados tuvo lugar mes G = pG.

Resulta interesante g lizar el t 3 para el caso de los conjuntos dados
paramétricamente, en particular, para unas curvas paramétricas. Se pone de mani-
fiesto que incluso en este ¢caso, pare que las curvas en consideracidn tengan medid
czro no es suficiente que sean sdlo continuas. Existen, por ejemplo, unas curvas
xn=xM,eg g b i=12..,n/)sonlas funciones continuas en cierto
segmento [a, b]) Hamadas curvas de Peano®’ que pasan por cada punto de cierto cu-
bo n-dimensional y, por ende, no tienen medida cero.

Problems 31, Constrityase un ejemplo de curva de Peano.

Teorema 4. Toda curva plana rectificable tiene medida cero.

DEMOSTRACION. Sea drda una curve rectificable v, cuya longitud es igual a 5.
Supongamos, ademds, que r = nf), @ £ ¢ 5 b, es cierta representacién de la curva
. Dividamos la curva mencionada de manera sucesiva, o sea, en <l orden de creci-
miento del pargmetro 7, mediante los puntos ), el Bl,i=0,1,..,m,
ty = a, t, = b, en m partes de igua! longitud, es decir, adoptemos tal pmmbn
-r = [rj, ; &' del segmento [a, b], que la longitud de cada parte v, (de la curva v), de-
finide por la representacién r = f(0, 1, _ <t S 1ui = 1,2, ... ,m, tengalalon-
gitud S/M.

Dy df X, un eclrculo cerrado de radio S/m y centro en ¢ punto
rit,_,). Ya que el arco y; es d: longitud S/m y su origen coincide con el centro del
circulo X, se dispone integramente en este circulo (fig. 181). De aqu! se deduce que
toda la curva « csté contenida en ia reunion de los eirculos X2

* 1. G. Peano (1858 — 1932), matemético italiano.
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Por igui por ser 4 y semiaditiva la medida superior (véase los le-
mas ly2eneclp 44.1), 2 -
wrset U K=< E wK (44.40)
i=1 i= ]

2
Pero, u*K, = uK; = x(%) yi=1,...,m*), por lo cual, de (44.40) tenemos
s € =S%/m.

El primer miembro de Ia desigualdad no depende de m, mi que ¢l segund
miembro tiende a cero cuando m — +w.acnnucuendadebcmlw=-o (]

Ejercicio 5. Demuéstrese que toda curva rectificable tiene en un espacio tridimensional
una medida cero,

De los teoremas 1 y 4 proviene que todo conjunto plano acotado, cuya frontera
€S una curva rectificable, es medible.

44.3, DEFINICION DE LA INTEGRAL MULTIPLE

Enunciemos la definicién de la integral miitiple de Riemann, Con ¢ste fin intro-
duzeamos ante todo ¢l concepto de particién de un conjunto medible y el de finura

de dicha particién,
Sea X un conjunto medible seglin Jordan, X C R". Un sistema finito
7 = (X} =  de conjuntos no vaclos medibles seglin Jordan X, i = 1,2, ... ,igse

denomina particién del conjunto X, siempre que
1) las intersecciones de dos en dos de los conjuntos X, tienen medida cero:
BN X)) =0,i#J;
i
U x=4x
[
Elntmero §_ = méx  d(X), donde d(X) es ¢l didmetro del conjunto X,
lleva. el nombre'de_finura dé 1 particion 7.
Por ser aaitva la medida de Jordan, para toda particién r = (X} = {odel con-
jmito X tenemos o
pX = 2 n X (44.41)

f=1

En efecto, supongamos que para i fijo se tiene X?= |J X N X
ien

*) En efecto, lncm:unl'nemm C, queslu frontera del circulo K, puede representarse co-
mo jén de dos semici cada una de las cusles representa la grifica de una
funcié tinua en el segr Porello, de acuerdo al teorema 3, ¢ C = 0, por consiguien-
te, todo circulo X es un conjunto medible.
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‘o
yx*= J A} En tal caso, en virtud del p. 1) de 2 definicién de particién de

i= 1

un conjunto, u(X; N X) = 0,/ # j,porlocual X ¥ w(X,NX) = 0,es

fwl
i
decir, pX7 = 0. Deaqui pX™ £ E XY = 0, por consiguiente, uX™* = 0, Ade-
im]
mids, los conjuntos X*, X;\X* = Xp*i= 1,2, .., iy son disjuntos dos ados y,

o I
en virtud del p. 2), U XU x= U X, = X.
i=1 I=1
Puesto que
Fxleltx;\x‘):’

de todo lo dicho proviene, por ser aditiva la medida, que

ig ig
pX= ¥ wXt+pxt= Y px. 0

i=1 =

o Para simplificar las desi it a veces, en lugar de [X, }}5 ‘F escribiremos
i

Seanr = X}y’ = gx | las particiones del conjunto mediblex La particién
7" se llama inscrita en la parlw:bn 7, si para cualquier X €7 existetal clcmenm de
Xie-rquexj C X;. En este caso suele escribirse r* > r,obienr < 7.

Cabe sefalar dos prop'l:vdades de las particiones de un conjunto.

12.8ir < 7" yr" < v",setiener < 77,

2°, Para cuale jera dos partici = {X.r jyr" = |X;"] de un conjunto
medible X existe tal particién suya v quet > 7' y1 > 1",

La propiedad 1° proviene, evidentemente, de la definicién de particién inscrita.
A titulo de particién 7, indicada en la propiedad 2°, puede tomarse un conjunto de
toda una serie de intersecciones no vacias X7 N X",

Como ejemplo de particién de un conjunto medible interviene una totalidad de
toda clase de intersecciones no vacias del conjunto dado con los cubos de cierto ran-
g0 fijado k. De aqui se ve que para todo conjunto medible existen particiones cuya
finura-es tan menuda como se quiera.

Definicién 3, Sea y = f{x) = fix,, ... , x,) una funcién dada en el camunra
medible segiin Jordan X C R"ymrmpamcldu del conjunto X, r = xxgl 'p
elijamos arbitrari los p EmeX,,; = 1,2, ... , iy Una suma del tipo

o, = o fitM, ..., £) = 2 JED) X, (44.42)
=1

{leva el nombre de suma integral de Riemann de la funcidn f.

Al igual que en el caso de la funcidn de una sola variable, la definicién de la in-
tegral miltiple puede ciarse, haciendo uso del pto de limite de una suce-
sion 0 “‘el lenguaje e — &,
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Definiclén 4. HnﬂmoAssdenomhregm’dekaannduafmddujrdeu
ndan!coq}mtom:dibb‘auﬁnloru’unx C R", si cualquiera que sea la jon de

particiones 7, = 1X"1, = ,l = 1,2 .. .de!canfuumxmiquelnsfnumde
las parti T a cero ‘m—+=:”ﬁm 6,”_0.ymmqwiem
-+
que sean !aspumas(ﬁ’ meXMi=1,2,.. i, lasucesitn de sumas integrales
o, (f §0m L, %)) tiene como su limite, param ~ +oo, el niimero A:
lim o, (FE0M, . gy = 4, (44.43)

La integral de la funcién f, referida al conjunto X, se disigna mediante
[readx ovien | { ... [flxy, xp0 e s x) iy . di,.

Si existe la integral jm.hmnciénfnﬂamhtexmbkumlnﬂmnn

en el conjunto X. Las funciones integrables segiin Riemann se denominarén con fre-
cuencia in

L.ni;ualdnd(«ﬂ),udm:,lu finicién de la integral, se escribe bre
como la férmula

[fedx = 1m o, (“4.44)

En términos de £ y & este limite significa lo siguiente: mmm‘qukre; 0 existe
tal 8, > 0, que cualquiera que sea la particidn = = xji= ’ydelchmm:Xdeﬁ
-mma < &, ymlmubmmsemfm-pummzu €Xp, i= 1,2, ... , ig, se verifi-
mhds@mw

lo 0 €W, .. &0 — [fO)dX! <e. (44.45)

Recurriendo al modo habitual, s¢ demuestra que las definiciones (44.43) y (44.45)
del limite de sumas integrales son equivalentes.

Sefialemos que la definicién de la integral (44.44) en elcasoenquen = 1ya
titulo'de-conjunto, respecto al ‘cual se realiza la integracitn, sirve un segmento, no
colncide formatmente con 13 definicién de integral de Riemann, introducida ante-
riormente, de la funcidn de una sola varlable, puesto que en aquel caso se considera-
bari s6lo las particiones de un segmento en segmentos, mientras que ahora se consi-
deran:toda clasé de particiones de un segmento en conjuntos medibles segtin Jor-
dan, No obstante, s¢ puede mostrar (lo haremos en el p. 44.7*) que-paran = I am-
bas definiclones resultan equivalentes al considerar el caso en que un conjunto, res-
pecto del cual se realiza la integracién, es un segmento, es decir, ias dos definiciones
conducen a un mismo concepto de integrabilidad de lss funciones y & un mismo
concepto de integral.

Al determinar una integral referida al conjunto X C R", se pueden utilizar, para
formar las sumas integrales, no todos los elementos de las particiones 7 del conjunto
X, sino despreciar aquellos sumandos que corresponden a los elem de la parti-
Gén cuyas clausuras se intersecan con clerto conjunto fijo de medida cero, Analice-
mos esta circunstancia més detalladamente.
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Sea X un conjunto medible, X, C X, ysear = (X} Io1a particién del conjunto

X. Designemos mediante 7(X,) la totalidad de aquellos elementos de la particion 7,
cuyas clausuras no se intersecan con el conjunto X,

Xp = X X,NX,= &, X, €7 (44.46)

y,viewun.mrﬁn}.hlmndaddslqueﬂosx,pualouuﬂeuwdmmf,
se cortan con X!

14Xy = XX, N Xy + @, X €1, (44.47)
Lems 6. Sea X un conjunto del espacio R" medible segiin Jordan, X C X y
pX, = 0. En este caso
Jm ¥ w=0 (44.48)
’ X € rghXp)

Esta igualdad significa que para todo & > 0 existe tal & > 0 que cualesquiera que
sean las particiones = del conjunto X de finura 8, < 8, se verifica la desigualdad

z wXice
Xye relXo)

La sumacién en la férmula (44.48) se efectia sdlo segiin aquellos indices i, para
los cuales X, & r(X). _

DEMOSTRACION. Sea X, C X'y uX, = 0; entonces también uX, = 0(véascenel
p. 44.1 la observacién que sigue tras la demostracién de la aditividad de una medi-
dae). Por ello, para todo £ > 0 existe tal rango k que

B X < & (44.49)
Aqui.comaimpre.std’o)dmtnhtouuﬂadde!mpmlusdcmdusloswbgde
rango k que se i con & conj X, y, por lo tanto, lo recubren: X, C

c§ o

4 que X, se dispone estrictamente dentro del poliedro Sy(X,), es decir,
1o se corta con su frontera (véase el p. 44.1). Por cuando ¢l conjunto X, es acotado
y cerrado, mientras que la frontera 35,(X,) del poliedro 5,(X), igual que la fronte-
ra de cualquier conjunto, esth cerrada, entonces X, y 35,(X) se hallan a una distan-
cia positiva § uno de la otra (véase el lema 7 en ¢l p. 18.2),

& = plX,, 8S,(T) > 0. (44.50)

Por ello todo conjunto D de dikmetro d(D) inferior a §, que se corta con ¢l conjunto
Xy C X, sc dispondrs Integramente en S,(¥;) (fig. 182). Efectivamente, si
d(D) < &yexistex € D MV X, entonces (véase (44.50)D C Ufx, §) C 5,(X), don-
de, como hasta ahora, U{x, 5) ¢s ¢l entorno esférico del punto x de radio 6.

Sea ghora 7 = X)) una paricién del conjunto X de finura §,_ < 8. Entonces pa-
ra todo elemento X, de esta particién cuya clausura s corta con el conjunto Xy, es
decir, para cada X; € 7{X) tendremos X; C S,(X,). Por esta razén

U X CSyuXy-
X, € 7ol Xp)
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Fig. 182

Por consiguiente, en virtud de (44,49),

Y owxi=u U X<aS5Xj<eD
X, € TXg) X, € olXg)

Introduzcamos una designacidn més. Sea X un conjunto medible, sea
7 = [X}]} Z 'p cierta particion de este conjunto, X, € X. Para cualquier funcion f,
definida en X, pongamos (véanse (44 46) y (44.47))

Cy = S0 B = T SEONX, sy
Xy € 1)

Esta inscripcion significa que la sumacidn en el segundo miembro de la igualdad se
realiza solo segin aguellos indices 4, para los cuales X e r(Xy). Como siempre,
£ € .X;. Para la simetria de la inscripcién, las sumas integrales ordinarias de
Riemann pueden, por analogla, anotarse ¢n la forma

o= L SEOX,

Enlugar del simbolo de sumacion P a veces, para abreviar, se escribira E L El
i ET T
limite de las sumas o, x para 6, — 0 se determing por analogia con el limite corres-
pondiente de las sumas integrales o .
Teorema 5. Supongamos que Yesun conjunio del espacio R" medible segiin
Jordan y v = {X;}: = ' es la particidn en este conjunto, Xy < X y uXy = 0. Sila
Juncidn f estd acotada en el conjunto X, entonces la integral de Riemann

j/@ax = im o,

existe cugndo, y sdlo cuando, existe ef limite

GHTB T Xy

il



44.3. Definicidn de la integral if 139

Ademds, si el dltimo limite existe, es igual @ la integral | f(x)dX.

Las surmas ﬂ'(ﬁ’) se Qlamardn, para abreviar, sumas integrales incompletas
(cor Xp).

DEMOSTRACION Cualguiera que sea la particién r = [X; }} = ‘pde] conjunto X,
lael -X de todo el X; 0 bien no se corta con cl conjunto X y en este ca-
s0 X..Ef(xo) (véase (44.46)), o bien si se corta (véase (44.47)) y en tal caso
X, e 14(X,). Por consiguiente, 7 = 7(Xy) U 7(Xp), con la particuliridad de que
1{Xg) y 1,{X) no tienen elementos comunes.

Pongamos

™ SEOwx, & ex,
Wl Xa!go‘-xul ' I

Aqui la sumacién en ¢l segundo miembro se realiza segn aquellos indices {, para los
cuales X, € r(X;). Es evidente que para cualquier suma integral de Riemann se veri-
fica Ia igualdad (véanse (44.42) y (44.51))

o = 0yt Cyxy (44.52)

Por ser la funcién facotada en X, existe tal constante M > 0, que para todox € X
se verifica la desigualdad |f(x)| < M, Por eso

la, vyl < IFED wX, € M WX
oy X e%xu) X czr:ﬂwo;

Dado que, de acuerdo con el lema 6, Iim E pX; = 0, se tiene
5
XJE 'D(Xcﬂ

alhfln TrglXe) =

Debido a esto, de la igualdad (44.52) se desprende que la suma integral o_y la su-
ma integral incompleta o x simulténeamente o bien tienen los limites 0 no los
tienen cuando &, — 0, con [a particularidad de que si estos limites existen, son
iguales. ]

Del teorema demostrado se deduce que si una funcion esté definida y es acotada
en cierto conjunto medible X, entonces, al definir Ia integral como un limite de su-
mas integrales, podemos desechar en &stas todos los sumandos que corresponden a
los elementos de la particidn cuyas clausuras contienen puntos de frontera, pues £l
conjunto X, = a3.X tiene medida cerc (véase el teorema 1 en cl p. 44.1).

Del teorema 5 proviene, ademds, que si una funcién f est4 definida y es continua
en el conjunto medible X, la variacién de sus valores en clerto conjunto X, C X de
medida cero que tiene por resultado la aparicion de otra funcién, también acotada
en X, no influye en la integrabilidad de la funcion, ni tampoco en el valor de la in-
tegral de la funcién, si existe. Esto se sigue directamente de lo que con la variacién
indicada de la funcién la suma L queda inalterable, mientras que, en virtud del
teorema 5, si su limite para &, — 0 existe, es igual a la integral if[x)dx:

a,]h-t-,e Trixe = ff{x}dX.
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De esta observacién se infiere, en particular, que la funcibn f es integrable en el con-
junto medible X cuando, y sélo cuando, en dicho conjunto sea integrable cualquier
funcién que se obtiene de f por cambio arbitrario de sus vulores en los puntos de
frontera {es decir, ¢n el conjunto X N 3X) de un modo tal que los valores citados
queden, sin embargo, acotados. Al realizarse esta operacion, tampoco cambia el

valor de la integral If(x}dX. Todao esto se debe a que la frontera de un conjunto me-

dible y, por tanto, cualquier parte de ésta tienen medida cero.

De este modo, la integrabilidad y el valor de una integral de la funcidn extendida
al conj Xnod den de los val de 1a funcién en los puntos de frontera de]

conjunt medrble)( iempre que estos valores son acotados.

44.4. EXISTENCIA DE LA INTEGRAL

Como ejemplo més sencillo de funcién integrable segiin Riemann interviene la
funcién numérica arbitraria f, definida en cierto conjunto X C R", cuya medida de
Jordan es igual a cero: pX = 0. En este caso para cualquler particion r = [Xj{ =
del conjunto X tendremos pX, = Oparatodoi = 1,2, ... , i, €50, sea cual sea la
eleccién de los puntos £ € X; obtendremos f(§MuX; = 0y, por consiguiente,

(véase (44.42)), .
Iy
o, = o ik, . i) = ¥ FMx =0

im|
De aqui, de acuerdo con la definicion de la integral, ella, en este caso, existe y es
igual a cero:
W {fo9ax = lim o, = 0.
: r =

Como la funcién fes arbitraria, puede ser, en particular, no acotada, En otras
palabras, para su iniegrabilldad segin Riemann en un conjunto arbitrario medible
seglin Jordan, la condicién de que dicha funcién sea acotada no es necesaria. Recor-
demos que para que una funcidn sea integrable segin Riemann en un segmento, la
condicién de acotar esta funcidn era ja (véase el 1 en el p. 27.2). Sin
embargo, introducidas ciertas modificaciones, el teorema sobre la acotacién de una
funcién integrable resulta vilido también para la integral que aqui se considera.

Demostremos pr_evia.mem.e un lema.

Lema 7. 5 ue la funcion f estd definida en un conjunto medible se-
guin Jordan X. T= {.-\’] 'pcs tnpamc.rdﬂ de cﬂe confunto y X*, la reunién de to-

dos los elementos de dicka particién que tienen medida positiva: X* = |J X,
nX, >0
Si la funcién f no estd acotada en el conjunto X*, entonces, cualquiera que sea

ef niimero M > 0, se pueds ger los p £M € X, de modo tal que sea vilida
la desigualdad Is

| ) mtw,] > M.

Im 1
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Corolario. Sea f una funcién definida en el cony medible segvin Jordan X. Si
parg X existen las partici tan pequed comoseqm’em,paminmfesfaﬁm
ddnfnoﬁrrdmwdam {a unidn de todos el tos de medida p , o
no serd integrable en X.

DEMOSIRACION DEL LEMA, Por hipotesis del lema, el conjunto X' es una reuniom de
los elementos X, de medida positiva de laparticién 1. Puesto que cualquler particion
consta de un némero finito de elementos, X™ ¢s una suma finita de los conjuntos ci-
tados X g r. Por ello, sl la funcién f no estd acotada en ¢l conjunto X*, tampoco
estd en dmo conjunto X, de medida positiva. Sea este conjunto, para concretar,
X,. Debido a que la fl.mcibnf no esth acotada en X, se puede escoger tal sucesién
§MeX,, n= 1,2 .., quese verificaré la igualdad llmf(E“)}“ . Fijemos de

ta! 0 cual manera los puntos restantes E“’EX,pa.rul‘ = 2.3. iy dgs

Ya que Ja suma z FEMX, es un nimero fijo y pX; > 0, enla suma

im2

‘q
sEthex, + Y SE,

iml

el primer sumando tiende al infinito cuando 1 — o, mientras que ¢l segunde su-
mando #§ una constante; por consiguiente

i [, + § 60| = e
-2

Por eso, para cualquier numero M > 0 podemos elegir tal niimero n, = n (M) que
se verifique la desiguatdad

o
|f(ef}gl W+ T REOWK | > M0
iml

DEMOSTRACION DEL LEMA, Si la funcidn f es integrable en el conjunto X', es decir,
si existe el limite

Jm E FEDux; = [ fx)ax,

- |

entonces parg todo £ > 0, por ejemplo, para £ = 1, existe tal §, > 0 que cuales-

W=

quiera que sean las particiones r = [X}| 2 ﬁ]del conjunto X de finura § < &y, no
importa cual sea 1a eleccidn de los pumos ¥ e X, e r se verifica la desigualdad

‘o
l Y e, - jfmd)ft <1
f=
¥, por consiguiente, la desigualdad

- "
frogdx = 1< 3 6Pux, < {fooax + 1 {44.53)

BN
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En cambio, si la funcién f satisface las condiciones del corolario, entonces para
el conjunto X existe la particién r de finura 8, < &, para la cual la funcibn f no esté
acotada en la unién de todos los elementos de medida positiva de esta particién. En

i
este caso, conforme al lema 7, la suma E SEMX, puede hacerse, debido a la
i
cleccién adecuada de fos puntos £V € X, € 7, tan grande como se quiera en su mag-
nitud absoluta. Por ello, tal funcién no puede ser integrable, pues para ella no se
cumple la condicion (44.53). O
Mostremos ahora que si preci ¢l conjunto de medida cero, toda fun-
cion integrable serét acotada.
Teorema 6. 57 una funcién f es integrable en el conjunto X, existe tal conjunio de
medida cero X, C X: pX, = 0, que la funcidn f esté acotada en X \ X,
DEMOSTRACION. Supongamos que la funcién f es integrable en X'y el conjunto
X, citado en el teorema, no existe. Tomemos cualquier &, > 0y una particién r del
conjunto X de finura 5 < 5. Designemos con X™ 1a reunién de todos los elementos
de medida positiva. El conjunto X \. X™ es, pues, la reunién de un nimero finito
de conjuntos X, € 7 de medida cero, por lo cual ¢l mismo conjunto tiene medida ce-
ro: p(X \ X*) = 0. Consecuentemente, segln la hipbtesis aceptada, la funcién f
no esté acotada en ¢l conjunto X*. De aqui, de acuerdo con el corolario del lema 7,
llegamos a que la funcién f no es integrable. O
Probemos ahora que para una clase importante de los conjuntos abiertos me-
dibles segiin Jordan el teorema sobre la acotacién de las funciones integrables queda
enteramente en vigor. Para demostrario nos hara faita un lema geométrico.
Lema 8. La interseccién no vacia de un cubo cerrado n-dimensional con un con-
junto ablerto de un espacio n-di ional tiene la medida inferior de Jordan positi-
va.
Corolario. Para cualguier conjunto ablerto medible segiin Jordan existen parti-
ciones tan pequefias como se quiera, cuyos elementos tienen todos medida positiva.
DEMOSTRACION DEL LEMA. Supongamos que Q ¢s un cubo n-dimensional y sea G
un conjunto abierto del espaclo R” y Q N G # &, Cualquiera que sea d punto
x € QN G, por ser abierto ¢ conjunto G, existe tal entorno de dicho punto L(x)
{por ejemplo, el propio conjunto G) que
U C G. (44,54)
Noes ;f.‘l_ificll convencerse de que en el conjunto U(x) siempre hay un punto interior y
del cubo Q. Efectivamente, puede ocurrir que el mismo punto x sca interio ior para el
cubo @, ¥ en tal caso podemos tomar y = x. En cambio, si x es un punto de fronte-
ra del cubo Q, serd punto de frontera también para el conjunto de los puntos inte-
tiores del cubo. Por esta razdn su entorna U{x) contiene, a ciencia derta, ¢l punto
interior ydel cubo Q (fig. 183). En virtud de la definicidn de punto interior (véase el
p. 18.2), existe tal entorno suyo W(¥) que

i C Q. (44.55)
En vista de (44.54) y (44.55), son licitas las inclusiones
UnNnmcuxmcs Unmchmco
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¥ por ende
U N rpmcgnae. (44.56)

Dado que y € Ulx) ¢ ¥ € V(¥), la interseccién U(x) N V(y) no es-vacla, pues con-
tiene en todo caso el punto y. Luego, siendo la misma una interseccién de dos con-
juntos abiertos, es también abierta, razén por la cual (véase el p. 44.1)

pe[Ux) N V()] > 0.

En virtud de la propiedad de monotonia de la medida inferior (véase el lema | en
el p. 44.1), de (44,56) tenemos

# LU N V)] £ 4, (@ N G

De las dltimas dos desigualdades se pone de manifiesto que x,(Q N G) > 0. O
DEMOSTRACION DEL COROLARIO. Sea G un conjunto medible abierto en R”, Fije-

mos una particién del espacio R” en cubos de cierto rango k. El conjunto de cubos

Q de este rango que tienen una interseccién no vacia con el conjunto G, es finito,

pues el conjunto G estd acotado, debido a su mensurabilidad. Numeremos todos los

cubos mencionados: @, Q,, --- » Q’h' Los conjuntos X; = QNG = &,i= |,

2, -+ 4 Iy, son medibles y forman la particion 7 = (X}}/ = {p del conjunto G. En efecto,

i
por una parte X; = Q; N G C G, por consiguiente, |J X, C G, pero, por otra
im]
parte, todo punto x € G, al igual que cualquier otro punto del espacio R”, pertenece
por lo menos a un cubo Qderango k :x € Q N G. Enestecaso QO N G e 7, es de-

in
cir, para cierto i se tiene @ = @, porlocualxe QN X = X, c UJ X,. De este
o

modo, |} X;=0G.
'

= .

Luego, X, N X; C @, N Q. Si la interseccién Q; N Q, no es vacia, representa
un cubo de dimensidn inferior a n, y, por consiguiente, es fa gréfica de una funcién
continua (incluso lineal) en un compacto, Por esta razon su medida es igual a cero:
#(@, N Q) = 0, de donde también (X, N Xj) = 0,7 # j. Por fin, de conformi-
dad cone" lema 8, uX; > 0.

Existen, evid las partici del tipo indicado tan fias como se

quiera. En efecto, cpalquiera que sca § > 0, basta elegir tal rango & que sea 10~57 <

im
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< & (d(Q) = 10~ es el didmetro del cubo de rango k) y entonces
diX) = dQ,NG) <dQ) = 107n < 8, i=1 2., in

porlocual 5, < 5. O
Teorema 1. Si una funcidén es i.nurnwu en un conjunto abierto, estd acotada.

DEMOSTRACION. Supongamos que la fupcion f es integrable en un conjunto me-
dible G. Segan la definicién de integral, el conjunto G es medible segln Jordan y
debido al corolario del lema 8, existen particiones, tan pequefias como se quiera, de
dicho conjunte, todos los el tos de las cuales tienen medida positiva. Es eviden-
1e que, en virtud del lema 8 para las particiones construidas al demostrar el corolario
del lema citado, la reunién de todos sus elementos de medida positiva coincide con

¢l mismo conj G. Si la funcién f fuera no ia en G, entonces, de acuerdo
con ¢l corolario del lema 7, no seria integrable.
OBSERVACION. Segtin se ve de la demostracién aducida del t 7, ¢l carécter

abierto del conjunto G se ha requerido sblo para mostrar que existen sus parti-

ciones, tan pequefias como $¢ quicra, cuyos elementos tienen todos medida positiva,
De este modo, para todos los conjuntos que poseen esta propiedad la integrabilidad
de las funciones en ellos lleva a su caracter acotado.

Podemos convencernos con facilidad de que la cl G de todo conj
abierto medible G también tiene particiones, tan pequefias como se quiera, todos los
elemenios de las cuales ticnen medida positiva. Efectivamente, basta tomar de
nuecvo todos los cubos Q, detmmokquehm con G una interseccién no vacia, En
este caso coN mayor razon tendrin no uria i6n vacia con la clausura G del
conjunto G: @, N G D O; N G = @. Ademéis, como 5,(G) es un conjunto cerra-
do y G C S4G), entonces G C 5,(G). Por lo tanto, si ponemos X, = @, N G,
donde @; N G # @, la particion r = (X forma el recubrimi de la clausura &
del conjunto G, pues el poliedro $,(G) s¢ compone sélo de los cubos indicados Q; v,
seglin el lema 8,

wX, = WQ,N & > QN G) > 0.

Ejercicio 6. C dyase un ejemplo de funcion no da e integrable en un conjunto
de medida positiva
Si 1a funclén f esté acotada en un conjunto medible, se pueden determinar, igual
que en el caso unidimensional, las sumas superiores ¢ inferiores de Darboux.
Definlelon 5. Sea f uria funcidn acolada en el confunio medible segin Jordan X,
sear = (X}l = pla‘particién del conjunto X,
m': B Jlgfx;m' Mf = x,‘:g'; ftx). ey 2‘ . "‘D‘

En tal caso las sumas

o iy
5= 2 m[“xl' sr= E MIF‘X

llevan los nombres respectivos de sumas inferiores y superiores de Darboux.
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Para las sumas de Darboux y sumas integrales de Riemann son vélidas las si-
guientes desigualdades evidentes

5, €0, €85,

Lo mismo que para la funcién de una sola variable, para cualesquiera dos parti-

ciones 7, y 7, es licita la desigualdad
5, < S,z.

Teorema 8. Para que la funcidn f, acotada en un corjunto medible segiin Jordan
X € R", sea integrabie seglin R en dicho conji es necesario y suficiente
e Jim (5, - 5) = 0. @4.57)

Si se ¢ estas condici se tiene

Jm S, = lim s = frevax. (44.58)
La condicién (44.57) es equivalente a la siguicnte

o
a}lf‘u ,.?, wlf; X)uX; = 0, (44,59)
donde w{f; X)) es la oscilacién de la funcién f en el conj X er=|(X].

La demostracidn de este teorema es andloga a la que se realiza en el caso unidi-

mensional y se recomienda que esta demostracidn quede a cargo del propio lector.

Ejercicio 7. Endnciense las definiciones de los limites (44.57) — (44.59) con ayuda de las
sucesiones y empleando el “lenguaje ¢ — &',

T 9. 5! una funcidn es continua en un compacto medible segiin Jordan,
serd integrable en éste.

DEMOSTRACION, Sea X un compacto medible, X € R", y sea f una funcidn con-
tinua en dicho compacto. Toda funcién, continua en un compacto, esth acotada
(véase ¢l p. 19.6) y es uniformemente continua (véase el p. 19.7) en &l. Por cllo, aqui
también la demostracidén es Ia misma que en el caso unidimensional (véase el
p. 27.5): se obtiene con facilidad la estimacion

io
E w{f; XJFX[ € “ﬂy;Mo

=]

donde w(3, f) es ¢l mddulo de continuidad de la funcién f. De esta estimacion se de-
duce directamente el cumplimiento de la condicién (44.59), por lo cual, conforme al
teorema 8, tiene lugar también la integrabilidad de la funcién f. O

44.5", SOBRE LA INTEGRABILIDAD DE LAS FUNCIONES DISCONTINUAS

La continuidad de una funcidén no es una condicidén necesaria de integrabilidad:
existen también funciones integrables discontinuas. Una clase bastante amplia de las
funciones integrables discontinuas se determina por e siguiente teorema.

H—6429
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Teorema 10. 5/ una funcidn estd acotada en un compeacto medible segin Jordan
¥ el confunto de p de discontinutdad de la funcldn citada tiene medida de Jor-
dan cerc lo_funcidn es integrable segun Riemann,

DEMOSTRACION. Supongamos que la funcién ests definida y acotada en un com-
pacto, €310 €5, en un conjunto cerrade acotado X C R", con la parttcularidad de
que &l compacto X es medible sagiin JTordan. Siendo f acotada en X, existe tal cons-
tante M > 0, que para toda x € X se cumple la desigualdad

1f(0)) § M. {44.60)
Sea X, un conjunte de los puntos de discontinuidad de la funcion f. De confor-

midad con la hipdtesis del teorema, X, = 0, razén por la cual paratode £ > 0 fijo
exists tal ranga k que

(44.61)

S(X) <
Kilxe 3"4M

Esto ¢5 una consecuencia de que en el caso dado, con arreglo a la definicion de me-

dida, lim p&0X = 0. Supongamos que €l poliedro 5,(X) se compene de los
koo

cubas ¢, &, ... , Q. Denolemos con P un ¢ubo gue se obtiene de (), con ayuda

de la rransformacidén de semejanza con centro en of centra del cubo Q¥ la raeéin de

semejanza igual a tres; en este caso

uF = Q. S L. (44.62)

Pongamos P = U Pj. En virtud de las desigualdades {44.61) v (44.62), tene-
i=1

mos

wP =y U P< E WP, = ,Z':. g = 3"yskzx°)<73}_ (44.63)

Cabe notar que el conjunto P 22 obtiene de § txxo}. orlando el {ltimo con una
franja de cubos cuyas aristas son de tongitud 10 7%, por lo cual todo conjunto A de
didmetro d{A) inferior a 107 "’, que se corte con el conjunto lexo) estd contenido
en P {fig. 184):

dAY <307, ANSIX) =@ =ACP (44.69)

Designemos ahora con G el conjunta de puntos intetiores de] poliedro §(X;).
Evidentemente, G e un conjunto abierto y como, seghin la hipotesis, del 1eorema,
X ¢35 cerrado, entonces el conjunto F = X . G s también cerrado y, ademds por
se1 X acotado, el conj Fes vidn acotado, razdn por 1a cusl Fes un compac-
to. Luego, el conjunte Xy se dispone en ¢l interior del poliedro 5,(Xg), es decir,
X; € @ {seglin 32 ha observado anteriormente, véase el p. 44.1, esto tiene lugar, &n
general, para cualquier conjunto X y s¢ deduce de la definiclon del poliedro 54X
De agul sz pone claro que 1a funcién & continua en el compacta Fy, como, ade-
més, el conjunte Fies medible en su calidad de diferencia entre dos conjuntos me-
dibles X y G, entonces, de acusrdo con & teorema 9, la funcién f &5 integrable sn F,
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Por eso, para ¢ > 0 elegido més arriba, existe tal § > 0, que para toda particion 7
de! conjunto Fde nnma,?-: & se verifica la desigualdad

&
S = S <3 (44.65)

donde S,y s, _son las sumas superiores ¢ inferiores de Darboux de la funcién £,
correspcr’fciiwcnfes a la particién r del conjunto F.
Sea
5, = min (107%, 8], (44.66)

T =*ngI;':"p una particién del conjunto X de finura 5. — &, Es evidente que
7p = X; 01 F], donde X; N\ F # &, ¢s una particidn del conjunto F de finura
6".* < 8, < 8 ¥, por esta razédn, en virtud de (44.66), para 7 se verifica la des-
igualdad (44.65).
Pongamos
M; = o Sy m; = tié‘;r, S,
o i
S5,= Y MuX,s, = Y muX,
i=1 i=

M= “S‘ltlf'nff(x]. m;= _inf _ f(x),

xeX;nF
SyF - ; M ulX; N ), 5,;. = ; mu(X; N F).
xnFep XxnFs o

Todo conjunto X; € r se interseca con G 0 no se interseca, Si no se interseca, es de-
cir, si X; N G = &, se tiene X; C F y para tales indices / tencmos M, = M,
m;=m,X;NF=X,

Dadoque X, # @ yX;C X = FUG,deX;NG = & sededuceque X, C F
¥, por consiguiente, X; N F # (. Por ello, al observar que en las sumas que vienen

mn*
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abajo todos los sumandos son no negativos, oblendremos
T - myX= }: ™M —-muX < Y M -mpxnA=

xXNnGg=a xnc=a XnFead

=S, -5,.< % . (44.67)

SiX;N G # &, envirtudde (44.64) ¥ (44.66), X, C Py por esta razdn para es-
tos indices / (véase, ademas, (44.63)} tenemos

E
pXi=p U X<wP<_—. (44.68)
XnGeo XnG+e w

Al hacer uso e las desigualdades obvias m| < M, IM) < M,i= 12, ... iy
que se desprenden dircctamente de (44.60) y al aplicar la desigualdad (44.68),
tendremos

M-muX,€ L OM+ ImleX, <M WX <
ynGea xnGeo xnTseo 2
De (44.67) y (44.69) se deduce que
ig

S, —s5,= ¥ M- muX, =

{44.69)

[

= o, - mpX;+ ¥ M= muX, <+
@

xnG+e X,NG=

De aqui, de acuerdo con &l teorema 8, se deduce la integrabilidad de la funcién f en
¢l conjunto X. O

44.6. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL MULTIPLE

Consider agui las propiedades de la integral maltiple anAlogas a las de la
funcién de una sola variable por un segmento. Recordemos que la integrabilidad de
una funcién (segtn Ri ) en cierto conj P pone la mensurabilidad de és-
te segiin Jordan.

1°, Sea X un conjunto medible: en este caso | dX = pX.

Efectivamente, ¢l integrando ¢s idénticamente igual a la unidad. Por ello, si
7 = {X}§ =  es cierta particion del conjunto X, entonces (véase (44.41))

iy
fax = lim ¥ pX=ux.0
T =]

2°, Sean X y X'* unos conjuntos medibles, X* C X y sea f una funcién acotada
e integrable en X; serd también integrable en X*.
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En efecto, el conjunto X** = X X" es también medible, siendo una diferen-
cia entre dos conjuntos medibles, Sean 7* = [X?] una particién del conjunto X'* de
finura &,. y 7** = [X7*] una particion del conjunto X** de finura § .. < ... En-
tonces, 7 = X7, X7*] serd la particion del conjunto X de finura §, = §... Si

T o xpexr+ T ool XX

]

Wye = z wl(f, X p XY

entonces, evideniemente, 0 € w . € w,. Pero llm w, = 0, por locual
), lim w.e = 0, de donde proviene la Mwyabﬂid&ddels funcién f en el.conjunto
x* [wase (44.59%). O

3°, Aditividad de la integral por los conj Si X y X" son unos conjuntos
medibles, X = X' U X", X" N X" = @, y la funcién f estd acotada y es in-
tegrable en el conjunto X, entonces las integrales !J’ x)dXx’ y I Jx)dX" existen y

;f(x)dx = y(r)dx' + pf(xw (44.70)

Ya que la exi ia de las integral If&)dx' ¥ gfl‘xldx" proviene de la pro-

mcdad 2°, nos queda demostrar s6lo la férmula (44.70). Sean 7' = (X7} ¥
™" = IX;I las particiones de los conjuntos respectlvos X' y X, En este caso
r= l)(,, ]esiapmcwndglcomuntoxysuﬁnuraeslgusl alasnﬁumadelaa
ﬁnurasdel.asparticmnasﬁ yé,-:8, = mhx{5.,8,-].

E&}EX[ 79 EX"

4= T fENuX 0. = T SaPuX),

0, = 0, + g, (44.71)
Por ser f integrable en los conjuntos X, X* y X", tenemos
= . dx,
o (0%, Ym0y = [AREKC, T op= [0

Por ello, pasando al limite en la igualdad (44,71) para 5, — 0, obtendremos (44.70). O

OBSERVACION. Conviene fijar la atencidn en la siguiente circunstancia: puede su-
ceder que la funcion f esté definida en el conjunto X = X" U X, donde X "y X"~

son conjuntos medibles, X' N X = @, las integrales j JOdX y jf(xldX" exis-
ten, mientras que la integral | f(x)dX no existe.

Aclaremos lo dicho con un ejemplo. Sean (r, ¢) las coordenadas polares de un
punto en un plano
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, sir< |,
rog) =
7 [l.r’rp sir=1,0<¢ < 2,

sea X' = [{r, ¢} r < 1] un circulo abierto y X' = |(r, w): r = 1], una circunferen-
cia, Evidentemente, p X" = 0, por lo cual, pese a que la funcibn f no esta acotada en

X", es integrable y Ef{r. )X = 0. Existe también la integral p"{r. X = 0.
No obstante, la integral jf(r.np)dk'r:fm‘idaamdmﬂowradoxw X'UX" no

existe. Efectivamente, el conjunto X representa la clausura de una region, razon por
la cual dicho conjunto tiene particiones, tan peguefias como se quiera, todos los
elementos de las cuales cuentan con una medida positiva, Por lo tanto (véase la ob-
servacion al teorema 7), toda funcién integrable en X estd acotada, en tanto que la
funcién dada f no est4 acotada y no es, por ende, integrable.

Es importante observar que la situacién semejante no puede tener lugar para las
funciones acotadas: si 1a funcion f esté acotada y es lmcnabk en los conjuntos me-
dibles X' y X", X' NX" =2, serd i bién en ¢l conj
X = X" U X", con la particularidad de que queda liut.e. la férmula (44.70). Esto
sera .demostrado en el p. 44.7°,

Sélo diremos que en el caso cuando uno de los conjuntos, X o X", tiene medi-
da cero, la integrabilidad de la funcién tada f en sur ibn, si se presup la
integrabilidad de dicha funcién en cada uno de los conjuntos, se obtiene por repiti-
cion textual de los razonamientos aducidos en la d acién del 10. En
efecto, sea f integrable y acotada en los conjuntos medibles X" y X, pX* = 0,
X = X° U X" .En estecaso si construimos, al igual que en la demostracién aduci-
da, un conjunto G O X’ (¢l conjunto X desempeiia aqui el papel del conjunto X
del teorema 10} y ponemos F = X G, entonces tendremos F € X" v, por lo tan-
to, en virtud de la propiedad 2° de las integrales, la funcién f resultard integrable en
el conjunto F, de donde se desprende, igual que antes, su integrabilidad en el con-
junto X, y, por ende, en virtud de la propiedad 3°, la validez de [a formula (44.70),
donde j Ffdx' = 0.

Del modo i se di ra la afir i6n general, pero el procedimiento
para ello resulta ser més complicado.

4°, Linealidad de la integral. Si las funciones f, y f;son integrables en el conjun-

to X, para cualesquiera nimeros \, y A, existe lo integral j[x,f 1) + Ay f a0 dX y
se verifica la igualdad

IS0 + Ml dX = N[ 100 dX + M| S0 aX.

59, Si las funcit f v g son.integrables y estdn tadas en cierto conjunto, en-
torices su producto y la razén f/g (para 'u}f lgl > 0)son integrables en dicho con-
Junto,

6°, Integracin de las desigualdades. Si las funciones f y g son integrables en el
conjunto X y si para todo x € X se verifica la desigualdad f(x) < gx), entonces
f rwax < § swax.
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7°, Si la funcibn f es integrable y estd acotada en un conjunto X, el valor absolu-
to de la funcién \f| es también integrable en el conjunto, con la particularidad de
que | j Fyaxi € jmx)l dx.

La demostracidn de las propiedades 4°, 5°, 6%, 7° se efectiia por analogia
completa con el caso unidimensional (véase ¢l p. 28.1).

8°. Monotonia de la integral de las funcl no negatl dida = los con-
Juntos, Si X y X* son unos conjuntos medibles, X* C X, y la funcion f es no negati-
va, acotada e integrable en X, entonces

{roodx* < {readx. (44.72)

En efecto, en vista de las propiedades 2° y 3°, las integrales If(x)dx" ¥
{f@d X \ X*) existen y

(fwax = fedx* + (fedE N\ X9

Como f(x) = 0, se tiene, en virtud de la propiedad 67, ;f(x]d(x NAY) 2 0,delo
que proviene la desigunldad (44.72).0

9°, Supong, que la funcion f es integrable y no negativa en un conjunto
abierto medible G, *® e G v la funcidn f es continug en el punto x'9, siendo
L) > 0. En este caso

_[f(x)da > 0. (44.73)

En efecto, por ser la funcién f continua en el punto.x'?, para todo ¢ > 0 existe
tal entorno U = U{x'?") de este punto que con cualquiera x € U se verifica la desi-
gualdad fF(x™) — & < fix) < f(™) + £. Ademas, debido 2 que el conjunto G es
abictto, ¢l entorno U siempre puede elegirse de modo tal que sea U C G.

Ju

> ;) , oblendremos para éste tal entorno UV que para cuales-

l
quiera x, pertenecientes a este entorno, tendremos f{x) > f(x_T“’) . De aqui, aplican-

do sucesi las propiedades 8°, 6° ¥ 1°, llegamos a que

{readc » ;fu)duzﬂ';ﬁjdu=m¥,‘u> o,

Al escoger & =

pues U > 0, como medida de cualquier conjunto abicrto. [

Demos a ¢ un io di de la propiedad 9°.

Corolario. Si Ja funcidn f es conti) integrable y no negativa en un conj)
abierto medible G y no es idénticamente igual a cero, entonces 'F fix)dG > 0.

10°, Aditividad total de la integral dida a los conj 'S que

la funcién f estd acotada y es integrable en el conjunto X, miemmsq;e [)F k=1
2, ... , &5 la sucesidn de tales conjuntos medibles X, C X, que
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m pX, = pX.% (44.74)
k— +e=
En este caso
lim {fedx, = {reax. (44.75)
k— +m

Por ser la integral aditiva, tenemos
VYedx - (fdx, = fmdx \ x,).

Como, seglin la hipdtesis, f es una funcidn acotada, es decir, existe tal constante
M > 0 gue If{x)] € M para todo x & X, entonces

Ipmdx - jndx,

= |jftx>artx ~ x,()‘ €
< [UWId N X) < M [dx N X = Mu(X \ X))

Segin  la  propiedad de  aditividlad de la  medida  tenemos
w{X N XY = pkX — pX,, por consiguiente

SM@EX - pX,)

! Veaax - {reax,

De aqui, en virtud de (44.74) proviene precisamente (44.75),

11°. Tcorema del valor medio. Supongamos que las funciones fy g estdn acota-
das y son integrables en el conjunto X. Si la funcidn g no cambia de signo en X y
m < fix) £ M, x € X, enfonces existe tal nimero \, m £ » € M, que

[fwzmdx = A edx.

Corolaro. Sea X un conjunto medible linealmente conexo o una clausura de un
conjunte linealmente conexo. En este caso, si la funcidn [ estd acotada, es in-
tegrable y continua en X, existe tal punto § € X, que If(x}dx = flEnX.

El teorema sobre el valor medio se demuestra por analogia completa con e caso
‘unidimensional (véase el p. 28.2). Para obtener el corolario, se debe usar el teorema
sobre los valores intermedios de la funcién continua en un conjunto linealmente co-
nexo o en la clausira de éste (véase el p. 19.6).

#4.7*. CRITERIOS DE INTEGRABILIDAD DE LAS FUNCIONES
DE RIEMANN Y DARBOUX Y LOS COROLARIOS

Supongamos que la funcién f esté definida y acotada en un conjunto medible se-
gin Jordan X, 7= [X}{Z P e Jn particion del conjunto, m; = I'l}f /.

*1 Con las sucesiones de conjuntas medibles, que poseen la propiedad (44.74), va nos en-
contramos, véase, por ejemplo, el teorema 2 en el p. 312,
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ig i
M; = sup f,s. = Y muX,S.= Y M;uX, son las sumas de Darboux,
im0 i= 1

inferior y superior, correspondiente a la particion r. Pongamos

I, = sup s, I*= inf S (44.76)

t "
1, e I* se llaman integrales de Darboux inferior y superior, respectivamente, de la
funcién f. Resulta que las i les inferior y superior de Darboux representan no

sblo las cotas superior e inferior de las sumas integrales de Darboux, sino también su
limite a condicién de que la finura de las particiones tiende a cero.

T 11. Si la funcidn f estd da en un conji medible segiin Jordan
X, resulta

Jo = lim s, 0= lim, S,

DEMOSTRACION, Dmcmremos la validez de la pmnera foérmula (la segunda se de-
muestra de modo anédlogo). Supongamos que If{(x)| € M, xe X, y estd dado
€ > 0. En vista de la definicién (44.76), existe tal particién r* = [X3 del conjunto
X que

s> I, - ; (44.77)

mp= inf fii= 1,2 . i Sea

o
U axp (44.78)

Por cuanto cada conjunto X* es medible, ud X} = 0; por ello x X;, = 0. Por consi-
guiente, existe tal rango k = k(£), que

1S Xg) € i (44.79)

3+ IM
Probemos que para cualquier particion r = X} 2 4o del conjunto X de finura
8, < 107% se verifica la igualdad
I, —e<s, g1, (44.80)
Como £ > 0 es arbitrario, esto significa que 6'1510 5o =1,

La desigualdad s, < 7, proviene directamente de la definicién de integral infe-
rior I, (véase (44.76)). Por eso basta sdlo demostrar la desigualdad

s, >1, —¢ (44.81)

a condicion de que 8, < 10~ k,

Supongamos que S, = S,(X;) se compone de los cubos Qy, ... , @,,. Por
analogia con lo que s¢ hizo al demostrar el teorema 10, designemos mediante Pjun
cubo que se obtiene de Q; por transformacién de semejanza de centro en ¢l centro
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del cubo @ y la razon de semejanza igual a 3,/ = 1, 2, ... , m. Pongamos

L]
P= I P G=X\P (44.82)
FER!

De las definiciones de los conjuntos P y G se desp que el conj G estd
separado del poliedro 5,(X,) por una *franja’* de cubos con las aristas de longitud
10, Estimemos ante todo la medida g P. De la definicidén del conjunto P (véase

(44.82)) y la desiguald ‘(44"-'9} (oompa:esecan (44.63))
,.p-#u P< z uPy=3" 2 40, = PuSX) < i. (44.83)
i= =1

Hemos de notar a continuacién que para todo conjunto 4 C X de diametro
d(4) < 107, que se interseca con el conjunto G : 4 N G # @, existe y, ademas,
el tnico conjunio Xte 7* tal que

AcCX} (44.84)

En efecto, clijamos un punto x € A N G. Puesto que A C X, entonces ¥ € X, ¥,
pmmde‘eipumoxwﬁumtenidomduwdmmwxi‘dclawﬁd&lr'. Para es-
te el to se le preci la inclusin (44.84). Efectivamente, si la inclu-
sion dada no tuviera lugar, existiria un punl.oy EANAX Yaquexed, yedy
d(A) < 107%, resulta que p(x, y) < 10~%, Por r.cn.alsu:mte el segmento que tiene
por sus extremos los puntosx ey, la longitud inferiora 107 ¥ y el extremo x dispues-
to en el conj G,nosei con el conj 5,(Xg), pues estd separado de G
por una franja de ancho 10™%. k. No obstante, de lo que un extremp del segmento per-
tenece a cierto conjunto, en el caso dado al conjunto X y el otro no le pertenece, se
infiere (véase ¢l lema 9 en el punto 18.2) que en dicho segmento exisie un punto
z & X} Mas (véase (44.78)) 0XP C X C 5,(Xp), es decir, £ € 5,(Xp). Por lo tanto,
el segmento citado se interseca con el conjunto Sy(Xy). La contradiccién obtenida
demuestra la inclusidn (44.84),

Demostremos la unicidad del conjunto X*que satisface la inclusidn (44.84). Su-
pongamos que existe un conjunto més, X7 e v*, talque A C X3, k # i. Encste ca-
sod C X}N X} Silainterseccidn XN X} contuviera por lo menos un punto que
fuera al mismo tiempo interior para lus conjuntos X7y X7, este punto seria interior
también para la interseccion XN X7 ¥ entonces tendria lugar la desigualdad
#XPN XY > 0. Bsta d.ulsuald.ud commdluz la definicibn de particién (véase el
p. 44.3), en virtud de la cual w(XTN X}) = Ocuando # k. Por consiguiente, todo
punto de la interseccion XM X}, ¥, por ende, todo punto del conjunto 4 es un
punto de frontera por lo menos para uno de los conjuntos X7 X2 Pero, en tal caso

i
Ac U axt= X, C SXy. Esto es imposible, puesto que el conjunto A se in-
i=1
terseca con el conjunto G el cual no se corta con Sk{Xo] La contradiccibn se ha ob-
tenido de la suposicién sobre la exi del 1 X7 de r* que con-

tiene el conj A, Porg tal el nto es {inico.
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Tomemos ahora una particion arbitrariaz = (X} <o del conjunto X de finura
5, < 10~*. Dividamos la suma inferior de Darboux

Jo

5= E m; pX;, m; = x':';:f“):." =012 ..,Jp
f=1 4
en dos dos correspondi a aquellasxj que se intersecan con el conjunto G

y aguellos gue no se intersecan con él y, por lo tanto, se disponen integramente en el
conjunto P (véase (44.82)):

s, = ); mX;+ ¥ muX (44.35)
XNG=a Hoe
Al emplear la desigualdad evidente
Imjl M, j=1,2,...J (44.86)
donde |f(x)l € M, x € X, y la estimacitn (44.83), obtend
E m_,nleq E Im;l pX; <
X;cp X TP
£ €
<MY wsMe U X SMP<M_—= .
X, TP x;cp 3
En particular, z mpX; > - £ | Por esto de (44.85) tenemos
X, TP 3
€
w3 § o muX -3 (44.87)
X w & 3

Diremos ahora que d(X)) € 8, < 10~*, razén por la cual para todo X, que se
interseca con el conjunto G, existe, en virtud de (44.84) tal X7e r*, que X, C X7
i di G la reunién de todos aquellos X que se intersecan con G y

estén contenidos en X7
G; = U X
X; cx;,X_,-nG » @

Agrupando en la suma ; m; uX; los sumandos contenidos en un mismo
Xnocw=d
7]

conjunto Gy, escribamos la suma citada en la forma

g

o 785 1K (44.88)
x_,n);;e s ;2:1 xjgs, Y

Con el fin de estimar la suma interior, observemos que para todo i = 1, 2, ...
- » I, de& acuerdo con la igualdad obvia

Xt= (XTN GV (X*\.G) = G;U (XI\ G)
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(la segunda igualdad proviene de la inclusién G; C X7),
miuXt= mpuG; + miut?\ G) =

=mip U X;+ mXI\ G) =
xcG

=mp Y pX+ miulXEN G (44.89)
X< Gy
Esti el seg Todo punto x € X?™ G, pertenece a cierto con-
junto X; €7 : x € X;. Este conjunto X, no puede intersecarse con G, puesto que to-
doX e, que se interseca con G, esth ido integr en cierto el de
la particibn r* (véase (44.84)). Por cuanto la interseccién X; N X}Pno es vacia;
xeX;NXha titulo de este elemento en el caso dado puede intervenir solo el con-
junto' X7 es decir, X, C X} Mas, en vista de la definicién del conjunto G, tendria
lugar en cstas ci:cunmcfas la inclusién XJ- < G ¥, por lo tanto, ¥ € G, Esto
contradice la suposicién de que x € X?\, G, Asipues, el conjunto X; no se interse-
cacon Gy, por ende, X_r- C P. De aqui s¢ deduce, ¢n particular, que ¥ € P. Yaquex
¢s un punto arbitrario del conjunto X\ G,, se tiene X}~ G; C P, por lo cual
XING; C XN P,
Al hacer uso de dicha inclusién y de la desigualdad (44.86), tenemos
mruXN G) € Mu(X7N P).

Sustituyendo esta desigualdad en (44.89), tendremos

3 4.

mpXr< Y X + Ma(X0 P).
X € G
Ha de notarse ahora que de la inclusion XJ, € G; C X} proviene la desigualdad
m$ < m, (a cota inferior de un subconjunto no s menor que la cota inferior del
propio ¢onjunto) y obtenemos

‘miuXT < 2 m;pX; + M p(X70 P,
x/C g
de donde
T muX; 3> mpuXy - M uXr0 P).
xco

Al sumar ambos miembros segiin { desde 1 hasta i, en virtud de (44.88), tendre-
mos

o in
% mpX; 2 z muX,—-M ¥ wXINP)=s.-
X0 w2 Rl =1

i
-M 2 wXTN P,
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Puesto que, de acuerdo con (44.83),

i L]
Y wraP =y U NP pP<—,
i=1 im |

&
M

resulta e
; mpX; > 5,0 = = (44.90)
XiNeGw o

Al aplicar, ahora, sucesivamente las desigualdades (44.87), (44.90) y (44.77), ob-
tendremos

2
5> m, uX; = —>s,.-—>f
x;ngaa / 3

es deir, la dmsu!.ldad (44.81) y, por botamn. el teorcma 11 se han demostrado, O

Con ayuda de dich dos criterios de integrabilidad
de una funcidén a.col.n.d.l

Teorems 12 (criterio de Darboux). Una funcidén acotada en un ooniuulo medib!e
segun Jordan es integrable segun Ri [ i, ¥ sélo do, sus integ Su-
perior e inferior de Darboux son iguales.

DEM(JSTRACION Sean [, ¢ I™ las integrales de Darboux, inferior y superior, res-

pec de[a- i6n f que es da en un conjunto medible X. Por consi-
guiente, para lquier particién r del conjunto X se verifican las desigualdades
(véase (M.TS)}

s, €I, €I°< S, (44.91)

NECESIDAD DE LA CONDICION [, = I*, Si la funcion f es integrable en el conjunto
X, se tiene (véase {44.57))

Jim, 8, = ) = 0.

ydadoqueO0 < f* — I, £ § — 5, entonces [, = I*,
SUFICIENCIA DE LA CONDICION I, = J*, Si J, = [I*, en virtud del teorema 11, te-
nemos
- = - = J* - =
a!jf-no (5, —s,.) ﬂlix_nﬂ 5, d}il-'.l-iosr r I, =0,

y, en tal caso, de acuerdo con ¢l teorema § del p. 44,4, la funcibn f es integrabie. O
Teoremsa 13 (criterio de Riemann), Una funcidn f, acotada en el conjunto medible

segin Jordan X, es integrable segun Ri do, y sélo ¢ do, para todo & > 0
existe tal particién r del conjunto X que
S, —5<¢, (44.92)

donde s, y S, son las sumas de Darboux inferior y superior de la funcidn f, correspon-
dientes a la particién t.

DEMOSTRACION. Si la funcidn f¢s integrable en ¢l conjunto X, para ella se cumple la
condicién {44.57) (véase el teorema 8 en ¢l p. 44.4), La validez de (44.92) se deduce dela
definicion de limite de las sumas de Darboux para §_— 0.
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Si, en cambio, se cumple la condicién (44.92), entonces, en virtud de (44.91),
con cualquicr £ > 0es vélida la desigualdad 0 < J* — I, < &,y,poreso, f, = I
De aqul, de conformidad con el teorema 12, se desprende que la funcion fes in-
tegrable en el conjunto X, O

Asi pues, recordando la definicién de la integral miltiple, aducida en el p. 44.3,
el teorema 8 del p. 44 .4 y los teoremas 12 y 13 del punto presente, llegamos a que las
cinco afirmaciones que siguen son equivalentes:

1) la funcién [ es integrable en el conjunto X, es decir, existe el limite
Jim o, = [ rxdx;
T

2) a:h—.{‘n S, -s)=0

o ]
3 5“"‘0 E olf; X)X, = 0,7 = (X Jo_ | es la particidn del conjunto X;
L

4) para cualquier & > O existe tal particidn del conjunto X que 8, ~ 5, < ¢g;

NI, =1

De ;m modo, ¢l cumplimiento de cada una de estas condiciones es equivalente &
1a existencia de la integral !j‘(x)dx, con la particularidad de que

eadx = Jim o, = lm s, = lm S,
b=0 5=0 8—0

OBSERVACION 1. Los teoremas obtenidos permiten ahora demostrar sin dificul-
tad la aditividad de una integral extendida a los conjuntos medibles para funciones
acotadas (véasc €l p. 44.6) en la forma siguiente: si una funcidn acotada f es in-
tegrable en los conjuntes disjuntos X, y X, es integrable también en el conjunio
X=X UX,.

Enmeiihfunﬁénfslﬂmt&daycainmbkcnlosoonjumosxlyxz,
entonces, en virtud del teorema 13, para todo £ > 0 existen las particiones r, y r, de
los conjuntos respectivos X, y X; de tal indole que

5, <=, (44.93)

4
s -J,ICE. S,i— n <3

L

Compd 7 ='r; U 7, es una particién del conjunto X = X, U X, y las sumas de
Darboiix, superior §, ¢ inferior 5, que corresponden & esta parti , 5B EXPresan en
términos de las sumas andlogas de Darboux correspondientes a la particiones 7, y 7,
seglin las formulas S, = 5, + 5,2. s, = 5, + 3, , entonces, restando de la prime-
ra de las igualdades dadas la segunda, obtenemos, en vista de (44.93)
S, -5 = [S,I - s,]) + (S,_) - s,z) < g

Del cumplimiento de esta condicién se deduce (también conforme al teorema 13)

quela funcién f es integrable en el conjunto X,

OBSERYACION 2. Como ya s¢ ha dicho en el p. 44,3, para las funciones de una va-
riable, definidas en los segmentos, disp de dos definici de la integral, a
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saber, una, dada en el p. 27.1, con ayuda de las partici de los en seg-
mentos y sdlo segmentos, yhotradeﬁmuﬁndelp. 44,3, mayudadelumi-
ciones de los scgmentos en cualesquiera conjuntos medibles segin Jordan. Estas dos
definiciones son equivalentes. .

Demostrémoslo. Para ambas deﬁnﬂomhwudid&nmommdu intégrabili-
dad consiste en el carécter acotado de la funcién en idn: véase el
1en el p. 27.2 y 1a abservacion al teorema 7 en ¢l p. 44.4 (un segmento es la clausura
del intervalo, es decir, la clausura de un conjunto abierto). Por ello consideraremos
laﬁmdénfqueest.immcndnm y [a, b). Supong que para esta

funcion existe la integral = 11.m Z J(€)uX, en el sentido del p, 44.3, es decir,
=1

para cualesquiera particiones r = [X,], ey '10 del segmento [a, ] en conjuntos X; me-

dibles segtin Jordan. En este caso si nos limitamos s6lo a una parte de particiones r,

para las cuales todos los conj X;s0n segm 35, parad, — 0, el limite

iy
de las sumas integrales z JUE)pX, referente a la parte mencionada de parti-
imsl
clones existiré también y serd igual al mismo nil 1. Por consigui , i existe
una integral en el sentido del p. 44.3, existe la misma también en el sentido del p.
27.1.

Viceversa, supongamos que existe la integral [ = j Jx)dx en ¢l sentido del p.

27.1. Entonces, de acuerdo con el teorema 2 del p. 27.4, lirn (S = 5,) = 0, don-

de r es la particion del segmento [a, b] en segmentos. Par oomlsuwnte para todo
& > Oexiste tal § > 0 que para cualquier particidn 7 del segmento [g, b] en segmen-
tos cuyas longitudes no son superiores a 5, resulta licita la desigualdad §, — s, < e.
Pero ya del imnico hecho i en la exi ia por lo menos de una particion r,
para la cual se cumple la desigualdad S, — 5, <& proviene, de conformidad con el
teorema 13 del presente punto, que ln funcién f es integrable en el sentido del p.
44.3,

Asi pues, ambas definicibnes de la integral referida a un segmento son realmente
equivalentes.

OBSERVACION 3, De lo d ado se d d bién el siguiente reforzamiento
de las condiciones suficientes de iruwabuhdad de las funciones, demostradas en ¢l
teorema 2 del p. 24.4: para que una funcién f sca integrable en ¢l segmento {a, b] en
¢l sentido de la definicién de integral en el p. 27.1, es suficiente que paratodo e > 0
exista por lo menos tal particidn r del segmento [a, b] en que para las su-
mas inferiores y superiores de Darb corr dientes a dicha particion, se veri-
fique la desigualdad S8, — 5, < &.

En efecto, en tal caso la funcién f es integrable en el segmento [a, b] en ¢l senti-
do del p. 44,3, por lo cual, de acuerdo con lo demostrado, también en ¢l sentido del
p. 27.1.

OBSERVACION 4. De la observacion | se infiere di que la
funcién £, acotada en cierto segmento [a, b] ¢ integrable segin Riemann en cual-
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quier segmento In. wl. g<q< b, s integrable también en todo el segmento (g, b]
(este hecho sc ha sin idn en e p. 33.1). Efectivamente, si
Ifix)! € M, x&[a b], yschadado ¢ > 0, entonces elijamosé,0 < 5 < b — a,

dcmodolaiqucm&:%.Porserlafundénfimcsrsblemdswnm[n,

b — 8], existe tal particién r de éste, que si 5, y 5, son las sumas inferior y supetior
de Darboux de la funcién f para esta particién, se tiene

£

S - s'(i'

Designemos con 7, la particién del segmento [a, b] que se obtiene de la particién

o del s:gmmto la, & — & por adicibn del punto &: 7, =7U [b] y sea

mg=  inf f@hMo= sup f).Sis, S, son las sumas inferior y superior de

Darboux de la funcién f para la particion 7;, entonces
S; =5, % Mp, 5, =5 + mg.
Por esta razdn
3 e &
S,n-sr°:5'-5,+(M°-mo)6<-£+ M=E+E=8

¥, por lo tanto, de-acuerdo con la observacion 3, la funcidn f es integrable segiin
Riemann en el segmento [a, b).

§ 45. REDUCCION DE LA INTEGRAL MULTIPLE
A UNA REITERADA

Pasemos ahora a las propiedades de la integral maltiple relacionadas con los ras-
£0s especificos que distinguen el caso multidimensional del unidimensional. El
empleo de estas propiedades facilita considerablemente con frecuencia el clculo de
las integrales miltiples concretas. Las demostraciones completas se darfin sélo para
el caso de las funciones de dos variables. El caso general n-dimensional no difiere,
tedricamente, del caso plano, no obstante los razonamientos en ¢l caso
n-dimensional adoptan una forma més engorrosa y, por lo tanto, dificilmente con-
templada.

45.1. REDUCCION DE LA INTEGRAL DOBLE

A UNA REITERADA
En el presente parrafo se mostrarg quellmtegmdéndehsfununnes de varias
variables puede reducirse g la integr e de las funci de una sola va-

riable. Comenzaremos por definir ¢l concepto de integral reiterada,
que en el segmento [a, b] se han dado las funciones ¢ (x) ¥ ¥ (x) ta-
les que p(x) < ¥(x), @ € x € b, y que en el conjunto (fig. 185)

X=[xy:a€<x<h e <y<0) @s.0n
estd definida la funcién f(x, »)-
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Fig. 185

Si la funcién f(x, »), como funci6n de la variable y, es integrable en el segmento
[w{x), ¥(x)] para todo x & [a, b] fijo, es decir, si para todo x € (a, b} existe la in-
¥
tegral ( f(x, y)dx y la funcién

el ¥i)
= J‘ Jx, y)dy 45.2)
wix)
s integrable en el segmento [a, b], entonces la integral
L]
f [ | fen y}dy] dx (45.3)
wix)
s¢ llama reiterada y se designa mediante
b ¥ix)
{ ax | sxndy. (45.4)
a wiz)
La funcién Mx), definida por la igualdad (45.2), se i | depen-
diente de!pam‘metm x. De este modo, la integral reiterada (45 .4) es una lntcgrnl de
la integral d de paré (véanse también §§ 53, 54).

Observemos queel conjunto X, que se define por la férmu.la (45.1), es medible en el
sentido de la medida plana de Jordan y cerrado. En efecto, de la continuidad de
las funciones ¢ y ¥ en el segmento {a, b] proviene su cardcter acotado, por lo cual el
comum.a X estd acotado. Luego, su frontera d.X se compone de las grificas de las

das ¢, ¥ y tambié qul.zas delosummmdthsmasx_ny
x = b, Cada uno de los conj tiene medida cero {véase el teorema
Jen el p. 44.2), razdn por la cual la frontera 3.X del conjunto X tiene también medi-
da cero. En fin, el conjunto X se da con ayuda de las desigualdades no estrictas
a€x<€b e <€y < ¢{x) donde las funciones ¢ ¥ ¢ son continuas, a conse-
cuencia de lo cual dichas desigualdades quedan vigentes también al pasar al limite,
de lo que precisamente proviene ¢l carécter cerrado del conjunto X. De este modo,
X es un compacto medible.

Las condiciones suficientes para que haya ia posibilidad de reducir la integral
doble a una reiterada se proporcionan por el siguiente teorema.

11—6429
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Teorema 1. Sea f(x, ¥) una funcidn continua en el conj X dado medi, la
Sfdrmula (45.1). En esze caso
b e
{§ royraxdy = | ax Lfor.mdy. s5.5)
x n win

A la demostracion del teorema antepongamos el lema siguiente.

Lema 1. En las suposiciones del teorema I la funcidn (45.2) es continua en el seg-
mento la, b)].

DEMOSTRACION DEL LEMA. Sefialemos ante todo que 18 integral (45.2) existe para
todo x € [a, b]. Efectivamente, la funcién f(x, ¥), siendo continua por totalidad de
las variables x e y, es continua respecto de cada una de ellas. Por esto, la integral ci-
tada existe como integral de una funcidn continua respecto de y en el segmento

[ (x), ¢ ).
Al sustituir en esta integral la variable y por ¢, rigiéndose por la formula
Y=+ ) =~ pIn0< <1, (45.6)
obtendremos
1
Ay = | Sl el + (000 — ] (400 — vl s
L]
Pongamos

g, 0 = flx, o) + 0 — o0N] W) = 2.

Como la funcidén g (x, 1} se obtiene con ayuda de una operacién aritmética y una
composicion de las funciones continuas f, ¢, ¥ ¥ (45.6), entonces, en virtud del teo-
rema sobre funciones continuas (véase el p. 19.5), g(x, ) es continua por totalidad
de las varjables x, ¢ en el rectangulo

A=fx,n:agx<h 0grg )

De este modo, para la funcidén F(x) (véase (45.2)) tiene lugar, debido a (45.7), una
representacion méds simple
[}
Fxy= {gx,nat

[

(més simple porque los limites de integracidn en clla son constantes).
Seashoraxela, b],x + Axelg bl.
Designemos mediante «w(8; g) el modulo de continuidad (véase el p. 19.7) de la
funcién g(x, 7). En este caso

1 1
1F(x + Ax) — Fix)l = | | atx + ax, ar - -IgL\',!)dl‘ <
o a
1

< [l + Ax 0 - g, Dl dr < @ (18xT;8). (45.8)
a
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La funcién g (x, f), siecndo inua en ¢l conj acotado 10 A, 3 en éste
uniformemente continua, por lo cual (véase el p. 19.7), .“flo w(b; g) = 0. De aqu,

en virtud de la desigualdad (45.8), tenemos:

lim [Fix + &x) - Flx)] = 0,

Ax -~ O
lo que preci implica la continuidad de la funcién F(x), definida por la fér-
mula (45.2). O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Ha de notarse ante todo que la integral en el se-
gundo micmbro de la igualdad (45.5), es decir,

« ] wix
| Pxax = | ax [swnay
b l' wix)
¢s [a integral de una funcién conti (véase el lema) y por esta razbn existe.

Partiremos ahora el conjunto X en las partes X, i,/ = 1, 2, ... , k, dela mane-
ra siguiente. Consideraremos la particién 7, = fx}; = ‘g del segmento [a, b] en k
segmentos iguales:
g=Xg< X, <...<Xx=0b,
b—-a

Xp=X .= =12, Kk,

y sea

Polx) = ¢(x),

o0 = plx) + ?1; W) = e,

wix) = elx) + {-’ ) = @),

o) = 900 + £ ) = w @] = V00

Pongamos X; = [(¢,):x,_ | S X S X9, 40) € ¥ € o0l ysearf = (X}, 4,
J=1,2, ..., k. Evidentemente, 74 es la particién del conjunto X (fig. 186). Ahora tene-
mos

[ ¥ixi k x wixl
fax { fendy=F | ax [ fxndy =
@ wix) i=l ooy wix)

* ¥ L3 wla)

=Y &y | fuend=

=l oy VR T
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4
")
¥
K y Pz
[ | ) X )aw
2 v |
: #= 1 I
1 ] 2 i
4 a b T J b =
Fig. 186 Fig. 187
* * wlx)
s ¥ ¥ a | Sy, (459
iml tm o ¥ -1l
Pongamos

my = ’}'f f‘xly)yuﬁ = s:\',l'{? Joe, )i = 1,2, .. .k
i
Observando que

|
aXy= | e = ¢ @ dx,

=1

obtendremos
b il ] ¥,
[ax | sendresy | ax '}” dy =
X1 L - ¥ -1
A
=My [ [ — ¢ ldx = My X, (45.10)
o
¥, por ‘analogfa,
x wyix)
§ ax | rendr > myuxg. @s.11)
-1 /el

Con ayuda de las desigualdades (45.10) y (45.11) para la integral reiterada [4:?.9] ob-
tenemos la siguiente estimacion en términos de las sumas inferiores y superiores de
Darboux s,; ¥ 5,5 dela funcién fx, y):
I3 13 L] ¥ix)
Sy = fE. !}:’ myuxy < f dx Lﬁx.y)dy <
k k

< ¥ ¥ Myux;=5, @512
f=1 i=1
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Pmhrmmﬁ,fdehpmicimy;d:hmamm'ﬂm_n,*= 0. En

efecto, como ya se ha indicado, las funciones ¢ y ¥ ¢stén acotadas en el segmento [o,
b] debido a su cominuidad, es decir, existe tal constante M > O que le(x)l € My

I¥{x)| £ M, cualesquiera que sean x € [a, b]. Por ello, para el digmetro d(X) de
cada conjunto X;; € 7§ tenemos

dx bl 2 méx I =
< p +[th ) = G =

X el _opexl
Zon s - 3
J( ) ; E?;ax " Hio ) = o) + [eyley — v, 0112

ey~ oxl

Observando que parax” € [x;_ |, x]1, x " € [x; _ ;, x;], en virtud de la definicién de
las funciones ¥;, se cumplen las deslsualdades

o) = eI = Tete™) = ol +2 lote™) = otx )1 +

-a ) (b—a
e} ta

F=0,1, .k,
donde wib, ¢) ¥ w{d, ¥) son los modulos de continuidad de las f

/ b
+ frw‘%w‘n < Zw(

) " ey, res-
pectivamente, asi como para todos x € [ﬂ'. b] las de.sisunldadcs
leix) = ¢, &xM =L ww = wix)] - —[\HXJ = ¢l =
| - I I | I L

_ _n_ﬂ_Lx}*w(r} v : oWl VR
obtendremos
d(X,)qJ( =2 mix lpfx™) = ¢ (&7 <

by exd

‘J?') [C5) 51

Por consiguiente, 5 1= mﬂlxn‘(xﬁ,-) — Ocuando & — + oo, Por ¢sla razdn, siendo la
Wi .
funcién f(x, ¥} integrable en X (véase el p. 44.4), tenemos

Jm sy = tim S, = ]J S, y)dx dy.

Pasando shora al limite en la desigualdad (45.12) para k — oo, obtendremos la fér-
mula (435.5). O
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¥
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y=1
! ]
¥z i
I
1
-0 1 & 7 z
Fig. 188 Fig. 189

Si el conjunto X es de tal género que existen las funciones continuas a{y} y §(»),
a(y) £ ), ¢ £ ¥ € dtales que

X=,y:e€ysdal) s x< B, (45.13)

mientras gue la funcién f(x, ¥} es, como hasta ahora, continua en X, entonces, en

virtud de que la variable x no tiene ventaja alguna ante la variable y, del teorema 1
proviene que

Ay
jircndxdy = fczr § royax. (45.14)
x '3 aly)

En cambio, si para el conjunto X son justas tanto la igualdad (45.1), como tam-
bién (45.13) (fig. 187), entonces igualando entre sf los segundos miembros de las

igualdades (45.5) y (45.14), para la funcién f(x, ¥), continua en el conjunto X, ob-
tendremos la férmula

b wixh d 2t
[ax | rendy = [ ay | fee s, @s.15)
a »ir) 3 al)

que expresa la regla de cambio del orden de integracién en las integrales reiteradas.
Se debe decir que las condiciones, bajo las cuales se han demostrado las férmu-
las (45.5), (45.14) y (45.15), pueden ser debilitadas.
Ejemplo. Calcul la integral de Iz funcitn z = x?y, extendida a la region fi-
nita G que esté limitada por une parte de la parébola y = x*ylarecta y = 1 (fig.
188). Tenemos

gfydxd,\m _i. e iy@:

1 yZI ‘xz g 4
< dy = — 1 = xddx = — .
_II 212 2 _!, ( 21

Si s¢ requiere calcular una integral doble referida a un conjunto que no puede
darse en la forma (45.1) 6 (45.13), entonces con el fin de emplear las férmulas obte-
nidas se debe tratar de dividir el conjunto dado en unas partes, cada una de las
cuales ya tendrd la forma (45.1) 6 (45.13) (fig. 189). Si se logra alcanzarlo, entonces,
por ser aditiva la integral en los conjuntos (véasc el p. 44.6), ¢l cdlculo de la integral
dada se reducird al cdlculo de las integrales extendidas a las partes mencionadas; las
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altimas integrales pueden ser reducidas, con ayuda de las formulas (45.5) y (45.14),
a las de multiplicidad unitaria.

Ejercicios. Calciilense las integrales:

l_uﬂ,x. ()i —G=5<0y>Lk—y—2>0x—y>0.
»
x

2. Ir"y’drd)-.k’:[(x,y]:ybﬂ:xy< L= Iy + P < 0.
X

!‘”xdxdy.x= o, y) i x <20,y <2;x—y+ 5> 0,xy> 6.
X

4. jn’]+vdrqy.x——-[k.y):,v<l.x—-l< . ]

i
); | 1 i *
s, J f eFdxdy. s | ==+ By,
& ¥ a
1 ] 1]
5. cos O + Ddrdy. 9. f e dy.

T sen (x} — 1)dxdy, 10.

¥
{

[ te6®+ xdxdy.
ooz
Simplifiquense las expresiones por cambio del orden de integracion (la funcidn f es conti-

nua en toda la region de integracion):

1 ¥ 3 1

I {dy | senar+ [ de [ fenpdy.

o ¥ 1 v

Vx 4 x

ax | jendy + | ax [ renar.
o 1 o

St = B

S o Y

12.

[T

\ 2 3 3- a2
B fae [ ren+ far | fend.
[ o 1 ]

14, Demuésirese la férmula de Dirichlet
& b

x ]
{ de | seody = | dy | féx, yax.
a a a ¥

45,2, GENERALIZACION PARA EL CASO n-DIMENSIONAL

Consideraremos primero ¢l caso tridimensional, Supongamos que X C R’y la
funcidn f(x, ¥, 2) esth definida en X. Desig diante X, 1a proyeccibn del
conjunto X sobre ¢l plano coordenado de las variables x ¢ y (fig. 190):

Xy = (b, y, 0): existe tal z que (x, ¥, z) € X].
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% Pe(ZY)

Si ¢l conjunto X es de la forma
=lErna:aNeX,, oy <z
donde las funciones ,(x, ¥) y ¥,(x, ») son continuas en ¢l conjunto Xx,, el cual es

representable, a su vez, en la farma (45.1), y la funcién fix, y, z) es continua en el
de partida X, ent resulta vélida la férmula, andloga a la (45.5),

b L ke
[{] soey yaxdydz = [ar | &y | feny.2dz (@5.16)
X

L ele) ey

Al reunir en el segundo miembro dos integrales exteriores, podemos escribir (45.16)
en la forma

viix.y)
jjI Seny.axdxdydz = [[axdy | fex.y, 2z @s.17)
Ky #ilx¥)

Designemos ahora con . X(x) hs secciones del conjunto X mediante los planos
dicul al eje de d Ox

Xig) = X 0 [0x, 3, 2) 1 x = xp).
Al reunir en el segundo miembro de la férmuila (45.16) dos integrales interiores, ob-
tendremos:

b
{1} so0 . 2)exdydz = jdx { S,y 2)dydz. (45.18)
X i)

De este modo, hufdmnlns(ﬁl?]y(ﬁ i&mmmqueenelmomdmmn
sional existen dos métodos de red gral tr ional a una reiterad
que contiene integrales de. menor muJ'npllc:d.;d

En ¢l caso particular, cuando f{x, y, z) = 1, tenemos (véase la propiedad 1° de
Las integrales méltipies en el p. 44.6) m dxdydz = pX, (uX ¢s el volumen del

conjunto X), ([ dydz = uX(x), (uX(x) es el drea de la seccion X(x)).

Xix}
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Fig. 191

De este modo

&

pX= [ pX(x)dx, (45.19)

']

es decir, el volumen de un cuerpo es igual a la integral del drea variable de la seccion
X(x).

Ejemplo. Hallemos el volumen de un cilindro eliptico de altura h, de cuya base
sirve una elipse de semigjes @ y b. Al tomar como plano de coordenadas xy el plano
de una de las bases del cilindro y como eje z, ¢l eje de simetria del cilindro, perpendi-
cular a las bases (fig. 191), obtendremos, de acuerdo con la férmula (45.19),

A

uX = j pX(z)dz. Mas X(z) es una elipse cuyos ejes son g y b, por lo cual (véase el

I3 i
ejemplo 4 en el p. 32.1) xX(z) = wab, y, por consiguiente, pX = xab _[ dz =
= wabh. ]

Por analogia con el caso tridimensional, las integrales miltiples de una funcién
de cualquier niimero de variables n > 3 pueden reducirse a las integrales reiteradas.
Supongamos que R” es un espacio n-dimensional, R"=! un hiperplano x, = 0,
XCR'y Xxl i Xae? la proyeccién del conjunto X sobre el hiperplano de las va-
riables x,, ... , ¥,_ ., es decir, sobre R"~ -

Xoyoxney = 10y oo X, O existe tal X, que (%) o0, X,y X,) € X

Supongamos, ademis, que existen tales funciones (), ... , X,_ ) ¥ ¥{xy. ...
wep X, _y), continuas en X, ., que el conj X se de los
X = (X} e 3 Xy js %) para los cuales

(x,. iy M l)Ean_l_ SAnet? v&:,, wee g X _|) sX, < w(xp see g X, _|)-
Sca ¢l conjunto X, , . medible, en el sentido de la medida (n ~ 1)-dimen-
sional de Jordan, y cerrado. Entonces, por analogia con el caso bidimensional (véa-
se ¢l p. 45.1), se demuestra que X es también medible, pero ya en el sentido de la me-
dida n-di ional, y estd do, razdn por la cual es un compacto.
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Si la funcibn f(x) = fx;, ... , x,) es continua en el compacto X, es licita la for-
mula

mveves
i,

5 j J& P X hdxy odx =
A

Lprld i Wt Xnm1)
= o | dnedx, i S0y, wee Xy M, (45.20)
Xgy.dn—1 e, xea )

la cual reduce la integracion de la funcién de n variables a la integracién sucesiva de
|a funcién de una sola variable y de otra funcién de n — 1 variables.

Silaproyeccion X, . | del conjunto X sobre el hiperplano R"~ ! puede, asu
vez, representarse en una forma andloga a la del conjunio X, entonces la integral
{n — 1)-miltiple, obtenida en ¢l segundo miembro de la igualdad (45.20), puede ser
reducida a una integral {n — 2)-miltiple. Continuando este proceso, si esto es, por
supuesto, posible, llegaremos a continuacidn a una férmula del tipo

RWEDEL
{ o] Sy e s 2R e ity =
£ ] wule) Yaberx)
. _} dx, L dx; E dxs
L w1lx) valx1.x2)
Y151y e e t)

Sy e iy, (45.21)

wm— (T e}

De este modo, én el caso que se considera la integracién de la funcién de n va-
riables se reduce a la integracidn sucesiva n veces de las funciones de una variable.
Designemos ahora conX, - 12 proyeccion del conjunte X al espacio

RY . e ¥EORX(X, ,\'m). I seccién del conjunto X mediante los hiperplanos
ded.lmen.swnn — m que pasan por el punto (x,, ... X, 0, ... ,0)yson orlogonales
al subespacio R:‘I Nreuu!.r en la férmula (4\5 21)Iasmrmmeras Yy A=m
ltimas integracionss,
RvECE e
[ ] S ety =
x
amvecey F-NTVECES
= i j o"'\:l "‘dxm E T Jrl-xl’
k|- Ky Xtrp--n«]

X ey, (45.22)

Si f(x;, ... X,) = 1 en X, entonces, de esta formula obtenemos por analogla
con {45. 1‘5)

uxX = L [ aXy, oo e, . dxy, (45.23)
oA
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Fig. 192

Ejemplo, Calculemos la i I de la funcién f(x, ¥, z) = xy’z%, extendida a una
regidn finita G, limitada por las superficies z=xp, y=x, x=1y =0
(fig. 192). Al aplicar la férmula (45.16), tendremos

1
”5 xyizidedyds = ‘ xdxi yidy ,f Zdz =
g o o
. 1
¥ody = dI x"2dx =.3—6:.

xdx

1
P
[ PRS-

[ .

Ejercicios, Calctlense las integrales:

15. IH zdxdydz, X = [(x, 1, )i x? + P + 2 € 1,22+ yr g Y
X
6. [[[ &y + 2y dedydz, X = (67, i x 3 0y 2 023 6
x+y+ zxs 11
17. ”]' (dx = y + Z)drdydz; laregidn X estd acotada por las partes de las superficies
x=0,y=xﬂ.z=0,1+}u= Lz=2-2
18. Iu 23dxdydz; |a regién X es la parte comiin de Jas bolas x? + »? + 2 € BBy

x* 4+ y* + 22 € Wz,

45.3*. DESIGUALDAD INTEGRAL GENERALIZADA DE MINKOWSKI
Como otro ejemplo de aplicacién de la regla de cambio del orden de integraci6n,
demostremos una desigualdad integral de uso frecuente.
Supongamos que la funcibn f(x, ¥) es continua en el rectingulo A = j(x,
¥ ie g x € boe <y < d.Evidentemente, para cualquier y € [c, d] fijo es conti-
nua de x en ¢l segr [a, b], ¥ para cualquier x € [a, &] fijo es continua
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respecto de y en el segmento [c, d].
Para todo p > 1 resulta vélida la desigualdad generalizada de Minkowski

U[.jlf(x,ynau] dy} ,, e‘j dx[}'lj{x,y}l d,.]”’ @520

€

Pongamos b
Fiy)= | 10e ) dx. (45.25)
a

La funcién Fes continua (véase el lema 1 en el p. 45.1) y no negativa en el segmento
le, d]. Por ello, su p-£sima potencia es también integrable y no negativa en este seg-
o
mento, ¥y 0 € ! FPO)dy < + =,
3

d -
Si S FP(y)dy = 0, entonces, en virtud de la continuidad de la funcién F,
L3
tendremos (véase la propiedad 9 en el p. 28 1): F( ¥) = Oen [c, d]. Por eso de la for-
mula (45.25), debido a la misma prog se deduce que para cualquier y € [e, d]
tiene lugar f(x, y) = Den [a, b), es decir, f(x, ¥} = Oen A. En este caso la desigual-
dad (45.24) es, evidentemente, valida.

d
Sea I FP(y)dy > 0. Al cambiar el orden de integracién y al aplicar la desigual-

(3
dad de Holder (28.48), oblendremos, en virtud de (45.25),

o d L]
[ PPy = §Fv-lm[§ Iftx, nldx]dy =

o
d.t[ 1ftx, )IFP=Yy)dy <

¢

[
o S

H ippd 1g
a:[ [] I_r(x,y)Ide] [[ﬂ@"’(ym] dx, (45.26)

a <

dondei + Lo 1, v, por lo tanto, g(p — 1) = p. Al reducir ambos miembros de
d /g

la igualdad (45.26) por el factor (! F”U)dy) # 0, tendremos
&

p

d Vip i: d
(gmm) < [] |I¢r,)')"dy] dx.

Sustituyendo aqui (45.25), obtenemos la desigualdad (45.24). o
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La condicién de continuidad de ia funcién fno s pn.raqueladulcunl-
dad (45.24) sea vélida y puede ser debilitada. Con el fin de slmpllﬁca: 1a demostra-
cibn, a titulo de dornmw de del‘micnﬁn de la funcién f se ha empleado un recténgu-
lo. Para las suposi mds g ,lad racién de la desigualdad de Min-

kowski, basada sobre la misma idea, puode ‘encontrarse en la: monogaﬂa “Desi-
gualdades'’ por Hardy G. H.; Littlewood D. E., Polya G. (Hardy G. H., Little-
wood D. E., Polya, Inequalities, 1934),

§ 46, CAMBIO DE VARIABLES
EN UNA INTEGRAL MULTIPLE

46.1. SENTIDO GEOMETRICO DEL MODULO
DE JACOBIANO EN EL CASO BIDIMENSIONAL

Supongamos que G €5 un conjunto abierto en el plano R:v y G*, un conjunto
abierto en el planc Rfr F es ia aplicacién de G sobre G* ¥

= vIeG M*=(xeG* FM)=M*"
La aplicacitn F se da mediante un par de funciones
x =x{u,v), »=yiyv). (46.1)

Supondremos que F satisface las siguientes condiciones:
1) aplica biunivocamente (G sobre G *;
2) es continuamente derivable en G;

3) &l jacobiano J{u, v) = M no se reduce a cero en G

du, v)

Observemos que la aplicacién £, inversa de F, es también una aplicacién
biunivoca continuamente derivable provista de un jacobiano distinto de ceroen G*
(véase el p. 41.7), Es por eso, en particular, que F ¢s una aplicacion difeomorfa del
conjunto abierto G (véase la definicion 11 en el p. 41.7) sobre G*.

Si 4 es un contorno sencillo cerrado dispuesto en G, entonces, en vista de que la
aplicacién F es biunivoca, su imagen v* = Fi{y) es también un contorno sencillo
cerrado.

Lema L. Sea I' un conjunto acotado abierto y T CG. EnestecasoT'* = F(T')

es también un conjunto acotado abierto y

aF(T)y = F(@aT). (46.2)

DEMOSTRACION. Como F ¥ F ! son aplicaciones homeomorfas, 1os conjuntos
abiertos en estas mi se aplican en conj abiertbs, Por consiguiente, los
puntos interiores de un ¢« lqui T, por ejemplo, o T' *, respectivamen-

te, pasan a las puntos interiores de su imagen y 1os puntos de frontera, a los de fron-
lera,

En efecto, sea, por cjemplo, M un punto interior del conjunte I, es decir, existe
un entorno del punto U = U(M) dispuesto en I'; U C I'. Entonces, €l entorno
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U* = F(U) del punto M® = F(M} se dispone en ['*: U* C I'*, es decir, M* &5
un punto interior del conjunto ['*Y,

Sea ahora M un punto de frontera del conjuntoT, M* = F(M)y U'* esun en-
torne del punto M*. Por ser homeomorfa la aplicacion F, el conjunto
U = F~'(F*)es ¢l entorno del punto M, y como M e 3T, entonces en el entorno U
se lienen tanto los puntos que pertenecen al conjunto I', como los que no le pertene-
cen. Por consiguiente, en el entorno U'* del punto M * = F (M) (teniendo én cuenta
que este entorno es la imagen del entorno U = U/ (M) del punio M cuando se realiza
la aplicacién F) hay también tanto puntos pertenccientes al conjunte T'* como
aquellos que na le pertenecen, es decir, los puntos de frontera realmente se aplican
en puntos de frontera:

F@rycare. (46.3)
Ya que los razonamientos analogos son licitos también para la aplicacion inver-
en la formula (46.3) podemos sustituir el signo de inclusién por el de igualdad, es

decir, se cumple la condicidn (46.2). Ademds, de lo gue ¢l conjunto T es abierto se
deduce, en virtud de lo demostrado, el cardcter abierto del conjunto I'*. Luego,
dado que T es un conjunto acotado, 1o serd lambién el conjunto cerrado T. Porello,
de acuerdo con ¢l lema 3 del p. 41.4., el conjunto F(T') esta acotado. Del cardcter
acotado del conjunto F(T) se desprende que el conjunto T'* = F(T') es también
acotade, pues F(T') ¢ F(T). O

Corolario. i la frontera a1 en las suposiciones del lema I se compone de un -
mero finito de las curvas derivables continuamente a (rozos, los conjunios abiertos
T y I'* son cuadrables.

DEMOSTRACION. Si s una curva i derivable dispuesta en G y
wo=ulr), v= () a<t< b, csuna representacidbn de dicha curva, las fun-
ciones u(f) y ¥ (¢) son continuamente derivables en el segmento [g, 5). En la aplica-
cion F la curva y pasard en la curva v * = F(y) cuya representacion serd

x{t) = x(uit), ve), Y@y =y vi), a<t<bh

donde, en virtud de las formulas de derivacién de una funcién compuesta (véase el
p. 20.3) y del teorema sobre la continuidad de la composicién de funciones conti-
nuas (véase el p. 19.5), las funciones x (1} € y (£} tienen también derivadas continuas
en ¢l segmento [a, b]. Por consiguiente, la curva ¥ * es también continuamente deri-
vable. De aqui se infiere inmediatamente que si y es una curva derivable conti-
nuamente a trozos, es decir, es una reunién de un nimero finito de curvas conti-
nuamente derivables (véase el p. 16.3), cnlonces ¥ * es también una curva derivable
continuamente a trozos.

Ahora, i la frontera 8T de un conjunto abierto I’ € G s¢ compone de un nime-
ro finito de las curvas derivables continuamente a trozos, la frontera aI'* del con-
junito abierto ['* C G * consta también, en virtud de lo dicho anteriormente, de un

1) Hemnos obtenido esta afirmacion sélo como una consecuencia directa del homeomor-
fismo de la aplicacién F. Desde luego, en el caso dado esto se deduce directamente de las supo-
més fuertes admitidas mds arriba (véase el corolario del teorema 7 en el p. 41.8).
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nimero finito de curvas derivables continuamente a trozos. Por consiguiente, tanto
aT, como aI'* son rectificables (véase el teorema | en el p. 16.5), a consecuencia de
lo cual tienen medida cero (véase ¢l teorema 4 en el p. 44.2). Por ello, en el caso con-
siderado los conjuntos abiertos ' y ' * son cuadrables, pues tienen las fronteras de
medida cero. O

Supongamos ahora que (45, v)€ G ¥ h es cierto nimero. Examinemos un
cuadrado cerrado § (fig. 193) cuyos vértices estdn dispuestos en 105 puntos

(s vo)y g + B, vg), (g + B v + B, (g, v + B). (46.4)

Sea § © G (para h suficientemente pequefo esta inclusion siempre s¢ cumple;
(por quét). La frontera #5 del cuadrado § compuesta de sus cuatro lados es, ob-
viamente, un contorno cerrado sencillo suave a trozos. En virtud del corolario del
lema 2, el conjunto §* = F(S) (véase fig. 193) representa una region cuadrable
cerrada  (que §* es una regidn cerrada se desprende del principio de conservacion
de la regidn, véase el p. 41.8).

Veamos como se porta la razén

wF(S)/uS (46.5)

cuando # tiende a cero.
Introdu las desi iones:

xlug, Vo) = Xg, Flug, Vg) = ¥p,

210

dxiug, vg) —a dylug, vg) —a f?)’f"o' vo) = o,
v 12 au av 22

W — Uy = Au, v — vy=Ap, r=vVau + &t
Por ser derivables las funciones (46.1}, son validas las siguientes formulas

x=x(u, ¥) = xp+ aylu — up) + aplv — v + &4,
(46.6)

¥ =yl v) = yo + aylu = ug) + aplv — vodey,

donde las funciones & = &g, vg, &u, &v), i = 1, 2 tienden a cero cuando r - 0.

* Aqui, como siempre, xX denota la medida (¢l drea, en el caso dado) del conjunto X,
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A la par con la a.phcmﬁn F, consider una aplicacién lineal £ de! plano
R , sobre el plano R”. definida por las férmulas

R = xg+ ayyu — ug) + @y — vp),

(46.7)
F=yo+ a3 — ug) + axplv — va)

Por el curso de geometria analitica se sabe que, realizdndose una aplicacion lineal,
la imagen de todo paralelog; ¥, ¢n particular, de un cuadrado es un paralelogra-
mo, con la particularidad de que la razdn entre el drea del dltimo y el &rea del para-
lelogramo que se aplica es igual al valor absoluto del determinante de la aplicacitn el
cual, en ¢l caso de la aplicacién F, coincide con el jacobiano J(u, v) de la aplicacién
F en el punto {ug, v;). De este modo, en el caso dado, para la aplicacion (46.7) tene-

S len ol o g, (46.8)
»S oy dn
La aplicacidn continuamente dcrwablc .“ en ¢l entorno del punto (i, v,) difiere
de la aplicacién lineal F en una funcién infini fta de orden superior
que el iner de los arg: (véase (46.6)). Probemos que de aqul se infiere
la validez de la igualdad

1m 255D | g, vt (46.9)

h=0 #

Mas ain, mostremos que la razén en esta igualdad tiende a su limite uniformemente
en cualg P puesto en el conj abierto G. Enunciemos este resulta-

do como un teorema.

Teorema 1. Supong que la af i6n F de un conjunto abierto G C R3,
sobre ofro ca.-wn.ro abm‘:o G*C .ﬁ‘2 es biunfvoca y continuamente derivable en G
¥y bn que el jac bian J(u, v) no se reduce a cero en G, Entonces,

si S es m: cuadrado cuyas vértices coinciden con los puntos (46.4), se tiene
S
BES) 1 gy vod! + €litgs vos ), (46.10)
Iy
donde la funcidn & = glug, vy, h), parah — D tiende a cero uniformemente respec-
to a (ug, vg) en cualguier compacto A C G~

Coroluro, Para todo punto (uy, Vo) de un conjunto abierto G se verifica la igual-
dad {(46.9).

DEMOSTRACION. Probemos que el drea de la imagen del cuadrado §, realizindose
la aplicacion F, s¢ diferencia del drea de la imagen de este cuadrado, cuando se reali-
2a Ia aplicacién F, en un infinitésimo de orden més elevado que el area A2 del mismo
cuadrado § y esta estimacion s uniforme en cualquier compacto 4 C G, es decir,

= 4F(S) = uF(S) + eh?, (46.11)

* De este modo, A 3 (u, vl
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donde £ tiende a cero unifor en ¢l conjunto A, cuando la lengitud A del la-
do del cuadrado § tiende a cero (véase en cl p. 39.4. la definicién que muestra cémo
una funcion tiende al limite). Por cuanto (véase (46.8))

WF(S)= (g, vl (46.12)

¥
u(S) = h

de (46.11) se desprende direclamnte la afirmacion del teorema, es decir, la formula
(46.10).

Pasando a la demostracidn de la férmula (46.11), fijemos, ante todo, el conjun-
to A. Ya que A es un compacto ¥y A C G, las funciones g, = g;(ug, vg, Au, &v},
i = 1, 2, (véase (46.6)) tienden uniformemente hacia cero en el conjunto 4 para
r — O(véasela observambn al teorema 4 en el p. 20.2, como también el p. 39.4). Los
conjuntos A wa . G no se intersecan y son cerrados, siendo A, ademés acota-
do, a consecuencia de lo cual (véase el lema 7 en el p. 18, 2}1; = p(A, X,,..\G])ﬂ

En adelante escogeremos b de modo tal que sea 1Al < ﬁ' En este caso de lo
que {uo, vy) € A proviene que S C G.

s la di ia entre las imags de un mismo punto del cuadrado S en

las alecacmnes FyF. Sea

M= (eS8 FIM)=(xy) y FM) =@ 9.
De (46.6) ¥ (46.7) oblenemos x = £ + &7, ¥ = F + &y, ¥ por ende,
pFM), FOMD) = Vi = BF % (7 = PP = r Vel + 2.
Como r es la distancia entre el vértice (uy, vp) del cuadrado 5 y ¢l punto M e S, y

| A 142 es la longitud de la diagonal del cuadrado §, entonces, evidentemente, se ve-
rifica la desigualdad r < |AIVZ y por esta razédn se tiene

d= sup p(F(M), FM)) < 1hleylug, vo, ), (46.13)

donde £ = &4(ug, v h) = i}:& V2(e f + a%) tiende a cero uniformemente en el

conjunto A, para i — 0.

Construyamos los paralelogramos cerrado §7) y abierto §7 " cuyos lados sean
paralelos a los del paralelogramo § = F(S) y dle:rl a la magnitud 4 de los lados
correspondientes suyos (fig. 194) de modo tal que sea

;c8=FE)cS,. (46.14)
Probemos ante todo que, siendo k sufici fios, el conjunto §; no
es vacio. Més aln, mostremos que ¢l paralclogramo S contiene en si un r:lrculo
abierto de radio d cuyo centro se ubica en el centro del paralelogramo 5.

*) "'g* g5 la letra inicial de la palabra exterior.
**) " es la letra inicinl de la palabra interior,

126429
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Fig. 194

Desi diante 2 y b las longitudes de los lados del paraklogramo § y me-
diante H y H,, las longitudes de sus alturas tiradas en los Jados de longitud a y b,
respectivamente (fig. 195). Para demostrar que, siendo # suficientemente pequefios,
el circulo de radio d y centro ubicado en el centro del paralelogramo § esid cumcm—
do en §,, basta, obvi blecer la validez, para A sufici
de las desigualdades

4d<H, 4d<H, (46.15)

D émoslo. Supongamos, para concretar, que el lado del paralelogramo § de
longitud g une los v&rﬂoes que en la aplicacion £ constituyen las imagenes de los vér-
tices (ug, Vo) ¥ {uy + h, vp) del cuadrado S, es decir, une los puntos (xy, ¥g) ¥
(xg + a,,h Yo + @y h). En este caso

a=Valn¥+ a;zlhz = |kl Va], + a3, (46.16)
Andlogamente,
b= lhiVah + anz 5 (46.17)

Las fundonﬁ 0 = @ (77 "n)- i, i = 1, 2, son valores de las derivadas par-
ciales corresp ‘l{u x(u, v) € y(u, v) en los puntos (1, v) del
compacto 4. En virtud de la continuidad supuesta de estas derivadas parciales, ellas
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estn acotadas en ¢l conjunto A, es decir, existe tal constante ¢, > 0, que en A4 s¢
verifican las desigualdades layl € e j=1,2.
De aqui y de las formulas (46.16) ¥ (46.17) se deduce que

lal € ¢¥Zlal, (46.18)

151 sc]ﬁ!hl. (46.15)

Luego, por hipdtesis, el jacobiano J(u, v) de la aplicacién F, que fepresenta una
funcibn continua, no se reduce a cero en el conjunto:G y, podr igui  tampo-

co en el compacto A. Por esta razén existe (ypor qué?) una constante ¢ > 0tal que
en ¢l conjunto A4 se verifica la desigualdad

17w, v} 2 e, {46.20)

Al notar que uS=aH,=bH,=|J(u, vy)l k2, obtendremos (véanse: (46.18),

(46.19) y (46.20)):
2 atl,

= —L -c, YZIkIH,,
IJ'(uD, uu}l

piw OHy g—cisf_lth
17 (1, v

es decir,
Vi
<2 g, (46.21)

c; V2

]

Ikl <

Hy, (46.22)

Disponiendo de estas esti i es Facil d rar la validez de las desigual-
dades (46.15). En efecto, al hacer uso de las desigualdades (46.13), (46.21) y (46.22),
obtendremos

4
4d < 455kl € ﬁ:‘" H, (46.23)
2
Md< w—iﬁ H, (46.24)
2

Elijamos ahoratal 3 > 0 que para |kl < 8y (1, ¥p) € A secumpla la condicion

42c,e,
— 1. (46.25)
€
Esto es siempre factible debido a que la funcibén £, = e3(tig, vy, 1) (véase (46.13))
tiende a cero unifor en el c YA do A — 0. De (46.23), (46.24) v

(46.25) se desprende que para |kl < § se verifican las desigualdades (46.15), de
donde, en particular, se deduce que el conjunto §; no es vacio. En lo que sigue su-
pondremos siempre, durante la d ion, que &l < 6.
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El conjunto §, \ § s¢ denominara cuadro y se denotar con K:
R=8§\3,.

El cuadro £ es un conjunto cerrado, pues §, s un paralelogramo cerrado y §;,
abierto. Representa una 1bn de cuatro trapecios, privados de puntos interiores
comunes, cuyas alturas miden 24 y las lineas medias coinciden con los lados corres-
pondientes del paralelogramo §. Por ello, p f = 4d(e + b).

Observemos que si ¢l conjunto S,- fuera vacio, el calculo del 4rea del cuadro £ se
realizaria de otro modo: los trapecios mencionados se transformarian en unos trian-
gulos en los cuales los lados del paralelogramo ya no serian, por regla general, las
lineas medias.

De la expresién obtenida para el Area u K del cuadro R se deduce, en virtud de las
desigualdades (46.13), (46.18) y (46.19), que uR < BVZc,g3h?® Al poner
£4 = 8V2c &3, tendremos en definitiva

uR < e, (46.26)

donde la funcibn £, tiende uniformemente hacia cero en el compacto A cuando
h— 0.

Mostremos ahora que el Area del conjunto F(5) se diferencia del area del parale-
logramo V3 = F(S) en una magnitud no superior al Area del cuadro K. Para ello es-
tablezcamos ante todo que

$,c F(s)C§,. (46.27)

En efecto, si Me S, entonces F(M)e § vy, de conformidad con (46.13), p (F(M),
EM) < d.

Luego, ¢l conjunto 5, contiene, por construccidn, todos los puntos del plano que
distan del paralelogramo § a una magnitud no superior a 4. Por esta razén
F(M)€$8, y la inclusion F(S) C §, queda demostrada. Resta demostrar que
§, € F(8). Hemos de notar, ante todo, que

F(@5)c R. (46.28)
En efecto, si M €3S, se tienc F(M)€dS y, de acuerdo cor (46.13), p(F(M),
FM)) < d. Pero el cuadro R contiene, por construccidn, todas os puntos del pla-

no que distan de 1a frontera 35 del paralelogramo § a una magnitud no superior ad,
por o cual F(M) € R y la inclusién (46.28) queda demostrada. Como, bajo las su-
posiciones asumidas, la frontera 3F(S) de la imagen F(S) del cuadrado § coincide
con la imagen F(35) de la frontera 35 del cuadrado S (véasc'dl lema 1), la inclusibn
(46.28) puede escribirse en la forma

aF(S)cR. (46.29)

Sea ahora M, el centro del cuadrado S. En la aplicacién F éste pasa al centro
M, = F{(My) del paralelogramo §. Sea Q un circulo cerrado de radio d con centro
en el punto M, (la magnitud d se determina por la férmula (46.13)). Hemos de-
mostrado anteriormente que Q C 5. 8i M3 = F(M,), entonces, de acuerdo con
(46.13), (M3, M) < d, y, por lo tanto, M 3 € Q, por lo cual también M 3 & §;.De
este modo, la clausura §; contiene, a ciencia cierta, un punto de F(S), a saber, la
imagen M § del centro M del cuadrado S en la aplicacion F.
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Probemios ahora que todos los puntos §; también pertenecen a F(S). Admitamos
lo contrario; supongamos que mste un punto M* ¢ § tal que M* & F(5) (véase la
fig. 195), Todo es, obvi un conjunto linealmente conexo, por lo
cual, de acuerdo con ¢l lema 9 del p. 18.2, en €] segmento M SM'* con sus extremos
en los puntos M § y M * hay un punto de la frontera 3F(S) del conjunto F(S). De es-
te punto no puede servir M3, puesto que M, es lin-puntointerior del conjunto Sy
para la aplicacién F los puntos interiores pasan a interiores, por eso el punto

Mg = F(M) es interior y no de frontera del conj F(S). Debido a esto ¢l purito
de interseccidn del conjunto F(S) con el segmento M 3M* es un punto del parale-
logramo abierto §;, lo que contradice la inclusion (46.29).

De este modo, no existe un punto M"eS para el cual sea, a la vez,
M* ¢ F(S), por locual S, < F(S). La férmula (46.27) se ha demostrado.

De (46.14) v (46.27) proviene que

n8; < nF(S) < p8,. 48 < pF©) < 48,

¥, por lo tanto,
IuF(S) = uF(S) < u8, - uS; = pR.

Por esta razon, en vista de (46.26)
1uF(8) — pF(S) < e 42, (46.30)

donde &, tiende hacia cero unifor en el A cuando & - 0.
Pongamos
wF(S) - pF(S)
—r
entonces de (46.30) se infiere que 1]l < gl y, por ende, en el conjunto A & tiende
a cero uniformemente cuando A — 0. De (46.31) tenemos

wF(S) = uf(S) + eh?,

e(ug, Voo h) = (46.31)

es decir, se ha obtenido, la formula (46.11), de donde, como ya se ha sefialado, se
deduce directamente (46.10). O

46.2. CAMBIO DE VARIABLES EN UNA INTEGRAL DOBLE

Dej i al principio las designaci y suposicl idas en el
punto antecedente, en particular, supondremos que F es una aplicacién biunivoca
contlnuumm derivable del conjunto abierto G C R’ sobre otro conjunto abierto
G*C R2,, provisto de un jacobiano distinto de oero en G. Sean I' y I' * unos con-
juntos abiertos cuadrables (v por eso acotados), T C G, T* C G*, y supongamos
que, al realizarse la aplicacion F, el con_nmto se aplica sobre T*. EnestecasoT y
I'* son unos compactos, los puntos interiores de ' pasan a puntos mteriorcs,
mientras que la frontera de T' se aplica sobre la de I'*.

Teorema 2 (formula de camblo de las variables en una integral doble), Seq
fix, ¥) una funcidn definida ¥ continua en T*, En este caso
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v ¥
",
% i
[ Uy u 0 z
Fig. 196

(xy)

gg J(x. y) dxdy = “ S, v), plu, v))| ——— T dudv. (46.32)
re r

DEMOSTRACION. Observemos que las integrales que figuran en (46.32) existen co-
mo integrales de las funci i en la clausura de las regiones cuadrables.
Efectivamente, por hipbiesis, la funcién f(x, ¥) es continpaen '* y el j
alx, »)
du, v)
composicion de las funciones continuas.

Tomemos una particién de rango k del plano R, en cuadrados. Elijamos el ran-
go k 1an grande que todo cuadrado de este rango que se interseca con I' s contenga
integramente en G (ipor qué tal rango existe?). Designemos con T,
i=1,2, .., i toda clase de intersecciones no vacias de los interiores (los conjun-
tos de puntos mieriores) de los cuadrados de rango k con el conjunto T'. Los conjun-
tos I'; son cuadrables y abi , pues sus fror tienen medida cero, puesto que
se componen, en el ¢caso general, de una parte de la frontera del cuadrado corres-
pondieme de rango k y una parte de la frontera del conjunto I'. La totalidad
e = [Il5 ’f forma la particién del conjunto I, con la particularidad de que, evi-

dentemente,

, en T', mientras que la funcién f [x(u, v), y(u, v)] es continua en T como

lim 5, =0. (46.33)

Ll

Sea ahora ' = F(T';); la frontéra de I'; se aplica sobre la frontera de '}, razdn por
la.cual la I‘mmera deT e pone, en el caso g 1, de una parte de la frontera
del mnjunw Te (al aamitir que el comunta I'*es cuadrable. convenimos en que gs-
a frontera tiene medida cero) y una parte.de una curva suavc a trozos que es la i ima-
gen de la frontera del cuadrado.co diente y tiene , debido-a esta cir-
cunstancia, medida cero. De lo dlcho provienc que T'#es un conjuito abierto
cuadrable. De. lo que la aplicacién F es biunfvoca se deduce que la totalidad
Tp= [I‘“}“‘f forma la particién del conjunto ' * (fig. 196).

Estimemos la finura de la particién r }. Sea 5, ¢l didmetro del cuadrado.de rango

k (evidcntememe, by = —'@f) YMP=(xy,5 )T M3 = (x5 5)€T . En este caso

10
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existen tales M€l y MyeT'; que F(M,) = M1, F(My) = M3, con la particularidad
de que p(M;, M;) < ;. Por consiguiente,

p(MELMD = Vix; ~ x)% + () = 1)’ €Vl ) + '@ 0), (46.34)

donde w(8; x) ¥ w(§; ¥) son los médulos de continuidad de:las funciones x = x(u,
v)ey = y(u, v) en el compacto T'. Siendo estas funciones continuas en T, son uni-
formemente continuas, por lo cual (véase el p. 19.7)

tIi_rn w(by;x) = }irn wl(de;y) = 0. (46.35)

De (46.34) para ¢l didmetro d(T" /) obtenemos
dTp = sup p(M], MP < Va5 x) + 0Hog: 7) -
Miery
Mery
¥, por consiguiente,

b,y = r_s;]f)ld(rﬂ < VolE; x) + w65 ),

por lo cual, en virtud de (46.35),
lim 6, = 0%). (46.36)

Tomemos ahora sblo aguellos elementos de las particiones 7, y 7}, cuyas clausu-
ras no se intersecan con las fronteras aI' y 8" * de los conjuntos I' y T' *. Designé-
moslos mediante 7,(3T") y 7 $(aT *), respectivamente:

7,00) = {T;:T,e 7, T, N ar = 2j,
#%@I*%) = [Fp:Ter], TN a0 = ).

En virtud de las suposiciones asumidas, I'fe 7 $(31'*) cuando, y sblo cuando,
T, € 7,(aT'); en este caso 7,(dT') consta de aquellos, y solo aquellos elementos T e 7,
que representan los cuadrados integros contenidos junto con sus fronteras en ¢l con-
junto T'.

Formemos las sumas integrales incompletas o,y 3pu) (véase el p. 44.3) para la
funcién f(x, ¥}, tomando a titulo de puntos (¢, n,) & ;& 7 (2T *) las imégenes de
los vértices cualesquiera (u;, v;) de los cuadrados correspondientes I';:

E=xiu,v) m= J’(j‘;u v (46.37)
En otras palabras, consideraremos las sumas de la forma
Trtarn = JEnul M (46.38)
Terare)
* No es diffeil de que la igualdad (46.36) puede obtenerse inmediatamente
de la continvidad uniforme de la aplicacid i del pacto (véase el lema 4 en el

p. 41.4).
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Como se sabe (véase ¢l teorema 5 en el p. 44.3), debido a que la dicid:
(46.36) s cumple, tenemos
EE o oty = ,I-! S, yydxdy. (46.39)

Por otra parte, para I' # = F(T';), para los cuales I'; es un cuadrado, y, por lo tanto,
para ', ,R(ar}. de acuerdo con el teorema 1 del punto anterior, tenemos

w0 P= Vu, v)uT; + epl), (46.40)
donde £ = £(u;, v, ,,) tiende unifor en el compacto T' hacia cero cuando
k — 0. Sustituyendo (46.37) v (46.40) en (46.38), obtendremos
%aare) = Y Sl v, g v) |Gy v)IaT, +

rjary(ar)
+* E eflxlu;, v), vl vIuT;. (46.41)
TarldT)

La sumaci6n en estas sumas esté extendida a todos los ndices i, para los cuales T; no
se interseca con la frontera de I'. Para la primera suma que figura en el segundo
miembro de la igualdad (46.41), se tiene, en virtud de la condicion (46.33) (véase el
teorema 5 en ¢l p, 44.3)

fm o Y Sl v,y VL1 (g v)IRT =
T €r,(ar)
= {[ e, vy, 1176, v)ldudy.
2

En cuanto a la segunda suma en la igualdad (46.41), ésta tiende a cero cuando
k — @, En efecto, por ser continua la funcion fx(u, v), y(4, v)] en el compacto T',
es acotada en &, es decir, existe tal constante C > 0, que

ix(u, v}y, VI C, (u, v eT.
Siendo fijado ¢, > 0 arbitrario, en virtud de que en T'e tiende a cero uniforme-
mente para k — o, podemos escoger k,de modo tal que para k 2 k se verifique la

desigualdad lel < —EL} , cualesquicra que sean (u;, v) € T';, T; C T'; entonces
cp

s W("P --"i’d’(“,ﬂ- Vf)]ﬂr;l 5
Tierx{al")
- lel 1fbxtus vy g vl WD < L T 4T <
Tieri(dT) P
Asf pues,
Hm o, pory = irj S, v), 3G, ) 13w, v) dudv. (46.42)

Precisamente de (46.39) y (46.42) proviene directamente la férmula (46.32). O
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Etwmndmmrﬁuusmaﬂumfadﬂdadumﬂhumcmmmﬁ
do el jacobiano de la aplicacién (46.1) puede reducirse a céro en la
fromerndeln region de integracién, mientras que la propia aplicacién falla de ser
biunfvoca en esta frontera, Con mds precision, es vilido el sigulente teorema.
Teorema 2'. Sean G y G*® unos conjuntos cuadrables abiertos: G C R,
G'CRz.ywnmqne

x = x(u, v},

y = ylu, v),
es una aplicacion continua de G sobre G* que aplica G sobre G* de "
3 >y derivable, con la particularidad de que el facobiano
6((:, :ﬁ de dicha aplicacién no se reduce a cero en G y es continuamente prolon-

gable a G. En este caso, si la funcidn f(x, y) es continua en el conj G*, se tiene

atx »
5

dudy.

J foo naxdy = [[ St ).y M7
G

G

DEMOSTRACION. Sea Ty, k = 1, 2, ... una sucesién de conjuntos abiertos
cuadrables acotados cuya fmnmn se f:nmpone de un niimero finito de curvas suaves
a trozos, y

B E0, ToC Ty U r,=aG.
kel

En calidad de ', puede tomarse, por ejemplo, una totalidad de todos los puntos
interiores del conjunto §,(G) (véase el p. 44.1). Supongamos queI'§ = F(T',); en-
tonces I" } seré también un conjunto cuadrable abierto acotado y

F2=FE) c %, Tpcry, U rp=o~
k=]

Del cumplimiento de estas condiciones se deduce que (véase el teorema 2, p. 31.2)
Jm pTy=pG, lmulg=uG* (46.43)
Para cada uno de los conjuntos I';, k = 1, 2, ..., se cumplen todas las condi-

ciones del teorema 2, razdén por la cual
[f 7o ydsr = [1 i e 202 | dun. s

La funcién f(x, ») es continua en G* y por esta razén es integrable en G*,

micntras que la funcién Mx(u, v), y(u, v)} -g-:f-'-!—;-l es integrable por la misma
W, ¥
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razbn * en G. Por ello, como las condici (46.43) quedan cumplidas, obtenemos
(véase la propiedad 10° en el p, 44.6):

lim H S, yydxdy = g Stx, y)dxdy,

koo

a(x, ¥) -
Jim Lf Slxiu, v), yu, V)]lm]dudv

&, 7} Ia‘udv (46.45)

J Slx@u, v), y(u, P)I

Pasando al limite para k — o, en la igualdad (46.44) obtendremos, en virtud de la
formula (46.45), la férmula buscada para el cambio de las variables en la
integral. O

El cambio de las variables en una integral muitiple simplifica a menudo conside-
rablemente la investigacion y el célculo de la integral. Ademas, a diferencia de una
integral sencilla, el objetivo del cambio de variable consiste frecuentemente no en la
simplificacién de la funcidn subintegral, sino en ¢l paso a una regién de integracién

més simple, incluso & cuenta de la complicacidén d inada de la funcién subin-
u 3
Ejemplo. Calculemos la integral ” cosx V¥ + yldxdy.
. 22iyle]
Con este fin introd s las coordenadas nuevas 7, v ( denadas polares),
rigiéndonos por las férmulas
X =Trcosy, Jy=rseng, (46.46)
ax, co - I . .
En este caso M— = o9 fyme ‘ = r, La aplicacitn (46.46) aplica el
ar, ¢) seny reosye

rectingulo G = [{r, ¢): 0 < r < 1, = v < ¢ < =} (2qui r y v 5¢ consideran co-
mo las coordenndm cartesianas en ¢l plano r, ¢), de manera biunivoca, conti-
derivable y con el jacobiano distinto de cero, sobre el circulo & = {(x,
»ixt+ <l del cual se ha excluido el radio dispuesto en la parte negativa del
eje Ox, es decir, sobre ¢l conjunto (fig. 197 G* = K\ j(x, ¥):x < 0, = 0].
Entre tanto, el rectingulo cerrado G pasa, realizéndose la aplicacién (46.46}, a
'un_cilwlowrradoﬁ‘ = K ; con la particularidad de que en la frontera de G es
licacidén ya no es biun El jacobiano de la aplicacién (46.46) s continuo en G
)‘.ldanas en un punto de la frontera, asmber en el origen de coordenadas, se redu-
e u verv. Todas'Tas condici que se imp sobre la aplicacidn (46.1) en el teo-
rema 2’ de este punto se cumplen para la aplicacion (46.46), por lo cual puede apli-
carse la formula del cambio de variable en la integral

* Recordemos que, en virtud de las condiciones del tegrema, dicha funcidn es conti-

prolongable del conj G a G, con la particularidad de quelos valores de la fun-

clén prolongada en la frontera del conjunto G no influyen en los valores de la integral (véase
el p. 44.3).
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Fig. 197

cosaVal + y’dxdy = H recosardrde =
xityici 0<r<l

—TCEaT
2 1 ’ 1
rsenxr 1 4
= |\ de | rcosxrdr=2x| ———| = — | senxrdr |=— —.
T lg = r
o ] °

La férmula (46.32) de cambio de variables en la integral doble puede ser de-
mostrada también para el caso més general, en particular, cuando ¢l jacobiano de la
aplicacidn se reduce a cero en la regidn de integracién, mientras que la funcidn sub-
integral tiene discontinuidades. Si los conjuntos de los p indicados tienen me-
dida cero y se aplican también en los conjuntos de medida cero, con la particulani-
dad de que los conjuntos citados dividen las regiones de integracién G y G* en un
nimero finito de conjuntos abiertos, en cada uno de los cuales la funcién subin-
tegral resulta prolongable de modo que se obtenga una funcidén continua hasta la
misma frontera, entonces la formula (46.32) se deduce dir de lo d ra-
do més arriba.

Ejercicios. Sea fix, y) = Zf(f - P)senx(x — y}" ¥ sea X un cuadrado cuyos vértices
son(1, 0, (0, 1), (= 1,0), (0, — 1). Calcilese la integral j)j FUx, y)dxdy, sirviéndose del

cambio de variables u = x + ¥, v = x = ¥.
2. Pasando a las denadas polares, calcilese la i 1 U fix, y)dxdy, donde

WS,y = K=, 0) P+ R < 2,0 <X <yl
By =VE + 2, X =[x, ) 2 + ¥ < L x<y<Vixl

46.3. COORDENADAS CURVILINEAS

Las formulas
x=x(u,v), y=yu,v) (46.47)
pueden considerarse no sdlo como aplicacibn, sino también como el paso de un sis-
tema de coordenadas al otro, en ¢l caso general, curvilineo. Aclaremos, ante todo,
1a noclon de sistema de coordenadas curvilineas.
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Sea G un conjunto abierto en el plano Riy yatodo punto M = (x, ¥)€G, ¥,
por consiguiente, a todo par ordenado de ndmeros (x, ¥), que representan las coor-
denadas del punto M en ¢l sistema e¢legido de coordenadas rectangulares, se le ha
puesto en correspondencia un par de niimeros (4, v) de un modo tal que a los pun-
tos diferentes M, y M, corresponden diferentes pares (1, v)) ¥ (4,, v,). En este caso
suele decirse que en el conjunto G se ha dado el sistema de coordenadas u, v. Sial
punto M le corresponde el par (u, v) se escribe M = (i, v). Cualquier par {u, v)es
una funcion del punto M € &, razén por la cual cada uno de sus elementos, uy v, es
también una funcién del punto M : w = u{M), v = v(M), o bien, que es lo mis-
mo, de sus coordenadas cartesianas:

u=ulx,y),
(46.48)
v = vix, y).
Yiceversa, a todo par (u, v} del conjunto de pares en ideracion correspond:
un punte M e G, es decir, dicho punto M es una funcién de los pares (u,
v) : M = M{u, v), por lo cual sus coordenad i Xe¢yson bién fun-

ciones de los pares citades (4, v). En otras palabras, resultan validas las formulas
(46.47) que predeterminan una aplicacion, inversa de la aplicacién (46.48).

Los conjuntos de puntos (x, y) € G que satisfacen la condicion w(x, ) = g ¥,
por consiguiente, v(x, y} = v donde U, ¥ v son ciertas constantes fijadas, se lla-
man [ineas coordenadas en el sist de coordenadas u, v.

Haciendo uso de la férmula (46.47), las lineas coordenadas pucden escribirse en
la forma

x= .\'(uo, v),

(46.49)
¥ = ylig, v},
y, correspondientemente, en la forma
x = xlu, vy,
¥ = ylu, vg. (46.50)
En ¢l caso de las Jenadas cartesianas las lineas coordenadas son rectas; en el

caso general, ciertas curvas que se definen por las representaciones (46.49) y (46.50).
A esto precisamente se debe la d inacifon ** denadas curvilineas' (fig. 198).

Supond que las funci (46.47) satisfacen en G todas las condiciones,
bajo las cuales s ha deducido la férmiila (46,32) de cambio de variable en la in-
tegral, en particular, dichas funciones son continuamente derivables y ¢l jacobiano

:::'{; 5 distinto de cero en G . Debido a esto, las lineas coordenadas en el entorno
de todo punto pertencciente a G son unas curvas continuamente derivables.
Investiguemos qué sentido tendré en este caso el médulo del jacobiano. Fijemos
alguuos valores ug, Au, v,, Av. Supongamos que My = (uy, vp), T cs el conjunto de
todos los puntos-cuyas coordenadas curvilineas. u, ¥ facen las desigunldades
Ug <4< Mg+ Au, v < V< vy + Av,yseal C G.ElconjuntoT se denomina
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¥
U= +Ay
U=y
UmiipgrALL
u=ily
7+ :

Fig. 198

paralelogramo coordenado (curvilineo). El conjunto I' estd abierto (;por qué?) y su
frontera representa un contorno suave a trozos (se compone de las curvas del tipo
x = x(ug v), ¥ = ylug v),donde vy € v € vy + Av, etc.) y poresoI' es una re-
gion au\grable. Calculemos su Area (véase la fig. 198). Al aplicar la férmula de cam-

bio de variable en la integral y el teorema integral del valor medio (véase el p. 44.6),
obtendremos

e o]

HO<H <G+ AN
Wy vvpt AV

ax, y)
a(u, v)

dudv =

g+ Au ¥

L] o+ AV
ax, y) S du S dv = ax, y)
3, v}y, Au, v,

Audv, MeT.

v
Por ser continuamente derivables las funciones (46.47),

d(x. ¥} ax, »)
o, w3l g, v)
donde lim & = 0. De este modo

AuZ+ Avl—0 o
ol = | G| auav+ eanav. (46.51)
alu, v) Mo

La férmula (46.51) sefiala que el médulo del jacobiano en el punto (ug, vy)
representa el coeficiente de la parte principal del drea del paralelogramo coordenado
con vértice en el punto (¢, v,) respecto del producto AuAv para Au? 4+ Av — 0.
Esta observacion se utiliza a menudo en la préctica al calcular el jacobiano de la
trauaformaclén de las ooordenada.s curvilineas en las cartesianas, Mostrémoslo en
¢l ejemplo de las d pol r, . Fij ciertos val ror4 A, ey

+e,
Mo
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Fig. 199

¢ + Ay, y examinemos un paralelogramo coordenado I' (fig. 199), formado por
fas lineas coordenadas r, r + Ar, ¢ ¥ ¢ + Awp. Las longitudes de sus dos lados son
iguales a Ar, y rAg, respectivamente. Al calcular el 4rea de este paralelogramo, co-
mo si fuera éste un recténgulo ordinario, tendremos

ul = rArae.
De este modo, el coeficlente del producto Arae resultd ser igual ar, de donde es

natural esp que :((x.y: = r. Efectivamente, es asi (véase ¢! ejemplo en el
u, ¥
p. 46.2), lo que se debe a que en 1 Alculos i del érea de I se ha ad-
mitido un error cuyo orden de infinitud es superior que el producto Ardge para
Ar? + Ap? — 0, Efectivamente, al calcular xI' como una diferencia de las dreas de
dos sectores, obtendremos
@

Ag A 1
T omer + At = 2% 2l = rArdg +— Arfag.
o R A L e

46.4. CAMBIO DE VARIABLES EN UNA INTEGRAL n-MULTIPLE

Todo lo expuesto en los puntos anteriores de este parrafo, junto con la de-
mostracién, se extiende al caso n-dimensional, por lo cual nos limitaremos sdlo a la
enunciacién de los teoremas correspondientes.

Teoremas 3. Supongamos que G, C R1y G, C R{son unos conjuntos abiertos,
x = F{t) = [x; = x{ty, o b i = 1,2, ... ,n)] esla aplicacidn biunivoca conti-
nuamente dervable de G ,sobre G ,, cyo jacobiano J(t) = a‘(’:f' ':ﬂ; es distin-
to de cera en G,. Sea, ademds, S un cubo n-dimensional: 5

n
szt +hi=12 . ,0cC, 1= ({0 .. M.

Entonces !{h’::l &f:‘) = 1J(1*; con lo cual, si
L) WD) + e, h),
uS

para cualquier compacto A C G, la funcidn e(t®, k), &% e A, tiende uniforme-
mente hacia cero en A, cuando h — 0.
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‘Teorema 4. Sean:
1) G, ¥ G, unos conjuntos abiertos medibles G, C R, G, C Rj;
2) x = F(t), la aplicacidn continua de G, sobre G, que aplica G, sobre G, de

"

una manera bil ¥ derivable;
a{xp wes -xn)
3], 1y
3 es continuamente yrolongable a G,. _
En este caso, si la funcién f(x) es continua en G, se tiene
ffw)dGy = [fx()1II0)1dG,.
Ejercicios. Escribanse las férmulas del cambio de variables en las les triples para

, de coordenad
3, x = rcosfcose, ¥ = cosyseng, I = rseny, 0 r < + oo, 0 < p < 2,

_Tevg iz' {coordenadas esféricas).
2

3) ef jacobiano J(t) =

de esta aplicacion no se reduce a cero en G,

4.x=rcosy,y=rseng,z2=2,06r< +w,0€ e < 2r, - @ <z< + o (coorde
nadas cilindricas).
OBSERVACION. Siendo vigente la férmula del cambio de variable para cualquier
conjunto medible G C R" y cualesquiera coordenadas curvilineas uy, ... ,uy, resul-
ta licita la siguiente formula

dx, ... dx, = l-a—(xi‘—'x“)- du, ...du,.
: " Ay e i) | ",
G
En particular, si . ;
o TR 1Y B 46.5
Baty, e oMy} b -3
entonces
[ oo f dxpedx,= § o § duypo.du, (46.53)
G G

La condicién (46.52) se cumple a ciencia cierta, si u,, ... ,u, son también las coor-
denad ianas en el espacio R” y, por tanto, se expresan mediante x,, ... X,
con ayuda de una transformacién lineal cuyo determinante es igual a = 1}

L]
X = E ciMp =1, 2, il dellca-l =% 1.

i=1

El primer miembro de la formula (46.53) ¢s igual a la medida u G del conjunto G
*‘en las coordenadas x,, ... x,’* (véase la propiedad 1° dela integral maitiple en el
p. 44.6) y ¢l segundo miembro de la misma, cuando u,, ... ,4, son 1as coordenadas
cartesianas, es igual, correspondientemente, a 1a medida del conjnto G “‘en las coor-
denadas u, ... 4", De este modo, la formula (46.53) indica que la medida de un
conjunto abierto medible no depende de como se elige el sistema de coordenadas
cartesjanas.
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A decir verdad, debemos observar que al demostrar Ja formula del cambio de va-
riables en la integral miltiple, nos hemas servido de aguel hecho demostrado en la
B tia que, 1 las aplicaciones afines (es decir, aplicaciones lineales re-
gulares), el valor absoluto del determi de la transformacion, es igual a la razon
entre el volumen del paralelepipedo, que es la imagen de cierto cubo, y el volumen
del dltimo.

Ejercicios. 5. Sca G = [(xv. y. 2): 1l s x « Ll <x+p < ¥

dxdydz
Gyt

do a las variables u, v, w que estdn ligadas con x, », ¢ mediante las correlaciones
XFyp+ I U XF VS HY, X = uVW,
6.5&6:If,r,y.z]:x(yz<2x;y<zxdZy.'z-:xy-::!zj.ealcﬁlcsclnin-

tegral !j}j xyzdxdydz, pasando a las variables &, v, w que estén ligadas con x, y, 2 par

1< x4+ y+y+z< 5. Calcilese la integral 555

las correlaciones ux = yz, vy = Ix, Wi = Xp.

§ 47. INTEGRALES CURVILINEAS

47.1, INTEGRALES CURVILINEAS DE PRIMERA ESPECIE

Sea dada en el espacio tridimensional R una curvay = [r{#);a < f £ b] (véase
§ 16), Consideraremos las funciones univocas F definidas en los puntos r(t) de esta
curva: £ = F(r{¢). Sip(f), a < 7 < 8, ¢ alguna otra representacidn de la misma
curvay ysit = t{(r), @ < 7 < £, es laaplicacitn del segmento [x, 5] sobre el seg-
mento [a, b] que realiza la equivalencia de dichas rep aciones (es decir, si
t=1r), «<r< @, es la transformacibn admisible del parhmetro, véase el
p. 16.1), entonces, como el valor de la funcién F se determina s6lo por un punto de
la curva, tendremos

Flp(r) = Fee(t), t=(), as7<5.

Las funciones en consideracién FF admiten, en el caso general, diferentes valores
en los puntos de la curva, correspondientes a los valores distintos del parémetro, pe-
1o coificidentes como puntos de un espacio (véanse los puntos miltiples en el
p- 16.1). Este punto de vista corresponde a la interp ibn fisica de la curva v,
por ¢jemlo, cuando ésta representa una trayectoria que sigue un punto material en

movimiento, y a la de la funcién F, cuando Finterviene como una fuerza que acta
contra dicho punto y que depende no sélo de la posicién del punto en el espacio, si-
no también del instante en que este punto se encuentra en el lugar dado. Ademés,
semejante enfoque proporciona también al matemfiticas que se
pondran de manifiesto en lo que sigue.

De lo expuesto se desprende que las funciones citadas, definidas en una curva,
no pueden considerarse como funciones prefijadas en clerto conjunto del espacio
R3, por lo cual, en palabras estrictas, no pueden designarse mediante Fix, y, z).
donde x, ¥, z son las coordenadas cartesianas de los puntos espaciales. No obstante
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en los problemas que s iderarédn abajo tal desi ion leva un carécter tradi-
cional y por esta razén se empleard en nucstros razc i Si se recuerd
siempre que en dichos problemas se trata de las funciones, definidas en los puntos
de las curvas, 1a designacion citada no nos llevaré a las equivocaciones.

Supongamos ahora que estd dada una curva orientada rectificable v, con la par-
ticularidad de que r(s) = [x{s), ¥(s), 2(s); 0 € 5 £ 5] es su representacion en la
cual a titulo de pardmetro interviene la longitud variable del arco s, y sean 4 = r(0)
y B :,5 $) los puntos inicial y final de esta curva, En estg caso escribiremos
¥ = . La curva de orientacidn opuesta se designaré con BA.

Definicion 1, Supongamos que en los puntas r(s) de la curva y se ha dado cieria

Suncidén F. La expresién j Fix, y, z)ds que se determina segiin la férmula
Ab 5
[ Fo.y,zds= | Fox(s), y), z(shds, 7.0
AR L
se denomina integral curvilfnea de primera especie de la funcidn F a lo largo de la
curva AB.
Dricha integral se designa también mediante los simbolos
L Fir()ds y  { FirG)ids, o bien, més brevemente, [ Fds.
AB

¥ ¥

De este modo, aungue la definicién de integral curvilinea de primera especie esta
relacionada con el concepto de curva, es decir, con una imagen geométrica, ella se
reduce a una integral ordinaria por un segmento, por lo cual a la integral curvilinea
s¢ extienden todas las propiedades de la integral ordinaria. ;

Demos a conocer algunas propiedades especificas de la integral (47.1).

1°, J[E.:i's=$.
A

Esto es obvio.
2°. Si la funcidn F es continua en los puntos de la curva y como funcién del pa-

rdmetra s, es decir, 5i es continua la funcién Flr(s)),0 < 5 = S, enconces [ Fds

existe. N

En efecto, de acuerdo con la definicién (47.1}, la integral I Fdssereducenla
i T
integral [ Flx(s), ¥(s), z(s)]ds de una funcién continua por un segmento que,
]
como se sabe, existe.
3°, Una integral curvilinea de primera especie no depende de la orientacidn de la
cutvg!
{ Fo.y,2)ds = [ Flx, p, 2)ds.

Ak -

A
Efectivamente, supgngamos que M = r(s) s un punto de la curva AB, y s es |a
longitud del arco AM. Sic = § — 5, entonces ¢ cs igual a la longitud del arco

136429
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A

M "
ris=r(s-a)

rio)

Fig. 200
(fig. 200}, La funcién r = r{S—v}.O( o < 5§, es la representacion de la curva
» por lo cual, al realizar en la i 1(47.1) el bio de variables = § — o,y
alnom que ds = — da, oblenemos

5

[ Fery. s = [ Flxts), y6), 266)lds =
A L

1]
[ FU(S = o), y(S = o), 2(S = o)ldo =
5

5
= l FIx(S = 0), (5 = 0).2(5 — o)ldo = | Fix, y, 2)do.
i
Esta propiedad de la integral curvilinea de primera especie se debe a que Ia longi-
tud del arco de una curva, de acuerdo con la definicidn, se considera positiva, inde-

pendientemente del extremo a partir del cual dicha longitud se calcula.
Antes de pasar a la siguiente propiedad, hemos de notar que I Fds, al igual

¥
que cualquier otra integral, es un limite de las sumas integrales correspondientes; la
peculiaridad del caso dado consiste s6lo en que estas sumas pueden ser descritas en
términos geométricos ligados con la curva v, a lo largo de la cual se realiza la in-
tegracion. He aqui una formulacién més precisa.
4°, Sea v={s,)\=" la particion del segmento [0, 5], § €ls,_ ,. 5,); As;= =85 "

la longitud del arco de .ra curva -y entre los puntos r(s;_ )y ris), i = 1,2, ..
mientras que a, = ‘z Flr(k)\As;. Entonces, si la funcién Flr(s)) es integrable

segun Riemann en el segmento [0, S), se tiene
‘l'hlioo E Fds. @.2)
Efectivamente, o, es, evidentemente, la suma integral de Riemann de la integral
8
I Fir(s)lds, y, por ende, la f6rmula (47.2) proviene directamente de la (47.1).
¢ La formula (47.1) es muy comoda en el lio de las propiedades de la integral

j Fds, no obstante, no es asi ni mucho menos en el calculo de la misma, puesto

¥
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que suele ser muy dificil o incluso pricticamente imposible encontrar una represen-
tacién de la curva dada, en la que por parimetrose toma la longitud variable del ar-

co. Por esta razén indiquemos la formula de Ja-integral j Fds para cualquier

representacion paramétrica de la curva v, i
59, hpongummqueywwamm(v&ucladeﬁnim 16enelp. 16.4),
r(:) = [, ¥ (), x(t); @ < t < b) es su rep derivable

¥, por consiguiente, ¢ Xt) + ¥'H0) + x'M1) > 0,a < 1 € b¥.
Seq la funcidn F continua en la curva vy (en aquel sentido que la funcidn Flr(n)]
es continua en el segmento [a, b]). En este caso

]
[ Fe,yo2)ds = [ Flo@, ¥ xWVe ID+9 TD+x 0dl.  (47.3)
¥ a

En efecto, bajo las suposiciones asumidas, la curva - es rectificable y la longitud
variable del arco 5 = s(f) puede tomarse como parimetro (véase el corolario 2 del
teorema 2 en el p. 16.5), a consecuencia de lo cual la integral I Fdstiene sentido.

¥
Al realizar €] cambio de variable 5 = s{t) en el segundo miembro de la igualdad
(47.1) y recordar que (véase el p. 16.5),

dJ_VT“T!_‘T_"_-"!‘
5 = WTRyTH T,

obtendremos la férmula (47.3).
De (47 3) se infiere que para la curva dada el valor de la integral que figura en el
bro de la igualdad (47.3) no depende de chmo se elige el pardmetro en
lac curva, pues, cualquiera que sea la eleccién del pardmetro, dicha integral es igual a
la integral que figura en ¢l primer miembro de esta igualdad

47.2, INTEGRALES CURVILINEAS DE SEGUNDA ESPECIE

Existe una serie de problemas matematicos y aplicados que conducen a las in-
tegrales curvilineas de otro género. Por ejemplo, sir = r(t) es el radio vector de un
punto material en movimiento y F = F(#) es la fuerza que actiia contra este punto,
entonces seria natural determinar el trabajo de la fuerza Fa lo largo de la trayectoria

T del punto como una integral ]' Fdr, o bien, siempre que F = (P, Q, R), y
T

dr = (dx, dy, dz), en la inscripcion de coordenadas como una integral
! Pdx + Qdy + Rdz. (47.4)
i

* Ry ! que esta condicibn es indicio de que 1a curva estd privada de puntos singu-
lares (véase la definicion 15 en el p. 16.4).
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Recordando que (véase el p. 16.5)

dx dy dz
= g = 5 = cos 47.5)
o oosy g cosf & T {

donde t = (cose, cosf, cosy)es el vector unidad tangente, la integral (47.4) puede
ser representada formalmente en la forma

I (Pcosa + Qcosf + Rcosy)ds.
Tr

Enynciemos ahora la definicibn estricta de las integrales del tipo (47.4). Sea
y = AB una curva orientada suave, es decir, una curva orientada continuamente
derivable, privada de puntos singulares. En este caso existe su representacion conti-
nuamente derivable

) =[x=elt)hyr=y9hz=xthast< b}, A =ri@, B=rb)

tal que
PN+ YD+ x>0, ag i< h.

Seas = 5(¢)lalongitud variable del arco, 0 € 5 £ §, Ses lalongitud detodala
curva v, calculada a partir del extremo A, (cose, cosf, cosvy) ¢s ¢l vector unidad
tangente a la curva, @ = a(s), 8 = B(s),y = v(5),0 € 5 £ §, y suporgamos que
la funcién F, al igual que en ¢l punto anterior, estd definida en el conjunto {r(1),
a € t € b) de todos los puntos de la curva v.

Definlcién 2. La integral L F(x, y, 7)dx se determina segun la férmula
Al
!Z Fix, y, )dx = Ja F(x, y, 2)cosads. (@1.6)
A

Andlogamente, segtin la definicién, debe ser
L Fix, y, 2)dy = L F(x,y, z)cosfds,
A

Ja Fix,y,z)dz = AL Flx, y, z)cosyds, “.n

Las integrales del tipo (47.6) y (41.7) se llaman integrales curvilineas de segunda
especie de la funcién F a lo largo.de la la curva AB.

El caréicter nsurﬂdemdeﬁnjdnnuuwdefufﬁmulas (47.5).

Demos a_conocer algunas propiedades de las integrales curvilineas de segunda
especie, limitindonos, para brevedad, sélo al caso'de la integral (47.6).

1°. Si la funcién F es continua en la curva v, es decir, si es continua la funcién
FIr(t)], a < t € b, la integral (47.6) existe.

En efecto, admitidas las suposiciones respecto de la curva v, la funcidn ¢ = #(s)
(resel pudm:tra en la curva v, v § s la longitud variable del mo‘}n ntinuamen-

X

tedeﬁvablcmelsemenwlo.sl por lo cual la funcién cose = F'&?“ continua
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Fig. 201

en este segmento y, por lo tanto, en virtud de la propiedad 2° de las integral
curvilineas de primera especie (véase ¢l p: 47.1), la lntegu! (47.6).existe, O

En lo que sigue eneste punto supondremos, para simplificar, que la-funcién-Fes:
continus en la curva y. En este caso todas las integrales que van abajo existen a cien-
cia cierta. .

2°, Una integral curvilinea de segunda especie cambla de signo cuando la curva
varfa su orientacidn, es decir,

L F(x, y, 2)dx = - ,g Fix, y, 2)dx.

A

En ¢fecto, si o es ¢l dngulo formado por el sentido positive de una tangente a la
curva ABy el eje Ox, y o, el ingulo formado por el sentido positivo de la tangente
a la curva BA vy el.eje Ox, entonces para los puntos correspondientes tendremos
« = o+ = (fig. 201), y, por lo tanto, cosa’ = — cosa.

Ahora, haciendo uso de la propiedad de ind dencia de une integral
curvilinea de primera especie de la orientacién de la curva (véase el p. 47.1), ob-
tendremos
; Fix, y, z)dx = le Fix, y, T)cosa’'ds = — }A Fix, y, 2) cosads =

8.

= - }3 Fix, y, z)cosads = — j; F(x, y, 2)dx.

A
De cste modo, dicha propiedad que posee la integral curvilinea de segunda espe-
cie se desprende de! hecho de que las integrales curvilineas
% Flx, y, 2)dx y lL F(x, y, 2)dx
A

son iguales a las integrales curvilineas correspondientes de primera especie, cuyas
expresiones subintegrales se diferencian solo en signo. O

3°, Si Fes una funcidn continua en la curva v, para la integral (47.6) serd vdlida
la férmula »

{ Fle,», 2)dx = [ Flp(©), ¥, x (O))e’ ()df. (47.8)

A3

En efecto, de acuerdo con la degi.nicibn (47.6),
L Flxy, z)ds = | Flx(s), »(s), z(s)]cosa{s)ds.
s &
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Al realizar el cambio de la variable s=s(¢) en la integral que figura en el segundo
miembro de esta igualdad y notar que (véase {47.5)}903«:-4;:?-. obtendremos
f

5
} Flx(s), »(5), 2(s)lcosa(s)ds =
L4 .
= | Flo), ¥, xOF: siat =
i

b
= [ Fle@, v, xOlef()dr O

Ha de notarse que hemos demostrado a la vez que la integral en el segundo
miembro de esta férmula no depende de la eleccin del pardmetro en la curva el que
conserva la orientacién de ésta.

En el caso particular cuando como pardmetro ¢ puede tomarse la variable x, es
decir, cuando la curva y posee la representacién y = y(x), z = z{x),a S x < b,
y, por lo tanto, esté privada de puntos multiples, la funcién F seré funcién univoca
no sélo de los puntos de la curva, sino también de los puntos correspondientes del
espacio (en este caso a diferentes puntos de la curva les corresponden puntos distin-
tos del espacio y viceversa).

La férmula (47.8) admite en este caso la siguiente forma

b
[ Fix, », 2)dx = [ Flee, y0o), 200l 1.9

T

4°, La integral j} F(x, v, 2)dx es el limite de las sumas integrales correspon-
A
dientes gue se describen en los términos ligados con la curva v, con mds precisién.;
seat = ft;\i=i0 la particion del segmento [a, bl, y 6., su finura, §;€ [t;_, G, 1 = 1.
20 -fn,- ¥ in
g = -FlrE)lAx,,
T ,}..:1 1]

donde Ax; = x{t;) = x(t;_,), entonces

fms,= | Fxy, 2dx. @7.10)
or—0 3

En efecto, segin la férmula de los incrementos finitos de Lagrange, Ax; =
= ¢’ (n;)At;, donde

neliop bl Ay=t— 4y, =12, ... .0

por lo cual io
g, = FIrE)le’ ()AL,
E
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o
f‘: FlrEle" Epas;.
—3

La suma o, es, para la funcién F|r(f)}¢(7), una suma integral de Riemann, razén
por la cual .

alri{.i‘l‘]{r,. = ‘I Flr{t)le (t)dr. (47.11)

Por owa parte,
fo

15, — 0, < ): IFIrEM e () — " (1AL £
=1

< wld,; ¢ )b - @) sup \Flr(!,
agrch

dondew(®; v )es el médulo de continuidad de la funcion ¢ . Se sabe que de Ia con-

tinuidad de la funcién F[r(¢)] en el segmento [a, b] proviene que

sup IF[r(t)]l < <=,y de la continuidad de la funcién ¢ en el mismo segmento se

egIgh

deduce que alimoc.-{ﬁ,;p'] = 0, por esta razbn se tiene alimo{&‘, =~ a,) = 0. Te-
- r—

niéndolo en cuenta, en virtud de (47.11), obtenemos
@
Jim o, = j Flr@®le (t)dt.

De aqui, de do con la propiedad 3°, se deduce la férmula (47.10). O

Hemos indicado sélo aquellas propiedades de las integrales curvilineas que estAn
ligadas con ¢l cardcter especifico de su definicién y con lacurva alo lu:o delacua.l

se realiza la integracion, Es natural, pues, que, por lasi en
mdénsemduemaIasmesralnordlnammunsemto.ahspﬂmmumien
den t bién las di pre prop mhﬁ r (Iin lidad P

de las funciones a integrar, teorema integral del valor medio, etc.).

41.3. AMPLIACION DE LA CLASE DE TRANSFORMACIONES ADMISIBLES
DEL PARAMETRO DE UNA CURVA

Una curva orientada continuamente derivable y privada de puntos singulares se
ha definido (véase el p. 16.1 y 16.2*) como aguella que d de tales rep
ciones vectoriales wnu.nuamznudmvablnr(l).a &g bque r'(r) # Oenel
segmento [a, b]. A titulo de transfor del pardmetro se
raban las funciones siguientes

t=1(), agr<f, Ha)=a, t{B)=0b,
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que cran continuamente derivables y tenian derivada positiva en el segmenta [a, &1
Na obstante, este requisito resulta, a veces, derpasiade pesado, Por ejemplo, para
un arco v de la circunferencia unidad con centro en ¢l origen de coordenadas las
representaciones

=",

y=y 0gxgl, ¥ x=senf, = cost, Dgrg’—lr,

ser no equivab en este sentido. Ademds, la misma representacién
¥ =+v¥1 - x2, 0 £ x € 1, no determina en nuestro sentido ka curva continuamen-
te derivable, puesto que para x = | ¢lla no tiene derivada. Es por eso que seria na-
tural ampliar la clase de transformaciones admisibles de los pardmetros y de repre-
sentaciones admisibles de las curvas continuamente derivables. Podemos hacerlo del
modo siguiente.

Consideraremos una totalidad de las representaciones vecteriales r = rif),
agr<h, i en el i@, bly cont derivables en el inter-
valo (a, b). Se lamard fransformacidn admisible del pardmetra toda funcién
t=tr)e<reg A,0a) = a,t(8) = b, continua en el scgmento [g, 3], conti-
nyamente derivable y que tiene en el intervalo (e, §) una derivada positiva. Como
hasta ahora, dos representaciones s¢ llamardn equivalentes, si se puede pasar de una
a la otra con ayuda de una transformacién admisible del pardmetro.

Definiclén 3. Ung clase de representaciones equivalentes del tipo indicado prefi-
Ja ung curva continuamente derivable, si en la clase citada existe por lo menos una
representacién v = r({),a < t £ b, que es continyamente derivabie en todo el seg-
mente [a, b].

Definiclén 4. Una curva continuamente derivahle lleva el nombre de curva sin
punios singulares o, en la forma mds breve, curva suave, si para cierta represenia-
cidn suyarit),a = t < b(y, porlo tanio, para todas los representaciones suyas) se
cumple la condicién r" (1} + 0,8 < t < b.

En el sentido de esta definicién dos representaciones citadas del arco de una cir-
cunferencia resultan ser equivalentes y definen una curva suave.

Quedan en vigor también todas las definiciones aducidas anteriormente de las
integrales curvilineas y sus propiedades, si st toma, por supuesto, en consideracién
el heche de que para ciertas representaciones de las curvas puede obtenerse una in-
tegral impropia.

Cabe subrayar que la ampliacion de la clasc de representaciones de una curva
permite cafcular la integral curvilinea para las mas diversas representaciones de la

curva. Por ejemplo, ia integral IF(X, ¥)dy, donde y es el arco de la circunferen-

b
cia unidad considerado mas arriba y P, una funcibn continua en y, puede calcularse
sirviétndose de ambas representaciones mencionadas;

- xdx

S Pix, y)dy = — ( P, V1= X)) V1= 2

o
T B
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Ll
{ Pex.yydy = — [ P(sent, cost)sentdr.
¥ L]

En ¢l primer caso aqui puede obtenerse una integral impropia,

Ademés de esto, al di los pucden elegirse lss"represmmms
buenas’*, ¢s decir, aquellas gue son conti te derivables hasta los del
segmento, vy los razonamientos realizados resultardn vélidos también para el con-
cepto ampliado de curva.

Ejercicio 1. Demuéstrese gue para la nueva definicién de lawm i deri-

vable y= fx(f), ¥(t), 2{r)} su longitud se expresa medianie la formula I Vet ¥ e !d:.
donde la integral escrita es, en el caso general, impropia.

47.4. INTEGRALES CURVILINEAS A LO LARGO
DE LAS CURYAS SUAYES A TROZOS

Definicibn S. Si la curva v es suave a trozos, es decir, puede ser representada co-
mo reunidn de un ndmero finito de las curvas suaves v, ¥y, ... vy, ¥ la funcién
F(x, y, z)estd definida, como antes, en los puntos de la curva v, entonces, por defi-

nicidn, pongamos "

j Fx,y, 2)dx= Y j Flx, y, 2)dx.

¥ i=] w

Siy es una curva suave atrozos yx = x(t),» = »{1), 2z i zZ(),a £t < b,es
su representacion suave a trozos, se escribird también

&
[ Fnp2)dx = | Fle@), (0, 201x ()

¥

{aqui la derivada x’ (t) puede ser no definida en el niimero finito de los puntos del
segmento [a, b)), con la particularidad de que la integral que figura en ¢l segundo
miembro de la igualdad se entiende, por regla general, en el sentido impropio.

Las definiciones andlogas tienen lugar bién para las integrales del tipo (47.7).
En adelante tropezaremos con las sumas de las integrales del tipo (47.6) y (47.7), es
decir, con las integrales del tipo (47.4), donde P, Q y R son ciertas funciones defini-
das en los puntos de la curva y. De do con las definici (47.6) y (47.7), es
licita la férmula

{ Pdx+ Qdy + Rdz= [ (Pcosa + Qcosg + Rcosy)ds.

¥

OBSERVACION 1. Si I’ denota una totalidad finita de curvas orientadas suaves a
trozos v, § = 1, 2, ... , k, entonces, segan la definicibn,
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ke k
{ Fas= ¥ [ Fds, [ Fax= Y [ Fax, ec
r =y P I
OBSERVACION 2 Hemos definido las integrales curvilineas para las curvas dis-
I en el idi ional R 3, De un modo enteramente anélogo se defi-
nen dichas integrales r»amb‘ttn para las curvas que se disponen en cualquier espacio
n-dimensional R", n = 2, 3, 4, ... ,. Las integrales curvilineas en un espacio
u—dunmswnal poseen las propiedades que son andlogas a las consideradas en el caso
tri ional y sus d raci s0n bién las mi que se han realizado
anteriormente. Por eso no nos d dremos en las formulaci ni tampoco en las

demostraciones de las afirmaciones correspondientes.

Ejercicio 2. D éstrese gque las definici ducidas en el p punto, de las in-
tegrales cirvillneas a lo largo de Jas curvas suaves a trozos no dependen de como se dividen

dichas curvas en arcos suaves. ;
3. Calciilese la integral curvilinea ! Vx+2ydx+vx+ydy, donde T' es un contomo

T
triangular cuyos vértices son O(0; 0), B(2; 0), C(@2; 4).
Xy = pldx

——+——+ +donde T s ¢l arco de una
PO

4. Calcilese la integral curvilinea 5

astroide ¥ = acos’t, y = asen’t, limitada con los puntos {a, 0) y (0, a).

41.5. FORMULA DE GREEN

Definiclon 6. Supongamos gue un contorno sencillo cerrado v es la frontera de ia
regién plana y acotada G. Si la orientacion del contorno es ral que durante el re-
corrido del contarno v, correspondiente al crecimiento del pardmetro, la regién G
qued'a ala qumerda (tal recorrido se llama corriy ter ido del ¢
en di it ia al imi de las agujas de un reloj), du:kn orientacion se
denomina positiva; en el.caso contrario (es decir, cuando el recorrido del contorno
se realiza en el sentido de las agujas de un reloj), se denomina negativa (fig. 202).

Un contorne orientado positivo se aesignaré 4, y un contorno orientado nega-
tivo, 4~ . Estas nociones estdn deﬁmdas no de modo estricto y no en términos mate-
mitm exactos. No . N0S de dar aqui las definiciones preci-

48, ya que, por una parte, estono podria hacerse sucintamenté’y, por otra parte, en
lo 'que sigue la orientacidn se indicard cada vez concretamente, De este modo,
nuestra definicién *‘g 1" de la orientacibn positiva y negativa de un contorno
sencillo cerrago nos servird s6lo para los fines de la claridad geométrica de los
probl que se iderardn més abajo.

En adelante la region plana G, cuya ¢l puede se en la forma
(45.1) y (45.13) simulténeamente (véase la fig. 168), se llama.ra para abreviar, re-
gidn elemental.

et
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Grientacin Orientacidn
positiva negative

Fig. 202

Teorema 1 (formula de Green *). Sea G una regién plana y supongamos que si
frontera v es un contorno suave a trozos. Supangamos ftambién que-la regién G
puede ser partida en un niimero finito de las regiones elementales G; ) que tienen.
Jronieras suaves a trozosv;, i = 1,2, ... , k. Luego, sean-dadas en ia region cerra-
da G las funciones P(x, ¥) » Q(x, y) que son continuas en G junto con sus deriva-

ns) ionadas resulta vdlida la
i e %ﬁ 5 _aQ ) Bajo las candiciones mencio
id X

Sformula

aQ P "
H (ax ) 5 Pdx + Qdy. @.12)
[ T+

DEMOSTRACION. Al principio supongamos que la regién G es elemental de por sl
¥, por consiguiente, su frontera puede ser repr da como ién de las graficas
de dos funch conti derivables a trozos ¢(x) ¥ ¢lx), wlx) < ¥ix),
a € x £ b, y, quizds, de los segmentos de las rectas x = a yx = b, y también co-
mo reunion de dos gréficas de las funciones continuamenté¢ derivables a trozos a ()
YAl aly) < B(¥). ¢ € ¥ < d, Y. quizés, de los segmentos de las rectas y = ce
¥ = d (fig. 203).

En este caso, al aplicar la regla de reduccion de la integral doble a una reiterada,
el teorema de Newton — Leibniz (p. 29.3) y la férmula (47.9), tenemos

b #ix) b
“fdxdy - I [ S ffdy]m = [ Plx, v - Plr, w0y =
ay ay F
[-] a wix)
» b
= | P, volax — | Plx, etendx = | PG, p)x -
" ‘ &
- jz PG, y)dx = = [ Pex, yax — L P(x, y)x. (47.13)
A &b AB

*) G, Green (1793 — 1841), matemdtico inglés.
** Esto significa que [Gi){= ¥ es la particién de la regién cerrada & (véase el p. 44.3).

#*%) La continuidad de las derivadas parciales en G se entiende como su continuidad en el
conjunto abierto G y su proiongabilidad continua a la frontera de G (véase <l p. 39.3).
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Fig. 203

Al notar que para los segmentos BC y DA

j P, yydx= | Plx,y)dx=0 47.14)
BC DA

(esto proviene en seguida, por ejemplo, de la férmula (47.6), pues aquix = const y,
por ello, coser = 0) y al sumar las igualdades (47.13) y (47.14), obtendremos

H i WY S j, Pax — i Pdx - 1 Pdx —
dy J

L 5 b

j Pdx = — I Pdx. (47.15)
DA T

Se ha obtenido tal orientacién del contorno de frontera v quelospuntos 4, B, C, D

siguen uno tras otro sucesi . Esta ori itn es positiva (véase la definicién
6) y se designa mediante v *

De modo anélogo, a partir de que la region G es elemental, se deduce la formula

H 38 s iym j Ody. (47.16)
[

ax
y 4
Al sumar (47.15) y (47.16), obtendremos la formula de Green (47.12) para el ca-
s0 que s¢ considera. .
Examinemos el caso general, Supongamos que la regidn G esté dividida en las
régiones G, { = 1,2, ... , k, del tipo citado en las condiciones del teorema. En vir-
tud de lo demostrado, para todo { = 1,2, ... , &

N ;a..Q__.a_P)drdy= g Pdx + Qdy.
: ax ay
[#]]
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Ry
%)

Fig. 204

Al sumar estas igualdades, obtendremos
L3

k
Z H (aQ PN axay= Z Sde+Qdy, @7.17)
' ax ¥

i=1 i=]
= 7 74

Ya que la integral doble es aditiva respecto de los conjuntos (véase el p. 44.6),
tendremos

&
20 P » 9Q _ P
E SGS =% ) dxdy = S 5 ( 5 )X (47.18)

En la suma que figura en el segundo miembro de la igualdad (47.17) las integra-
les curvilineas se toman dos veces a lo largo de todas las partes interiores de las fron-
teras v, de las regiones G, ¢s decir, a lo largo de tales arcos de las curvas y; que for-
man parte de las fronteras de dos regiones G, { = 1,2, ... , k, v, por consiguiente,
no integran la frontera de la regibn G ; ademds, las orientaciones de estos arcos de
las curvas v, son opuestas (fig. 204). Puesto que una integral curvilinea de segunda
especie cambia de signo do varia la ori ion de la curva, la suma de dos in-
tegrales curvilineas a lo largo de las partes indicadas de las curvas y; es nula. Por
es0, en la suma derecha de la férmula (47.17) quedarén solo las integrales a lo largo
de las partes orientadas positivas de la frontera y de la regién G, que dan en suma

I Pdx + Qdy. De este modo,
e

L3
Y | pax+ody= { Pdx+ Qdy. -(47.18")
f=l oy b

De (47.17), (47.18) y (47.18") se deduce la formula (47.12) para el caso
general. O

Sea G una regién acotada en ¢l plano Ry supongamos que su frontera consta
de un nimero finito de contornos sencillos que se lamarén contornos de frontera.
Siun oontoruo de frontera es, a la vez, la frontera de una regiébn no acotada dis-
pucsta en ‘RN G, se denominara exterior; en cambio, si.s, a la vez, la frontera de
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una regioén acotada dispuesta en R\ G, se llamard interior. En la firura 205, v, es
el contorno exterior, mientras que v;; ¥ ¥;; 50N cONlormas inleriores.

Si la frontera de la regidn G s¢ compone del contorno exterior v, y los contornos
interiores ¥y, Y2 -+ » ¥ip ¥ 5i 12 region G puede ser dividida en un ndmero finito
de regiones, elementales respecto de ambos ejes de coordenadas, que tengan fronte-
ras suaves a trozos, entonces resulta vilida la férmula

H fg—ff)dxary: Sde+Qdy+ E ipdngdy.m.w;
dx ay

P =1 9

Como hasta ahora, las funciones P y  se suponen continuas, junto con sus deriva-
das ,‘E’ ¥ a—Q en la region cerrada G.
dy ~ dax

Esta férmula se demuestra igual que la (47.12), siempre que se loma en conside-
racién que en la suma que figura en el segundo miembro de la igualdad (47.17)
quedaran las integrales curvilineas a lo largo de las partes orientadas positivas del
contorno exterior y a lo largo de las partes orientadas negativas de los contornos in-
teriores (véase la fig. 205).

Indiquemos, ademds, que en la fdrmula (47.19) todos los contornos (tanto exte-
riores, como interiores) estin orientados de una manera tal que durante su recorrido
la region de integracidn queda a la izquierda.

Definlcidn 7. Supongamos que la frontera 3G de una region plana acotada G se
compone de un namero finito de contornos senciflos suaves a trozos. La totalidad
de estos contornos orientados de manera tal gue, al recorrer cada uno de eflos, la re-
gidn G queda a la izquierda (a la derecha), se llama orientacién positiva (negativa)
de la frontera de G y se designa dG(— 3G, respectivamente).

La férmula de Green puede ser extendida a una clase de regiones mas amplia.
Con este fin diremos que en virtud de lo demostrado, la férmula de Green es vélida
para un tridngulo y, por ende, para cualquier poligono. Por eso, mediante un paso
limite, aproximando la frontera de la regidn con unas quebradas compuestas de un
niimero finito de lados, podemos obtener la férmula de Green para cualquier region
(e, incluso, para un conjunto abierto), cuya frontera se compone de un nimero fini-
to de curvas suaves a trozos. Sin embargo, no nos detendremos en la demostracion
de este hecho vy sblo nos limitaremos a su iacion. Con ello, haciendo uso de la
definicién 7, escribiremos la férmula (47.19) en una forma mas compacta.
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Teorema 1 . Supongamos que la frontera de una region plana acotada G se
P
compone de un nimero finito de curvas suaves a trogos. Si las funciones P, Q, Z—y

LY son continuas en G, entonces

X
ag 4P
= o Vaxdy = Pdx + Qdy,
§S ax - By) 4 S Qdy
=] aG

donde 4G es la frontera arientada positiva de la regidon G.

La formuia de Green para las integrales multiples sirve como andlogo dé la for-
mula de Newton — Leibniz para intégrales de multiplicidad unilaria: én ambas for-
mulas las integrales de las derivadas extendidas’a una regién da integracion se expre-

san a través de los valores de la funciéii en la frontera de lateglon mencionada (en el
caso de la formula de Green dichos valores se siguen integrando).

Ejercicios. Sirviéndose de la férmula de Green, calcilense las siguientes integrales

curvilineas, donde I’ es un contorno sencillo cerrado compuesto de las partes de las curvas cu-

yas ecuaciones estan indicadas para cada integral (el sentido del recorrido del contorno es po-
sitivo).
-

Sl e pdi o (P 2y = 2y =kt ey,
;

6. !‘ f.dr+2lnxdy:lx+y=4,x-
x

7 dx dy
. - Ziy=xx=2,p=1
F x

47.6. CALCULO DE LAS AREAS MEDIANTE INTEGRALES CURVILINEAS
Al poner en la formula de Green @ = x, P = 0, obtendremos n dxdy =

! xdy, v, por lo tanto,

¥+
pG= [ xdy. (47.20)
T+
Por analogia, al ponet P = — y, 0 = 0, oblendremos
pG = - j ydx. (47.21)
s
Sumando las férmulas (47.20) y {47.21), tendremos
1
mE= | xdy — yax. (47.22)

T4
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Ejemplos. 1. Hallemos, con ayuda de la formula (47.22), el drea limitada por la

e 1

.\'J‘ yl
elipﬁe? + 2l = |, Hagamos uso de surep p ica: x = acosr,

y = bsenis. Al aplicar la formula (47.22), obtendremos el &rea buscada:
o

1
g S xdy — ydx = lﬂb j (cos’ + sent)dr = xab.
Y"

Comparando este método de céleulo del érea limitada por una elipse con el cita-
do antleriormente (véase ¢l ejemplo 4 en el p. 32.1), podemos cerciorarnos con facili-
dad cudn menos es aqui el volumen de calculos.

2. Hallemos ¢l 4rea limitada por la astroide (véase en el tomo 1, fig, 84).
x = acos’t,y = asen’t,0 £ 1 < 2r. Teniendo en cuenta que en este caso el cre-
cimiento del pardmetro ¢ corresponde a la orientacidn positiva del contorno, tene-
mos:

b
1 2
s = S xdy — ydx = 3% i (cos'rsen?t + sentcos®t)dt =

3+
2r 2x

2 2
232 etz =2 (= costiyte =
8 16 8

Ejercicios. Caleilese, con ayuda de la integral curvilinea, el drea de una figura limitada
por las lineas:

ax=.-2y-f’x- Ly=0

9.3 =4~ x,x = 1,y = | (en ¢l primer cuadrante),

41.7. SIGNIFICADO GEOMETRICO DEL SIGNO DEL JACOBIANO
DE LA APLICACION DE UNA REGION PLANA

Sea F una aplicacién biunivoca y continuamente derivable de la regidn plana
G C R, enelplano R}I con un jacobiano distinto de cero en todo punto de G. En
este caso, en virtud del principio de conservacion de la regidn, el conjunto
G* = F(G) es también una regidén (véase el p. 41.8), mientras que el jacobiano,
siendo continuo, mantiene invariable su signo en G (véase ¢l teorema 4 en el
p. 19.6), ¢s decir, o bien es G positivo en todo punto, o bien es negativo en todo
punto.

Supongamos que en la inscripcidn de coordenadas la aplicacion Fse da mediante
las férmulas

x = x(a, v),
y=yu,v). (47.23)
Lema 1. Si y es una curva suave a {rozos disp en G, su imagen y* = F(vy)

serd, realizdndose la aplicacion F, también una curva suave a (roios.
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DEMOSTRACION. Supongamos al principio quey 5 una curva suave, es decir, una
curva continuamente derivable privada de puntos singulares (véase las definiciones
1S5y léenelp. 16.4) y sea

=ult), v="v{t), agt<b,

una repr ion suya. Er ,enel la, b] las funciones u(t) y #(¢)
son ¢ontinuamente derivables y

@+ @)

Como representacidn de la curva 4 * = F(y) servird un par-de funcicnes
= x{ul), v@), ¥ =y, ve), agr<h,

las cuales, en virtud de las propiedades de la posiciom de funciones conti-
nuamente derivables (véanse Jos pp. 19.3 y 20.3), ser4n también continuamente de-
rivables. Mostremos que la curva v * no tendra puntos singulares. Efecti te
como

dy  dx du dx dv

+ ==,
dt du dt av dt
dy _ dy du dy dv

dt  du dr v dr'

entonces, (o do estas igualdades por un si de ecufci lincales resp
du  dv 12 s ora s
de EY?, Vemos que si en cierto punto r € [a, &) sec an las
d
d_x Lo 0, entonces, debido a que el jacobiano
dt dt
ax ax
ax, y) (du v
Au, v)
ay dy
du av

no se reduce a cero, el sistema citado tendria la Gnica solucién, a saber, la solucién
o . : . % d
nula, es decir, en el mismo punto ¢ se verificarian las igualdades ?u = ? =0,y,
1 {
de este modo, el punto correspondiente de la curva v seria singular lo gue, por hipé-
tesis, no es posible.

Asi pues, si la curva v es suave, la curva y* = F(y) es también suave. De aqui
proviene en seguida que la imagen de una curva suave a trozos en la aplicacién que
se considera es también una curva suave a trozos, pues tal curva suave a trozos (véa-
se la definicion 16 en el p. 16.4) representa una reunién de un nimero finito de cur-
vas suaves. [J

14—6429
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Sea, ahora, I' C G, donde I' s una region limitada y su frontera 31" esté consti-
tuida por el contorno sencillo suave a trozos (las fronteras de este tipo se llaman
suaves a trozos). Supongamos, ademas, I'* = F(I'). Entonces, en virtud del princi-
pio de conservacion de regibn, ¢l conjunto T'* serd también una regibn y, mas adn,
su frontera 81'* es la imagen de la frontera 3T de la region T (véase el lema 1 en el
p. 46.1), es decir, 3 * = F(3T'). Por eso la frontera 4T * es también el contorno y *
sencillo (debido al cardcter biunivoco de la aplicacion F) y suave a trozos (de acuer-
do con el lema 1 de este punto). Por consiguiente, a lo largo de los contornos
4 = al yy* = 81'* pueden calcularse integrales curvilineas. Supongamos que las
regiones I y [' * son de tal indole que admiten el uso de la férmula de Green, por
ejemplo, satisfacen las condiciones que se imponen sobre la region en el teorema |
del p. 47.5. (Segin se ha sendlado, la formula de Green, en realidad, es siempre
licable bajo las suposici admitidas, pero esto no fue demostrado).

Desi como siempre, por y* ¢l contorno v orientado positivo (véase el
p. 47.5). Sea

u=uft), v=v{t), asi<h,

la representacién del contorno 4 * y, por lo tanto,

x=xfu(),vie)l, y=yluit)vit)l, agigh, (47.24)
€5 una representacion del contorno y * 22y oYy
Supondremos, ademas, que existen der{vsdas mixtas T y prr y que éstas
u - dudv

son continuas, por lo cual son iguales entre si en todos los puntos de la region G.
De acuerdo con la férmula (47.20),

aP*=¢ | xdy, (47.25)

¥

donde g = + 1, silaorientacion del contorno v * es positivay e = — 1, en el caso
contrario. En otras palabras, ¢ = + 1(¢ = — 1, respectivamente), siempre que al
recorrido positivo del contorno dado y corresponde en la aplicacion (47.23) el re-
corrido también positivo (negativo, respectivamente) del contorno vy * = Fiy).

Al transformar la integral (47.25) segtn la formula (47.8) y hacer uso de larepre-
sentacion (47.24) del contorno v*, tendremos

b b
. dy du  dy dv ay ay
N =c¢lxy,di=¢ + = di = Xx——du + x—dv,
G "j"’ =§(&udr v ar ]- u v
a Td—
Apliquemos a la :'megral obtenida la formula de Green (véase el teorema 1 en el
p. 47.5). Al poner P = x—. Q= .r 24 yabse:var que en esle caso

2 2,
aQ axa,v”ay p _oxdy, Yy

o du v audv’  @v  gv du avav

v y 2 2 a
(aqui se utiliza la condicion de existencia de las segundas derivadas parciales 2
v
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2
J"—a—y. requerida anteriormente), obtendremos

duadv
0 _op axay axiy o)
du av du v av au u, v)'
de donde
ar*=c | PdusQdv=s 20 VBN v LR
du B du, v)
at r T
El primer miembro de esta igualdad es superior a cero, por lo tanto, el segundo
miembro es también positivo y, como el jacobiano de la aplicacion (47.23) no cam-
bia de signo, esto es posible solo en el caso en que £ o4x. ) = 0, es decir, cuando ¢l
alu, v)
namero £ ¢s del mismo signo que el jacobiano ——= ot y) ¥, en este caso,
L) _ |36, B, v
‘ "~ "], De este modo, el signo de ¢ no depende de la eleccion del
6{u v} M, v)

contorno v, sino que se determina por el signo del jacobiano el cual es el mismo en
todos los puntos de la region G
Queda demostrado, pues, el siguiente teorema.
Teorema 2. Si las suposiciones asumidas iormente estdn cumplidas, resulta
vdlida la férmula
HES SS
.

> 0enT, entonces € = + 1, en otras palabras, si el jucobiano

aw, )
Au, v)

(47.26)

alx, y)
u, v
de la aplicacidn F es positivo, enionces al recorrido positive de todo contorno
¥ C G, que sirve de frontera para lg region limitada T' C G, le corresponde, en la
aplicacidn F, el recorride positiva del contorno v * = Fivy) gue sirve de frontera de
la region limitada I'* = F(T'). En cambio, si el jacobiano :(‘f ’; ;
!

ces£ = — |, esdecir, al recorrido positiva de todo contorno y del tipo indicado le
corresponde, en la aplicacién F, un recorrido negativo del contorno v* = F(y).

De este modo, el significado geométrico del signo de un jacobiano consiste en
que, siendo positivo el jacobiano, la orientacion del contorno se mantiene invariable
durante la aplicacidn y si cambia, cuando el jacobiano es negativo.

Con ayuda de la formula de Green (47.19) la férmula (47.26) se generaliza facil-
mente para el caso cuando la frontera de la regién ' se compone de un ndmero fini-
to de contornos cerrados suaves a trozos.

Diremos, ademds, que mediante la formula (47.26) puede obtenerse sin dificul-
tad alguna la demostracién mas ficil del teorema 1, citado en el p. 46.1, sobre el sig-
nificado geométrico del madule del jacobiano. En efecto, sea MyeTl, d(I') es el

Ademds, si ——

< OenT, enton-

14*
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dizmetro de la region ', y supongamos que la region [ se contrae de 1al o cual modo
hacia el punto My, y, por consiguiente, d(T') — 0. Segin el teorema del valor medio
(véase ¢l p. 44.6),

e |

g

ax, )
aw, vl

ax, x)
A, v)

dudy =

uI'y, MeT,

por lo cual T ‘au ‘”
pT alu, v)
Ya que el jacobiano es continuo, tenemos
x| _ |
a0l 3w, vl a0, v} gy
y, por lo tanto,
gy B SO @7.27)
diThe0 ul A, vl

es decir, hemos demostrado la formula (46.9) y lo hicimos, en cierto sentido, de mo-
do maés general; asi, por ¢jemplo, aqui " no es necesariamente un cuadrado (aun-

que, hemos imp y sobre la aplicacién F las condick un tanto més fuertes, al
a4 3%
exigir que sean continuas las derivadas parciales ETJ y-— P y, ademds, que se

pueda aplicar la formula de Green para la region I' *). No es dificil convencerse de
que la razon en el primer miembro de la férmula (47.27) tiende a su limite uniforme
mente en el sentido indicado en ¢l teorema 1 del p. 46.1.

Pese a que la deduccion de la formula (47.27) resulta més facil, lo que sc ha con-
seguido a cuenta de las suposiciones mds fuertes, cabe sendlar que la demostracién
del teorema 1, aducida en ¢l p. 46.1, es preferible desde el punto de vista del sentido
matemitico, puesto que revela mejor la misma ia del probl vinculada con
el hecho de.que una aplicacidn derivable localmente se aproxima bastante bien por
la aplicacion lineal.

47.8. CONDICIONES DE INDEPENDENCIA .
DE UNA INTEGRAL CURYILINEA DEL CAMINO DE INTEGRACION

Todas las curvas (los contornos) que se consideran en este punto se supondran
suaves & trozos lo que, para abreviar, no se especificard cada vez especialmente. In-
diquemos, ademas, que en toda region G dos de sus puntos cualesquicra se pueden
siempre unir con una curva suave a trozos, per ejemplo, con una quebrada (véase el
lema 5 en el p. 41.4) dispuesta integramente en G.

Sea dada una regidén G y sean definidas ¢n ésta las funciones continuas P =
= P{x, »)y ¢ = Q(x, ). Examinemos la cuestién concerniente a las condiciones
que deben cumplirse para que Ia integral curvilinea | Pdx + Qdy (los puntos

-
AF
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&

),

A (@B
Fig. 206

A€ Gy Be G son arbitrariamente fijados) no dependa de la eleccion de la curva
AB que une A y B y que se disponeen G. g
Lema 2. Lo condicidén de ind dencia de la integral curvillnea en considera-

cién del ino indicado de integracidn es equival a que sea nula la integral alo
largo de cualquier contorno cerrado dispuesto en la regitn G.
DEMOSTRACION. 1, En efecto, supong; que para cualquier contorno cerrado

¥ € G tiene lugar la igualdad
[ Pax+ Qay =0
T

y sean dadas dos curvas {A’bjl ¥ {A’})z que unen en G los puntos A y 8 (véase la
fig. 206). Designemos mediante ); una curva que se obtiene de [A’B)2 al cam-

biar en ésta su ori i6n por la op La reunié (A?), U (BA ), de las curvas

(A-B]l ¥ (ﬁ }; €5 un contorno cerrado, razbn por la cual
I Pdx + Qdy = 0; (47.28)

(AByu By
pero
f Pdx + Qdy = ‘L Pdx + Qdy +
(AB), U (BA); (A8

+ | Pax+Qdy= | Pdx+Qdy-~ j Pdx + Qdy. (47.29)

BAN (ABn (ABy

De (47.28) y (47.29) proviene que
Pdc + Qdy = | Pdx+ Qdy,
A8y (AB)y

es decir, la integral curvilinea i Pdx + Qdy no depende del camino de integra-
A
cibn AB C G, cuando A e G y B e G estan fijados.
2. Viceversa, supc que lai 1 | Pdx + Qdy no depende del cami-
no de integracidn en el sentido mencionado y sea dado un contorno cerrado ¥ dis-
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puesto en G . Elijamos en éste dos puntos A vy B # A; entonces y = ABU ﬂ y
[ Pax+oay= [ + | = [ - [ =o
AB Fr) AB 4By

Y
donde (A B), denota la curva que se obtiene de la curva ﬁ » &l cambiar en ésta su
orientaciéon por la opuesta. [J

Enunciemos el criterio de independencia de una integral del camino de integra-
cidn,

T 3. Supong que las funci Plx,y)y Qlx, y)sor continuas en la

regidn plana G. Para que la infegral curvilinea j Pdx + Qdy, con los puntos fi-
K1

Jados A€ Gy Be G, no dependa del ino de i ién AB C G, es necesario

¥ sufi que la expresién Pdx + Qdy sea la diferencial total de cierta funcidn
u = uix, y), definida en la regidn G:

du = Pdx + Qdy (47.30)

(esto es equivalente a que E = P, a_u =Q,x,y)eq).
ax ay

Si esta condicidn’ se cumpl;_para cualesquiera dos punios A_= (xg, ¥g) € Gy
B = (x|, »,)€ Gy toda curva AB que une dichos puntos en G: AB C G, se verifica
la identidad

[ Pdx 4 Qdy = utxy,»)) = e, by). (47.31)
a

DEMOSTRACION DE LA NECESIDAD DE LA CONDICION (47.30). Admitamos que la in-
tegral en consideracién no depende del camino de integracion dispuesto en la regidn
G, sino que sblo depende de los puntos inicial y final del camino. Supongamos que
My = (x5, %) € G, M = (x, ¥} & G y MM ¢s una curva suave a IroZos que une en
G los puntos My y M (una curva de tal género, incluso una quebrada, siempre existe,
véase el lema 5 del p. 41.4). Pongamos

uM) = u@x, y) & [ Pdx+ Qdy.
Stokt

La funcidn u{x, ¥) es univoca, puesto que ¢l valor u(M) = u(x, y) no depende de
la eleccion de la curva que une en & los puntos M, y M. Probemos que

dulx, y) _ POy) y dulx, y)

ox o = Qlx, »).

Fijemos el punto M = (x, ) yelijamosel punto M, = (x + h,¥)e G, h = 0,
de una manera tal que ¢l segmento MM, que une M y M, (el cual, evidentemente,
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ol z
Fig. 207
es paralelo al eje Ox y tiene la longitud igual a 1 h 1), se contengaen G (ﬁ_ﬁ. 207). Pa-

ra todos los ni s I, sufich pequefios, tal eleccidn es siempre posible
{ipor qué?). En este caso tenemos

u=(x+h,pr—ulx,y)=

= j Pdx + Qdy - j Pdx + Qdy = j Pdx + Qdy.

mn @ M',l?a
A lo largo del seg) MM, la coordenada y se mantiene constante, por lo cual
I Qdy = 0, y, por consiguiente, u(x + h, ¥} — uix, y)} = I Pdx =
MMy MMy
x4k

.:j P{r, ¥)dt. Al aplicar el teorema integral del valor medio, obtendremos
x

uix + A, ¥) — ulx,y)=Pix + 0h, h, 0<h <1,

de donde
ﬁi’:;”(’*_’.ﬂ =P+ 0h,y) 0<b<l. (47132

El segundo miembro de esta igualdad tiene un limite para s — 0, puesto que la fun-
¢ién P{x, ¥) es continua, y por consiguiente el primer miembro también tiene un

limite cuando & — 0, Pasando al limite en (47.32), tendremos f-“%y—) = Plx,»).
De un modo compl al se d a L-'f la igualdad
El‘f—;y)- = Qx. y).
Asl pues, la existencia de la funcién u (x, »), para la cual se verifica la correla-
cién (47.30), queda demostrada. =

Supongamos ahora que 4 € G, Be G, A B es una curva que unc en G los puntos
AyB,yseax = x(1),y = y(t),a € t < b, unarepresentacion suyay, por lo tan-
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o, A = (x(a), ¥(@)), B = (x(b), ¥(&)). En este caso

b
[ Pdx + Qdy = j PLete), y0)x" () + QIx (), ¥y (Didt =

A8

&
- aww yO) dx | 3uGe(),y(@)dy 92]&: .
ar ay dt
b

= j u ety y(eNdt=ulx(®), yoil-ulxa), y@))=u(B)-uid),

es decir, la fﬁmul‘; (47.31) queda también demostrada.

LA DEMOSTRACION DE SUFICIENC1A de la condicion (47.30) referente a la indepen-
dencia de una integral curvilinea del camino de integracién se deduce dir e
de ta férmula (47.31). Efectivamente, ¢l punto inicial de cualquier contorno cerrado
4 coincide con el final, por lo cual, en virtud de (47.31), se tiene

ij+Qdy=um}—u(A;=u.

T

De conformidad con el lema 2, esto precisamente significa que la integral
curvilinea correspondiente no depende del lrayecla de integraciéon. O

Observemos que, que el rado nos proporciona las condi-
ciones necesarias y suficientes referentes a la independencia de una integral
curvilinea del camino de integracion, dichas se comprueban con dificul-
tad.

Al hacer mas estrecha la clase de las regiones en consideracién podemos obtener

un criterio considerablemente més simple y efectivo. [ d s la sigui de-
finicién.
Definicién 8. Una regidn plana G se llama simpl si, cualg

gue sea el contorno sencillo y C G , la regidn limitada I, cuya frontera estd ooum-
tuida por v, se contiene en G.

Hablando metaféri el hecho de que una region es simplemente conexa
significa que elta no tiene ““agujeros’’. Un circulo nos da el ejemplo de una regién
simplemente conexa, un anillo circular representa una region no simplemente cone-
xa (fig. 208).

‘Antes de enunciar el otro criterio que caracteriza la independencia de la integral
curvilinea del camino de integracion, demostremos un lema que nos hard falta al de-
mostrar dicho criterio.

Lema 3. Supongamos que las funciones Pix, y) y Q(x, ¥) son continuas en la re-
gidn G ; y es una curva suave dispuestaen G; x= x(t),y = y(1),a < t < b,es5u
representacion , v = [;&:3‘ es la particién del segmento |a, b), y ), una quebrada
cuyos vérrices se ubican en los puntos (x(1;), y()) i = 0, 1,, ... , iy (véase ¢l
p. 16.5). En este caso

lim, | Pdc+Qdy= [ Pax+ Qdy. (47.33)
A ¥
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Fig. 208

Cabe seflalar que como las funciones x(¢) ¢ y(¢) son uniformemente continuas
en ¢l segmento [a, b], las longitudes de los lados de la quebrada A,, es decir, las de
los segmentos cuyos vértices se encuentran en los puntos (x(;_;), »(f;_ ) y (x(t;),
»(1)) tienden también a cero cuando &, — 0.

DEMOSTRACION. La curva y s un compacto; ya que este comp cto No e interse-.
ca con el conjunto cerrado R, \ G, Ia distancia entre ellos es superior a cero-(véa-
se el lema 7 del p. 18.2). Sea » un nimero cualguiera tal que p(y, R'iy NG S
> 1 > 0. Designemos mediante 7, la totalidad de todos los puntos del plano que
distan de y a una magnitud no superior a 5. El conjunto ¥, estd acotado, cerrado
(véase el p. 18.3, lema H}y-y,‘l o,

Dado que las funciones x(f) e ¥ (f) son uniformemente continuas en el segmentd

[a, b], existe tal nimero &, > 0, que para cualesquiera dos puntos ' € [a, b] y
1" € [a, b], que satisfacen la condicion 1¢° = ¢” | < &, se cumple la desigualdad

M M7) = VIx@E”) = x(@ )N + D) =y <,

donde M’ = (x(r'), ("), M” = (x(1"), ¥(t' ;) (compdrese gon el [ema 4 en el
p. 41.4), Es evidente que todos los puntos del segmento cuyos extremos se ubican en
los puntos M” y M™ se hallan alejados del punto M a una distancia no superior a
n, razén por la cual se disponen en el conjunto ¥,» ¥» POr corisiguiente, en G. Esto
significa que si la finura 5, de la particién 7 del segmento [a, b] es tal que 6, < fig,
todos los puntos de la quebrada A, se disponen en G y para las particiones de este gé-
nero 7 tiene sentido la integral I Pdx + Qdy.
Ay
Exami s las integral j Pdxy j Pdx. Pongamos
¥ As
Xp=x), ¥ =) Pp= Pl
o
Ai=x;— X, i=1,2,.. 0,0 = }2 PAx;.
=

Segiin se sabe (véase el p. 47.2, la propiedad 4°),
Jim o, = { Pax. (47.34)

T

Sean, luego, M; = (x,;, y;) los vértices de la gquebrada A, ; en este caso

io
j pax= Y j Pdx. (47.35)
Ay I=1 MMy
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Por otra parte, indiquemos que (haciendo uso de las designaciones adoptadas en el

p. 41.2)
E dx = 5 cosads = \M;_ M cosa = Ax;,

M DM MMy

por lo cual
o,=F Pax=Yy P | dx=} §  Puax. (47.36)
L [ My M f MM

Al designar con L _ la longitud de la quebrada A ; con §, la longitud de la curva y
y con w(§; P), el médulo de continuidad de la funcién P(x, y)} en el compacto v,,, ¥
teniendo presente que en virtud de la definicion de la curva: L £ S, obtendremos,
a partir de (47.35) y (47.36):
| Pdx=o| <}, ' { p- ledxl <
MM

< 0@, P) Y 185 € 0, PIL, € w(b,: P)S.

De aqui, en virtud de que la funcién P(x, ») es uniformemente continua en ¢! con-
junto vy, , tenemos a“mo( i Pdx — g, )= 0, y, por ende, de conformidad con
s
A

(47.34), ’

al,iinn i Pdx= | Pdr. (41.37)
Ar ¥
Andlog - b de i
Jim_ j Qdy = j Qdy. (47.28)
T el

De (47.37) v (47.38) se deduce directamente la afirmacion del lema, es decir, la
formula (47.33). O
OBSERVACION. Una afirmacién, anéloga al lema, es licita también para las in-
tegrales curvilineas en un espacio, con la particularidad de que la demostracion del
caso espacial se realiza sigulendo el mismo esquema que se usa en el caso plano.
Teorema 4. Supongamos que las funciones P(x, y) y Qlx, y) son continuas jun-
aP a
to con sus derivadas parciales — ya—Q en una region plana G. Para que la integral
y " oox i
curvilinea I Pdx + Qdy no dependa del camino de integracién AB C G, siendo
1]
fijados arbitrariamente los puntos A € G y B € G, es necesario y suficiente (siempre
que la regidn G es simplemente conexa) que en todos los puntos de las regién G se

g P aQ
cumpla la igualdad — = —.
= ay ax
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DEMOSTRACION DE LA NECESIDAD. Suy que la integral en consideracion

no depende del camino de in(:gracibn.dispn:ﬂo enla regidn G , sino solodela posi-

cién de los puntos inicial y final. De acuerdo con el teorema 3, existe una funcién
o a

u=u(x, y) tal que du=Pdx+Qdy, es decir, tal que —— = P, v = Q. Como

3P aw  aQ _ o ax 3y

—_— = — ——— = — ¥, por hipdtesis del teorema, las derivadas

ay dydx  dx dxay

y

aQ . 8 a’u
3? ¥, por lo tanto, las derivadas mixtas —— son continuas, entonces

ayax
(véase el p, 21.1), son, ademds, iguales, es decir, i{} = i?.,
ay  ax
DEMOSTRACION DE LA SUFICIENCIA. Supongamos ahofa que la regiébn G es sim-
plemente conexa ¥ en todos los puntos suyos se verifica %ﬁ = Z‘g Si v es un con-
y X

torno cerrado sencillo y suave a trozos, dispuesto en G, y si.D es una region limitada
cuya frontera es v, entonces, al aplicar la férmula de Green (utilizamos aqui el

hecho de que la regién G es simpl conexa), obtendremos
l‘ Pdx + Qdy = 5‘( (fg-—?:)dxdvzﬂ.
dx ay
5+ 2]

Si la curva v, dispuesta en G, tiene un nimero finito de puntos maltiples, entonces
para cada uno de sus “‘bucles” y;, & = 1,2, ... , kp, que representa ya un contorno
cerrado sencillo, tenemos sucesivamente, en virtud de lo demostrada, [ Py +

+ Qdy = 0, de donde se infiere que para toda la curva y también ™
| Pdx+Qdy=o. (47.39)

T

Pasando al caso general, fijemos nuestra atencion en que mediante el procedi-
miento considerado la igualdad (47.39) se demuestra también en el caso cuando ¥
sea una quebrada cerrada de un nidmero finito de lados. Desde el punto de vista geo-
métrico, la diferencia solo consiste en que la autointerseccién de una quebrada de
un nimero finito de lados puede componerse no s6lo del nimero finito de puntos,
sino también del nmero finito de 0s lo que complica los ra ientos de
un modo insignificante. La posibilidad de aplicar la férmula de Green a una region
finita, limitada por una quebrada del ni o finito de lados, proviene de que la re-
gk!m citada puede ser dividida en lntngulos los cuales son, evidentemente, regiones
bos ejes de coordenadas. Por igui en esie caso se
cumplen las premisas del teorema 1 en el p. 47.3.

Entre tanto, cualguier curva cerrada suave a1rozos v, dispuesta en G, puede ser
aproximada, con cualquier grado d y de precisio diante unas quebradas
rxrradas de un numero finito de lados, a consecuencia de lo cual, pasando al limite,
p 0s ob la igualdad (47.39) para toda curva cerrada de G. Hagdmoslo.

Supongamos que €5 una curva cerrada suave a trozos en la regidén G; la citada
curva estd dada mediante la representacion rif}, @ < ¢ < b, y es una reunidn delas

ales res oa
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curvas suaves vy, .- » 7. Inscribamos la quebrada A; dentro de toda curva v,
i=12 ..,k Laremibndelodnsh.squ:bmdas)‘!.; =1,2,..,k, forma una
linea quebrada cerrada ), correspondiente a cierta particibn r del segmento la, b}
En virtud de lo demostrado, tenemos
j Pdx + Qdy = 0.
A
Pero, de acuerdo con el lema,

Jim j Pdx + Qdy = | Pdx+ Qdy, j=12, ...k
TN Ul
y, por lo tanto,
= dy,
Jim, E Pdx + Qdy ! Pdx + Qdy

por lo cual
j Pdx + Qdy = 0.0

¥
La condi "ma_; %f_ sed ina, a veces, criterio de la diferencial total en una
regidn simplemente conexa , puesto que, de acuerdo con los teoremas 3 y 4, dicha
condicibn es ia y sufich para que la expresion Pdx + Qdyenlareglon G
sea una diferencial de cierta funcién u(x, ), x, ¥)eG.

Como conclusién de este punto hemos de notar que al demostrar la suficiencia
de las condiciones del teorema 4 para que la integral curvilinea sea independiente del
camino de integracion, resulta muy esencial la exigencia de que la regiém en conside-
racién sea simplemente conexa y esta exigencia no puede ser menospreciada. Con-
firmemos esto con un ejemplo.

Ejemplo. Sea P(x, y) = -ry—H;‘ Qlx,») = ;24-_;

Es facil compobar que
e, &2 (47.40)
ax ay

para todos los puntos del plano, excepto el origen de coordenadas (0, 0). Esto pro-
viene, por ejemplo; de que

(a.rr.‘ig.... ) Wl .k S TS Y (47.41)
X + ¥

De este modo, en el caso dado por la regibn G puede tomarse todo el plano con
el origen de coordenadas ““punzado’: G = RN ({0, 0)]. Es'evidente que la regién
G no es simplemente conexa. A titulo de contorno cerrado elijamos la circunferen-
cia unidad

o=l =cost,y=sent, 0 g g 2=,
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T
entonces o=
— yds + xd
Spdx+9dy=§ ivad "=Sdr=.z:.
x*+ ¥
¥o o [

Por consiguiente, en este caso las condiciones (47.40) quedan cumplidas y existe
un contorno cerrado vy, a lo largo del cual la integral no es nula. No es dificil con-
vencerseé de que, en general,

§ Pdx + Qady =2« (47.42)

3

a lo largo de cualquier circunferencia v, de radio r y con centro en el origen de coor-
denadas.

Luego, cualquiera que sea ¢l contorno sencillo suave a trozos ¥ que constituya la
frontera de una region limitada en la que estd contenido el origen de coordenadas
(en este caso suele decirse que el contorno y contiene en su interior el origen de coor-
denadas), para este contorno se verifica también

| Pdx+Qdy=12x. (47.43)

¥

Para demostrarlo elijamos una circunferencia vy, de tal radio rqueseay, C T'; enes-
Le caso y ¥ v, no se intersecan. Al unir los contornos y y -y, por medio de los segmen-
tos A, ¥ Ay, como lo muestra fig. 209, obtendremos dos contornos cerrados vy ¥ 72
que no contienen en su interior ¢l origen de coordenadas y que se componen de los
arcosy, y ¥, de la circunferencia -, las partes v* y 4" del contorno v y los seg-
mentos Ay ¥ Ay,
En virtud de la condicidn (47.40), para estos contornos se verifican las igualda-

des

| Pdx + Qdy =0, [ Pdx + Qdy = 0.

T n

Al sumar estas igualdades y omitir, para abreviar, las expresiones subintegrales, ob-
tendremos (fig. 209):

o= fef=fefsfefs[efefe]-

LA A ¥ S R Y A
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¥

=
L]

Fig. 210

=i f-g=g-
¥k aTh oy gl g
De aqui, debido a (47.42), proviene precisamente (47.43). Mas aiin, esta igualdad se
verifica también en el caso, cuando ¢l contorno v, al recorrer ““una vez" alrededor
del origen de coordenadas, forma un nimero finito de **bucles” que no cercan el
origen de coordenadas (fig. 210), pues la integral a lo largo de estos bucles es nula
Si M, es un punto fijo de la regién en consideracién G, MyeG,MeG,y M.,M

€5 una curva que une en G los puntos M, v M, entonces u (M) = g Pdx + Qdy

ya serd una funcién multiforme cuyos valores se determinan por la eleccion de dis-
tintos trayectos que unen los puntos My y M. Sivpes una curva fija cualquiera que
une My y M, entonces todos los valores de la funcién « en el punto M se dan me-
diante la férmula

ufM) = j Pdx + Qdy + 2xn, n=0, %1, + 2, ...
To
esto es, cada recorrido en torno al origen de coordenadas cambia el valor de la fun-
cién u{M)en la masmtud & 2, segin sea el sentido del recorrido.

En eI caso dado pod nos de esto inmedi de la férmula
{47.41) se deduce quc

§de+Qdy= S -yd:r+xd’y (Arcrs )

Txre gyt
To To
donde (Arcr.g—) s un cierto valor fijo de ,Mu:tgi por esto
u(M) = Arctg— 3
x

Un lector reflexivo se dara cuenta de que muchos razonamientos aducidos en es-

te ejemplo no chenden de la forma concma de las funciones 2 y Q y son verificos

cuando nos enf’ con un “‘punto singular'* aislado, es decir, un pun-

to en ¢l que se perturba la condicidn (47.40). Por supuesto, “‘recorrido” tal punto

singular una séla vez, se oblendra no 2, sino, en el caso general, algin otro nime-
To.
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singular una sbla vez, se obtendré no 2w, sino, en el caso general, algiin otro mime-
ro,

El resultado andlogo al teorema 4 tiene lugar también cuando 4 &5 una curva es-
pacial (véase ¢l p. 52.6).

Ejercicios. 10. Demuéstrese la formula

du dv  du dv du
Audxdy = — et dxdy + v—d.
sjv 0 j‘j axax 3yay) o E ’
T+

donde G ¢5 una regién plana, para la cual es valida la férmola de Green, y es el contorno que
la limita, » ¢s la normal exterior unidad al contorno v, ¥ 4, ¢l operador de Laplace (véase ¢l
p. 4110,

11, Calecilese !a integral I 2x + ¥ux + (dxy + cosy)dy, donde I' es una curva ar-

T
bitraria suave a trozos que une los puntos (1, 0) y (£, ).
12. Sea I un conterno cerrado sencillo suave a trozos, arbitrariamente elegido, que limita
una regién en la que estd contenido ¢l origen de coordenadas, Caledlese la i ]

ex
‘[ —5— [lxseny — yoosy)dx + (xcosy + yseny)dy]
x4y

para ¢! senlido positivo del recorrido del contorno '

§ 48. INTEGRALES MULTIPLES IMPROPIAS

48.1. DEFINICIONES FUNDAMENTALES

Al igual que en el caso de integrales ordinarias, introduzca ¢l concepto de in-
tegral miltiple impropia, es decir, de integral maltiple de las funciones que o bien
no estén acotadas o bien estén definidas en una regién no limitada. La definicidn de
la integral maltiple impropia la enunciemos de modo tal que s¢ abarquen ambos ca-
sos mencionados (compérese con el p. 33.1).

Definicion 1. Sea G un conj abierto { lo 0 no ac 10) en el espacio
n-dimensional R" . Una sucesién de conjuntos abiertos G, k = 1,2, ... , se flama-
rd sucesién que agota de modo mondiono el conjunto abierto G, si

D6, C G k=12 ...

=

2 U G, =6

k=1

Aqui G significa, como siempre, la clausura (véase el p. 18.2) del conjunto G.

Definicién 2. Sea dada en un conjunto abierto G la funcidn f (acotada o no aco-
tada) integrable segin Ri en cualqui tiunto abierto D, medible segin
Jorday, de tal género que B © G. La fum:én [ se denomina integrable en el sentido
impropio en el conjunto abierto G, siempre que para toda sucesién de conjuntos
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medibles abiertos G, k = 1,2, ... , que agota de modo mondtono el conjfunto G,
existe el limite llm I fdG  que no depende de la eleccidn de la sucesidn citada G,
K= by

Este limite recibe el nombre de integral impropia de la funcién f extendida al
conjunto abierto G y se designa por I fdG, o, en la forma desarrolada

” E Sy, Xgy ey X ) d .. dX,.
¢

De este modo,
ifdo=klm j fdG,. (48.1)

Si la integral ]‘ fdG existe , suele decirse que ella converge , de lo contrario , la in-
tegral diverge.

Cabe notar que en el caso de n = 1, la definicidn citada de la integral impropia
no es equivalente a la definicién de integral impropia de la funcion de una sola va-
riable, dada en el § 33. Esto se debe a que ¢n ¢l pArrafo indicado a titulo de conj
tos G, se han tomado solo los intervalos, es decir, conjuntos abiertos medibles uni-
dimensionales del tipo muy especial. Por esta razén, ¢l concepto de integral impro-
pia (48.1), introducido en este parrafo, lo emplearemos solo en el casode n 2 2,
conservando intacto para el caso de n = 1 la nocién anterior de la integral impro~
pia.

Si el conjunto abierto G es medible segin Jordan y la funcidn f es integrable en
G, la integral impropia de la funcién f coincide con la integral habitual de Riemann,
1o qgue resulta de la aditividad completa de la integral de Riemann (véase el p. 44.6).

La definicién (48.1) permite extender a las integrales impropias toda una serie de
las propiedades de integrales propias: aditividad de la integral en los conjuntos,
linealidad de la integral, integracion de las desigualdades, reduccidn de la integral
miltiple a una reiterada, formula de cambio de variable, etc.

Por ejemplo, si x = F{u) es una aplicacién biunivoca continuamente derivable
del conjunto abierto D C R sobre otro conjunto abierto G-C R, y si el jaco-
biano J(u) dedicha aplicacion nunca se reduce a-cero en D, entonces para toda fan-
cién f, continua en G, queda vélida la formula del cambio de variable en la integral:

[ S&)dG = | SIF@)J@)dD.

La demostracidn de esta afirmacién es la misma que la usada para el teorema 2
en el p. 46.2; conviene sblo usar la definicion (48.1) en lugar de la aditividad
completa de la integral.

Haciendo uso de la aditividad de la integral maltiple impropia, podemos escribir
la definicion (48.1) en otra forma equivalente, Teniendo presente que para un con-
junto abierto medible I' C G es vilida la igualdad

I fdG — g Jdr = Ilfd'(G\l"), (48.2)

podemos decir que la integral j fd converge cuando, y sblo cuando, para cual-
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quier sucesién de coruuntos abiertos medibles G, & = 1, 2, ... , que agota de mo-
do monotono el conjunto G, existan las integrales jfa*(G\G;)y

Jim [ fd@\Gp =0

Ejercicio 1. Demuéstrese la formula (48.2); en particular, pruébese que las integrales
j fdG ¥ ! Sd(G \ T') convergen o divergen simultineamente,

48.2. INTEGRALES IMPROPIAS DE LAS FUNCIONES
NO NEGATIVAS
Teorems 1. Sea f una funcidn no negativa.en el conjunto abierto G € R", Cual-
quiera que sea la sucesién {G ] de conjuntos abiertos medibles segin Jordan Gy,
que agola de modo mondtono el conjunto G, el limite

Jm [ 704G, (@8.3)

sea finito o igual @ + oo, siempre existe,

Si dicho limite es finito, la integral Sx)dG existe y, por lo tanta, el limite
(48.3) es igual a esta integral; si, en cambio , el limite (48.3) es infinito , la integral
{76:dG no exisee.

En este tiltimo caso se escﬂbe lmf[x)de = + o, Esto se justifica por lo que,
en virtud del teorema quier otra sucesion {2} de conjuntos
abiertos medibles D, que agota de modo mondtono G, tenemos

Jim [ fdD, = + o,

DEMOSTRACION. Es evidente que el teorema quedard demostrado, si probamos
que bajo el supuesto de que en el conjunto abierto G la funcibn f es no negativa, pa-
ra cualquier sucesién de conjuntos medibles G, &k = 1, 2, ... , que agota de modo
mondsono la regidn G, existe un limite finito o infinito

o, | su,

y este limite no depende de la eleccién de la sucesién citada.

SeaG,, &k = 1,2, ..., una sucesién de conjuntos medibles que agota de modo
mondtono el conjunto abierto G. Entonces conforme a la definicién de tal suce-
sion, Gy € g,y yycomof > O, setiene [ fdG, < [ fdG,,, k=1,
2, ... , ¥, por ende, siempre ¢xiste un limite finito o infinito

klE'nm j fdG, = I,

Sea ahora D¢, k = 1, 2, ..., alguna otra sucesidén de conjuntos medibles que
agota de modo mondtono el conjunto abierto G. En virtud de lo demostrado mas
arriba, existe un limite finito o infinito

Jim | fdD, = I,

15—6429
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Mostremos gue
=1, (48.4)

Para todo elemento fijado G, de Ja primera sucesion existe un nimero k, = kqlk)
tal que B
G,c Dy, (48.5)

Efecti si no se a ¢l namero indicado &, para todom = 1,
2, ... natural existiria un punto x™) e Gk “ D,,. El conjunto abierto G, siendo
medible segin Jordan, es acotado, razén por ia cual su clausura Gk representa un
conjunto acotado cerrado, esto es, un compacto. Por ser acotado el conjunto, la su-
cesién (x'™) es también acotada y, por ende, de acuerdo con el teorema de
Bolzano— Weierstrass (véase el p. 18.1, teorema 2), se puede separar de ella una
subsucesion convergente [x"), Six(® = ’_l‘hr.m £ entonces, debido a que el

conjunto G, es cerrado, tenemos x'”% € G, y por eso xy € G. Mas, en este caso, de-
bido a la propiedad 2 de Ias sucesiones que agotan de modo monétuno un conjunto
(véase la definicion 1), se encontraré un nimero my tal que D,,, 3 x®, Dado que
D, es un conjunto abierto, serd un entorno del punto x@y, por cons:smente con-
ncrle casi todos los puntos de la sucesién %™ que converge hacia x @, Designemos
mediante v, un niimero cualquiera tal que sea m, > myyx® e D, En virtud
de la {Jropledad 1 de las sucesiones que agotan ae modo mondtono un conjunto,
x((':?l ] Dm , pero, como xlre) g (_3,‘. esto contradice a la eleccidn de la sucesion
ge cs]:e modo queda demostrada la existencia del numem ko, mencionado anterior-
mente (véase (48.5)) (ademas, su exi i : direct te del lema
de Heine — Borel, véase el p. 18.3, pueslo que cl sistema (D] forma un recubri-
miento abierto del compacto G M8
Demos a conocer ahora que en virtud de la condicion £ = 0, de la inclusién
(48.5) se desprende que I fdG, < S fdD,,. Pero, cvidentemente,
I fdD, < I, por io cual, para todo k = 1, 2, ...

{ 1dGy < Iy

Pasando al limite en esta igualdad, para k — oo, obtendremos /| £ 1.

Del mismo modo se demuestra también la desigualdad 7, 2 1. []

Ejermplo. Examinemos la integral J = I; e~*=Pdxdy. Pongamos G, =

"

=[x, ) : x* + y2 < k3, k = 1,2, ... . Esta es una sucesién de conjuntos abier-
tos cuadrables (en el caso dado, s1mp1=.mem¢ una sucesién de circulos) que agota de
médo mondtono todo el plano R?,

Seal, = n e~ ¥=¥dxdy. Pasemos a las coordenadas polares:

G
% a K -k

I,= !}E e~ rdrdy = £ a‘wnj — e~ rdr = 2n ET ‘ =r{l — e~¥).
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De agui, de acuerdo con la definicion (48.1),
= lim i, == (48.6)

La formula (48.6) permite hallar el valor de la integral
-
j e~ dx,
llamada integral de Polsson*' que se do en ciife aphca—
ciones. En efecto, designando con D, el cuadrado Ixl. gk, byl €k, k=1,
2, ... , y aplicando a la integral, extendida a I, de la funcion e""}'“—“: la formula
de reduccidn de la integral maltiple & una reiterada (véase el p, 45.1), oblendremos
i e~ ~Ydxdy = lim n e~ Paxdy =
R k== 5

%

& L3
e~ Pdxdy= Im | (] “”dx) ‘ﬂc{r"
—k

=t emma) = ([ erea).

Por esto de (48.6) sc infiere inmediatamente que
=
I e~*dx = Vr.

—=

Teorema 2 (criterio de comp Sup que en el conj abierto G
se verifican las desigualdades 0 < f(x) e x(x), x € G. En este caso la convergencia
dela integral | f(x)dG se deduce de la convergencia de la integral | atxaG.y
la divergencia de la integral 5 g(x)dG se deduce de la divergencia de la integral

[see¥dG.
El teorema citado se d ra por logia con el jante para ¢l
caso unidimensional (véase ¢l p. 33.3).
A titulo de ejemplos y patrones para la comparacién con otras integrales consi-
deraremos las siguientes

ax, .- (48.7)
J 5 XTI+ + x! @
+oHaEg]

* 8. D Poisson {1781— 1840), matemético y fisico francés,
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- 5 dx) ... dx, . (48.8)

@x,! + .t x,‘:)‘*
-t‘}+... +xi L2

La primera integral s¢ toma por el ior de una bola unidad; la da, por el in-
terior de la misma.

Con el fin de investigar estas integrales resulta comodo introducir las coordena-
das esféricas p, ¢,,---; ¥, . | e ¢l espacio n-dimensional, sirviéndose de las formulas

X = pCOSy, _ COSg, _5... COS gy cosv{,'

Xy = pCOS @, _, COS@, _5...COS P, BEN Py,

Xy = pCosSy,_ | COS¢,_4.-.. COS¢, SEN @y,

BT T P PP T P P S PP TP P T TP YT (48.9)
X, B pCOSe, ... COBQ; SENQ, ),

X, =psene,

donde
0<p<+w, 0<p <o2n, —12' q\o,gg, i=2,3.,n-1
Con auyda de estas formulas a las coordenadas cartesianas x,, ... , x,, de un
punto del espacio se las asi las denadas esféricas o, ¢, ..., ¢, _;, ¥ vice-

versa. Con ello conviene tener en cuenta que, al igual qu en e] caso de las coordenn-
das polares en un plano, aqul no existe una

entre los conjuntos de # nimeros (x,, ... , x,) ¥ (p, I
Observemos que p = Vxi + ... +

Mediante cdlculos elementales, bero un tanto engorrosos (que aqui no se reali-
zan), podemos mostrar que el jacobi de esta transfi ién tiene por expresion

Axp xgy - 0 X

G Xy X)) P! cos e, cosley... cos" 2,
alp, LTI . |)

Pongamos, para abreviar,

B(Pg o2 Py ) = COS 0,080 . cO8 2

No es dificil convencerse de que $(y,, ... , »,_() 2 0y que

w T w2
c = I I I w0y @py)dpy o de,_y > 0.
] -1 -/l
Esto proviene i 1i de la propiedad 9 de las integrales miltiples citada en

el p. 44.6,

Investiguemos ahora la convergencia de la integral (48.7). A titulo de sucesion de
conjuntos medibles abiertos G, k = 1, 2, ... , que agota de modo monbtono el ex-
terior de la bola unidad Q, tomemos la sucesién de conjuntos
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1
Gk=[r={p,w|.‘.,.w,,_l):l+; <p<k], k=12 ...
P 5 a las denadas esféricas

-l atme [ 01

G ] +— -2

/1

x
S " 1" ey, o L @, )dpdey ... de, = I ph-l-ady
-
(e
[

De este modo, ¢! problema de convergencia de la integral (48.7) se ha reducido a

la convergencia de la integral j p"='=edp, lacual, como sesabe (véase el
1

p. 33.3) converge cuando n — 1 — o < — 1, es decir, cuando & > 7, y diverge
para o < H. Asi pues, queda demostrado el lema.

Lema 1. La integral (48.7) converge, si a es superior a la dimensidn del espacio y
diverge en el caso contrario.

Consideraremos ahora la integral (48.8). Al poner

1 1
G,= [x=(p, Pleeor Ppy) 3 <p < l—; ].k.=3. 4.,

obtendremos i

l—= 1

S S dxy - dx,  _ Ek
{\u'xz, +w x,,’}"
1
Gy =

u]‘l_.---.u|-.

/2 *

E BB gy e s @y )pdy el = € 5 p"m 1" dp.
=%/ )

[
De este modo, el problema de convergencia de la integral (48.8) se ha reducido a
I
la convergencia de la integral j p"~'~"dp. Esta integral, como s¢ sabe, converge, si
o

n—=1—a> = 1, ¢esdecir, sia < a, y diverge en el caso contrario. El resultado
obtenido enunciemos nuevamente en forma de un lema.

Lema 2. La integral (48.8) converge, si o es inferior a la dimensidn del espacio y
diverge en el caso contrario.
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Al igual que en el caso unidimensional (véase el p. 33.3), sirviéndonos de las in-
tegrales (48.7) y (48.8), podemos enunciar los criterios de convergencia de las in-
tegrales maltiples impropias, sin embargo aqui no nos detendremos en esto detalla-
damente.

48.3. INTEGRALES IMPROPIAS DE LAS FUNCIONES
QUE CAMBIAN DE SIGNO
Definictén 3. La integral impropla if d( se Nama absolutamente convergente,
si converge la integral Ilf[dG,
Para estudiar la convergencia absoluta de una integral de la funeitn f(x), nos se-
rén dtiles las funciones

. s flx) 20, = fle), si flx) €0,
Tl [fum si ,fr((x:<o Ll [o. si flx) >0
Es fécil ver que et Wi—s
fi= o= , (48.10)
2 2
0 xS ), 0€f_(x) < I, (48.11)
S&y=/ ) = f_(x), N =f )+ (0. (48.12)

De las formulas (48.10) se deduce que si la funcién f es integrable segin
Riemann en cierta region medible segiin Jorgan, las funciones f, y f_ serdn tam-
bién integrables segin Ri en dicha region; de la primera férmula (48.12) pro-
viene la afirmacién reciproca. Por ello, de (48.10) — (48.12) se infiere que la in-
tegral I JdG converge absolutamente cuando , y s6lo cuando , convergen las integra-
les

| fidG ¥ j £-dG.

Al igual qué en el caso de integrales impropias de la funcién de una sola va-
riable, de la convergencia absoluta de una integral maltiple proviene la convergencia
de la misma (siempre que, por supuesto, se consideran s6lo unas funciones que son
integrables en cada conjunto medible abierto, contenido junto con su clausura en
un ‘conjunto abierto por el cual se realiza la integracién). Esto proviene en seguida
de las formulas (48.11), la primera férmula (48.12) y del teorema 2 del presente
pérrafo (véase el'p. 48.2). No obstante, para las integrales multiples propias es vali-
do también el teorema reciproco.

Teorema 3. Si una integral muiltiple j SdG (n = 2)converge, converge absoluta-
menile,

Este teorema, algo sorprendente a primera vista, estd relacionado con la diferen-
cia en la definicion de las integrales impropias de la funcién de una variable y de n
variables (n > 1), citadas al principio de este parrafo *),

* Hemos de notar, sin embargo, que en el caso n-dimensional también podriamos obte-
ner la misma relacidn entre la ia ¥ la convergencia absoluta de una integral que

existe en el caso uni jempre que se i duzea del modo corr di la defi-
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Gyay

G

Fig. 211

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Supongamos que la integral J JfdG diverge ab-
solutamente, es decir, para cierta sucesion (v, por lotanto, para-¢ualquier sucesidon
véase el teorema 1 en el p. 48.2) de conjunios abiertos medibles segin.  Jordan
G,, k = 1,2, ..., que agota de modo mondtono ¢l conjunto abierto G, se tiene
Jim j If1dG, = + <. Sin restringir la generalidad de razonamientos (pasan-
—ua
do, si es necesario, a una subsucesién) podemos suponer que
[ 114G, >3 | 1N1dGy+ 2%, k=12, ... (48.13)
Sead, = Gy, ;\ G,;eneste caso A, es un conjunto medible abierto y, como
G, C Gy, entonees (fig. 211) Gy y = A, U Gy, y, por consiguiente,
{ V1dGy, = | 1Nda, + { /146,
De aqui, cn vista de la desigualdad (48.13), [mlfram,t >2 ( 1/1dG, + 2.
Haciendo usc de la segunda férmula (48.12), obtendremos
[fodA, + [f.da, > 2{11dG,+ %.
Sea, para concretar, | f,dA, = . I f_dA,; en este caso
2 [ sudayz | fodA + [ sdAc>2 f 1r1dG, + 2%,
y, por lo tanto,
| fodA, > [ 11dG, + k. (48.14)
MNuestro objetivo es obtener una desigualdad del tipo semejante no para la fun-

cién f , sino para la funcién f. Con este fin parece que podriamos omitir simple-
mente todos los puntos, donde la funcién f, se anula; entonces en el conjunto que

nicién de la integral n-muitiple impropia. Por ejemlo, en el caso de las integrales extendidas a
todo el espacio, resulta suficiente para ello que en la definicién de la integral a titulo de ele-
mentos de la sucesién, que agota de modo mondtono un conjunto, se tomen solo las bolas
n-dimensionales con centro en el origen de coordenadas. Por otra parte, aplicando & una in-
tegral unidi l la definicidn de integral impropia citada en el p. 48,1 y entendiendo la
integral ional de en el sentido del §. 44, el teorema 3 y su demostracion
tienen lugar también paran = 1.
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queda tendriamos f = f_. No ot , ¢l conjunto obtenido puede, en el caso ge-
neral, resultar no medible, razén por la cual recurriremos al rodeo.

De la desigualdad (48.14) proviene que realizada cualquier particion suficiente-
mente menuda 1 = !X_.}:-:‘f del conjunto A4 ;. (véase el p. 44.3), para cualquier suma

integral de Riemann tenemos

L]
T fEex > [ VG + k, FeX, i=1,2 .0
i=l

Elijamos la particién jonada 7 del conj medible abierto 4, de una manera
tal que lodos los elementos X de dicha particién sean también conjuntos abiertos
medibles segiin Jordan, lo que es siempre posible (véase el p. 44.4). Designemos con
X faquellos conjuntos X, € 7, para los cuales f, (§) > Oen todos los puntos § € X .
en este caso, al elegir £, & X, # X *de tal modo que sea f(£;} = 0, obtendremos

Y Sogmxy> [ 174G, + k, (48.15)
]

donde (como también en lo sucesivo) la *‘virgulilla’ de la suma significa que la su-
maci6n se extiende s6lo a aquellos indices /, para los cuales X; = X} Pongamos
B, = U i X P(véase fig. 211). Es obvio que B, es un conjunto abierto medible

dispuesto dentro del conjunto A,, y 7* = [X} constituye su particién. En la
clausura de este conjunto f, > 0, y, por consiguiente, f = f. De la desigualdad
(48.15) se deduce que para la suma inferior de Darboux s_. de la funcitn fen el con-
junto By, se verifica la desigualdad 5., 2 i fdG, + k. De aqui se desprende,
gvidentemente, que

§ faB,z [ 1/1dG, + k. (48.16)
Observemos que £ 2 - |fl, v, por ende,
{ rdG, 2 ~ [ 11146, “8.17)
Al sumar las desigualdades (48.16) y (48.17), obtendremos:
{ rdBy+ | fdG,> k. (48.18)
SeaD, =B UG, k=1,2, ... . Es evidente que D &5 un conjunto abierto
medible y
G, CD,CGy.y k=12, ... (48.19)

En vista de que los conjuntos 8, y G, no se intersecan (puesto que no se intersecan
los conjuntos A, y G}, de (48.18) tenemos

[ aD, > k,

de donde
Jim [ fdD, = + . (48.20)
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De la inclusion (48.19) se infiere que los conjuntos D, k = 1, 2, ... , forman
una sucesidn de conjuntos abiertos medibles, que agota de modo monétono el con-
junto abierto G, pues tal era la sucesion dada G, & = 1,2, ... , por lo cual la
igualdad (48.20) significa que la integral fdG diverge. O

Asl pues, para las integrales miltiples, [a convergencia de la integral impropia
[fdG es equivalente a la convergencia absoluta de ésta. :

Ejercicio 2, Al ituir en la icidn de la i | miltiple i pia los conj
abimos en todos los puntos por unas, ms{onu (en particular, consldera.udo solamente Ias su-
p s6lo de las regi med:bles que agotan de modo mondtono la regién
dada) muéstrese que ahn para tal definicion **més estrecha” de la integral miltiple impropia
queda en vigor el teorema 3.

§ 49. ALGUNAS APLICACIONES GEOMETRICAS Y FiSICAS DE
LAS INTEGRALES MULTIPLES

49,1. CALCULO DE AREAS Y DE VOLUMENES
Sea X un conjunto medible en R", Como se sabe (véase el p. 44.6):
aX= | dx, (49.1)

De este modo, con ayuda de la integral n-miltiple podemos calcular la medida de
los conjuntos medibles en un espacio n-dimensional {un érea en el espacio bidimen-
sional, un vol en el io tridi ional). Si la integral n-miltiple {49.1)
puede reducirse a la Teiterada. (véase § 45), el cdlculo de la medida del conjunto me-
dible X de un espacio n-dimensional se reducird al célculo de una integral
{n—1)-multiple.

) Sea, por ejemplo, D un conjunto abierto medible en el espacio (n— 1)-dimen-
sional le‘", ey X,y siendo x, = flxy, ... , X, _,) una funcion no negativa de-
finida y continua en la clausura D del conjunto D, y

=[x= (xp e ix,,) : (xls e »xn_|JEDs 0< X (f("‘p et -x,'_]}l

(de este modo, G rep un anal n-di tonal del trapecio plano curvilineo
examinado en ¢l p. 32.1). En este caao
St X —1)
#G= [ dG= [ dD ; deg= [ flx, o . X, D,
es decir, pelouse
G = I I Slepy < o X,y oo dX, g
o

La medida de los conjuntos abiertos del espacio R", n = 2, arbitrarios (no forzo-
samente medibles seglin Jordan) y, en particular, no acotados, si ella se entiende en
el sentido de la definicién del p. 31.1 y 31.2, es decir, como una medida inferior de
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Fig. 212
Jordan, puede ser calculad; di las integrales impropias. En efecto, 5¢a G un
conjunto abierto arbitrario en R" y sea G, k = 1, 2, ... , una sucesién de conjun-

tos abiertos medibles que agota de modo monétono el conjunto G (véase el p. 48.1).
Entonces, como se sabe, (véase el p. 31.2), tMm uG, = #G. Mas, en virtud de
==

(9.1, 4G, = | dG,. por lo cual uG = Jim { dG;.
Seguri la definicién de la integral miltiple impropia, *Ii.nL I dG, = ! dG.

De este modo, pG = fdG, donde la integral en el segundo miembro se entien-
de, en el caso general (a saber, si a ciencia cierta G no es una regién medible) como
impropia.

Queda sblo mostrar que para cualquier conjunto abierto G existe siempre una
sucesion de conjuntos medibles G, k = 1, 2, ... , que ag de modo moné
el conjunto dado G. Demostrémoslo,

Consid la ién T, k = 1,2, ..., de particiones del espacio R" en
cubos (véase el p. 44.1) y designemos mediante Q, un cubo abierto n-dimensional,
4 inado de la igui

Op = Hxp - X))t Il < K i= 1,2, ... 0.

El nimero de los cubos de rango dado k (véase el p. 44.1), contenidos en Q,!, ¥, por
consiguiente, con 18 mayor razén, en la interseecién G N @, es finito. Designemos
estos cubos cerrados P, ..., Py

PeTy PRCCGNQ. =Ll i
Con G se designara el conjunto de puntos interiores del conjunto U P,. Por

i=1

ejemplo, en ¢l caso que se expone en la fig. 212, el conjunto G, se compone de los
puntos interiores de dos cuadrados, P, y P,, ¥ un intervalo que se obtiene extrayen-
do los vértices de estos cuadrados de su arista comiin,

Preclsamente los conjuntos Gy, k = 1, 2, ... , son conjuntos abiertos medibles
que forman la sucesién que agota de moHo monétono el conjunto abierto dado G.

Recordemos que para calcular los voll de los pos resulta, & do,

6modo ¢l método de i : véase la fGrmula (45.23).
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Ejercicio 1. Demuéstrese que la sucesidn consiruida de conjuntos Gk =12 .., fl:.tlr—

me realments una sucesién de conjuntos medibles que agota de modo mondtono &1 conjunto
dado G-

45,2, APLICACIONES FISICAS DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

Con ayuda de Jas integrales miltiples se pueden calcular diferentes magnitudes
flsicas: masa ¥ carga de un cuerpo, centro de gravedad, momenta de inercia, fujo
de lignido, potencial de un cuerpo, etc.

Hallemos, como un ejemplo, &l centro de gravedad de una figura plana. Supon-
gAmos que en una cierta region cuadrable & estd distribuida cierta masa cuya densi-
dad superficial p(x, ) es, en ¢l caso general, variable, es decir, en ia clausura & de
la regitn & estd definida una funcidén continua y no negativa g(x, ¥}. La regién G
con la masa distribuida en ella se llamard figure S, v la magnitud

M= ” plx, y)dxdy (49.2)

[

la masa de dicha figura. 5i 2(x, ¥} no es cero idéntico, M > 0.

Determinemos y hallemos el centro de gravedad de la figura 5. Sea 5 = G},
i= 1,2, ... k, una particién de la regidn G (vease ¢l p. 44.3). Se denominara figura
5; un conjuntc G, con la masa distribliida en él de densidad p (x, ¥), (¥, y} & G,‘ Eli-
jamos para cada f ¢l punto cortespondiente (£, v,) € G La magnitud m; = .o(E
n; )G, se lamaré valor aprosimade de la masa cle I fsgura §; (tal denommac:én es
natumt segln (49.2)). Entre tanto, las magnitudes m &, y m; iy s denominaran valo-
res aproximados de los momentos estéticos de la figura S,/ = 1,2, ... | &, respec-
Lo de los ejes coordenados Oy y Ox, respectivamente (es natural l!amarlas asi, por-
que tas magnitudes my y sx (véase el p. 32.6) llevan el nombre de momentos estti-
€0s de un punlo material de masa m con coordenadas (x, p} respecto de los ces Ox
¥ Oy). Por fin, las magnitudes

£ i
S=¥ am= Y aplk)ec,

i=1 )
& * (49.3)
-S_v('-") = E Emy = Z EpnduG,
i=1 i=l
se lamardn r-momentos aproximades de 1a figura S con respecto a los ejes Ox y
Oy, mientras que sus limites, para é, — 0,

51'1210 5.9 = 8§, 51fir_nD Sy(r} = SI,.
momentos estdticos de la figura § respecto de los ¢jes Ox y Oy . Bajo las suposi-

ciones asumidas, estos limites existen. Efectivamente, de las férmulas (49.3) se ve
que 5,(r) ¥ §,(7) son las sumas integrales de Riemann para las funciones ya(x,y)y
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Xp(x, ¥} y por esta razdn

{] o, axdy, S,= || xotx,y)dxdy. 49.4)

G G
Definicién 1. £l punto (x,, y,) se de i m:m de, dad {centro de masa,
ceniro de inercig) de la figura S, si los ip de los ejes de co-

ordenadas del punto material de masa M, que equivale a fa masa de toda la figura §
¥ que se encuentra en el punto (x,, ¥,), son iguales a los momentos estidticos corres-
pondientes de la figura S, es decir, s

Mxy = S, My,=S,.
De las férmulas (49.2) y (49.3) obtenemos

I‘,I xplx, y)dxdy [d[ yolx, y)dxdy

W= _[Gj oG, pydxdy " 70" ]'G[ alx, ydxdy

Ejercicio 2, Demuéstrese que ¢l centro de gravedad de una figura no depende de cémo se
escoge ¢l sistema de coordenadas.

A titulo de ejemplo consideraremos un *‘trapecio curvilineo'' G engendrado por
Ias graficas de las funciones continuas no negativas f(x) y g(x), 0 € g(x) < fix),

e x<b:
=[x, :a<x<b, gx) <y< fix)

Sea p(x, ¥) = 1. Dado que ” dxdy = uG, se tiene
o

1 1
Xp = —= xdxdy =
07 TG S J s uG
) 1i0)

b
i 1 Sj yd,,dy:Lde i ydy _Zp_ ) —gXxldx:
ix)

b Jix)

1)
Sxdx i dy—“—jtftx) g(x))xdx,
Elx)

b b
2ryorG = x | S0dx — x | 2%00dx.

Aqui en el segundo miembro interviene o volumen de un cuerpo obtenido por
revolucién del trapecio curvilineo G en torno al eje de x, es decir, hemos llegado al
segundo teorema de Guldin.

Teo! (de Guldin). E! voll de un cuerpo de revolucidn de una figura pla-
na alrededor deun eje que no la corta es igual al producto del drea de esta figura por
la longitud de la circunfe ia descrita por el centro de graveded de la misma.
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Ejmgl_g.ﬁndhdos’eddugundo' de Guldin, calcilese el vol uQ
del toro Q, ot ido por 1 luci6n del i '@—a)1+y2£!2.0<r‘ﬂ.
alrededor del eje Oy:

uQ = 2xa + wr? = 2o%ar®.

Bjercicios. Hallese la masa de una figura plana limitada por las lineas:

LY =sx+y=4y2 Lok, p)=x+ ).
dy=Wr,y= -2, y=dx — L p(x, p) = 2ixl + Iyl.

Hillense los At de los tjes de coordenadas de la figura plana
homogénea (p = p, = const), limitada por las Hneas dadas:

syl =dr,x+y=3x=0
y=xix+y=2x=0

Hillense 145 coordenadas del centro de masas de una figura plana limitada por las lineas
indicadas:

1.x 4 =42+ =1,y 2 0;p=p, = consl,

Byi=dx,y=2,x=0p0 =x

9.r=vIr=2sen¢(0 < ¢ € x/2,r 2 V2),p = p, = const (r, ¢ son las coordenadas
polares).

10.x=gcos’t,y =asen’t,y=0(0 €1 g ¥),p = p, = const.

§ 50. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE SUPERFICIES

50.1. CONCEPTO DE SUPERFICIE

Sea dado en & espacio R un sist fijo de coordenadas rectangulares carte-
sianas x, ¥, 7. Las coordenadas cartesianas en los planos, donde se disponen las re-
giones que se aplican, se designarén con las letras u, v; las propias regiones, con la
letra D'y las aplicaciones de éstas que han de ser examinadas, con letras f, r, o
(quizéis, acompanadas de tales o cuales indices). Como hasta ahora, con D se deno-
tard la clausura de la regién D (recordemos que D se denomina region cerrada) y
mediante 3D, la frontera de D (véase el p. 18.2). Para las imAgenes de los puntos
M = (u, v) & D se emplearan, en las aplicaciones mencionadas, tanto la inscripcion
del tipo f(M), como la del tipo f(u, v).

Se denomina superficie continua S todo conjunto de puntos del espacio tridi-
mensional R? dado como una imagen continua de cierta region plana cerrada D. La
propia aplicacién continua r(u, v) de la regién cerrada D sobre el conjunto Ssella-
ma representacion de la superficie (o, méas detallad rept idn para-
métrica) y se escribe =

§=[r(u,v):(u.v)eD.

Las variables &, v llevan ¢l nombre de coordenadas o pardmetros de la superficie
continua §. =

Para la superficie continua § = [r = r(u, ¥) : (4, v) € D} el conjunto de pun-
tos del espacio R3, dado como una imagen de la froptera 3D de la regién Den la
aplicacion r(u, v), sc denomina borde de la superficie 5y se designa por 85:

45 = [riu, v) : (u, v) e dD].
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Por analogia con la definicion de una curva podemos introducir ¢l concepto de
aplicaciones equivalentes, pero esta vez no de los segmentos, sino de las regiones
planas cerradas en el espacio tridimensional 8 y considerar, segin la definicion,
que dos aplicaciones continuas equivalentes prefijan una misma superficie continua
(véase el p. 50.2%). Las aplicaciones gue realizan la equivalencia de dos representa-
ciones de una misma superficie se denominan trangformaciones admisibles de los
pardmetros.

Dada la representacion r{u, v), (u, v) € D, de cierta superficie continua y fija-
dos los valores de los parémetros i, v, resulta natural que mediante r(u, v) se desig-
ne un punto de dicha superficie en ¢l que se aplica, para la representacién en consi-
deracién, el punto (4, v)e D,

Subrayemos que la representacion de una superficic continua no es forzosamen-
te la aplicacion biunivoca. Un punto de la superficie continua § = [riu, v);
(&, ¥) & Dj, en el que, realizindose Ia aplicacion dada r(u, v), se aplican por lo me-
nos dos puntos diferentes de la regidn cerrada D, sc llama punto muitiple de dicha
superficie.

De este modo, s el punto M de una superficie continua es el punto maltiple de la
misma, entonces, dada la representacién riu, v), (v, v) € D_ de esta superficie, exis-
ten por lo menos dos puntos (w4, v} e D y {uy, v,)e D tales que r(x, v} =
= r{uz, "'2) =M,

La aplicacién r{u, v) puede ser definida en la forma coordenada:

rla, v} = el v), (. v), 2, v

v en la vectorial:
ro=riu, v),

donde r{u, v) cs el radio vector con extremo en el punto riu, vie R

En lo que sigue se estudiaran, ante todo, las propiedadas diferenciales de las su-
perficies de ciertas clases que sc componen de superficies *‘suficientemente suaves™,
es decir, de aguellas superficies que son derivables (continuamente) un namero sufi-
ciente de veces, Demos a conocer, por ¢jemplo, la nocién de superficie conti-
nuamente denvable

Sed ina superficie contii derivable un conjunto § del espacio R’
dade ¢como una imagen continuemente derivable de cierta region plana cerrada.

La prepia aplicacién continuamente derivable de la reglon cerrada D sobre el
conyunto S se_ llama, como hasta p.hora representacidn de esta superf'cxe. con la
particularidad de que se considera, segim la definicién, que dos aplicaciones conti-
nuamente derivables de las regiones planas cerradas determinan una misma superfi-
cie continuamente derivable, siempre que son equivalentes respecto de las aplica-
ciones continuamente derivables (véase el p. 50.2%).

Del modo anélogo se determinan también otras clases especiales de las superfi-
cies continuas: las superficies dos veces continuamente derivables v, en general, las
superficies n veces continuamente-derivables.

Si en una de las representaciones de una superficie continua podemos escoger
como parfmetros dos coordenadas cualesquiera del espacio R? (por ejemplo, si
existen una region cerrada D en ¢} plano xy y una funclén z = flx, y), (x, ¥) e D,
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que ¢s la representacion de la superfice continua en consideracidn}, entonces tal
representacion se llama explicita,
Evidenternente, si una superficie continua admite la representacién explicita, es-
ta privada de puntos miltiples.
En adelante una superficie continua se llamard simplemente superficie, )
que esto no nos lleve a una equivocacion,
Ejemplo. La superficie determinada por la representacién
= rcosycosye, ¥ = rcosyseng, I = rseng, )
L3
0geg2r, - s-&s—z—.
s una esfera con centro en el origen de coordenadas v radio r. todo el meridiano de
dicha esfera se compone de puntos miltiples.
En el punto que sigue daremos otra definicion de 1a supernicie que sera, en cieno

sentido, mas detallada. Es conveniente, obviamente, omitir dicho punito eh el wans-
curso de la primera lectura v volver a leerlo cuando se sienta la necesidad intrinseca.

L

50.2*. APLICACIONES EQUIVALENTES.
SUPERFICIES DADAS EN FORMA PARAMETRICA

Para definir estrictamente una superficie es preciso, ante todo, introducir la no-
cién de aplicaciones equivalentes de las reglones planas cerradas.

Definicién 1. Una aplicacin continua f de la clausura D de cierta regidn plana D
en el espacio tridimensional R se denomina equivalente a la aplicacién continua f,
de la clausura D de la region plana D en el mismo espacio R 3, 5i existe tal | aplica-
cidn komeomorfa (véase la definicién Sen el p. 41.4) F dazle regnin cerrada D sobre
otra regidn cerrada D, que, cuando se reatiza dicha aplicacion , los puntos interiores
pasan a puntos interiores y los limites, también a puntos limites (es decir, D se apli-
ca soble D, y 3D, sobre 3D,) y para todo punio M & D se verifica la iguaidad

SM) = fIlF(M)), (50.1)

es decir, f = fyOF.

En este caso F recibe el nombre de aplicacidn que realiza la equivafencia de las
aplicaciones fy f,. Si f es equivalente a la aplicacién f,, se escribe f - f).

La definicion de las aplicaciones equivalentes puede ser expresada en forma es-
quemética mediante un diagrama, donde las flechas significan las aplicaciones en
consideracion y el resultado de Jas aplicaciones no depende de la eleccidn del trayec-

10 en cl diagrama:
/ \&

n _.._._... n
i B

Es obvio que:
1) toda aplicacion cs equivalente a s misma: f ~ f(aqui, la aplicacion que reali-
za la equivalenciz s aplicacién idéntica).



240 § 30. Elementos de la teorla de o

Es facil convencerse de que

2)sif ~ f,, entonces f;, ~ f.

Nsif~-fivf~fn ﬂ“musf fy

Si /'y /, son las aplicaciones continuas equivalentes de Ias regiones cerradas res-
pectivas Dy D] entonces de (50.1) proviene que las imAgenes de los conjuntos D y
D, en las aplicaciones /v f, coinciden:

SD) = £(D)). (50.2)

Ty

Diremos, ademds, gue las mes imp sobre las aplicaci equiva-
lentes en la definicién | son independientes. A saber, de lo que F es una aplicacién
homeomorfa de la region cerrada D sobre otra region cerrada D, no se infiere que
tra.nsfonna. los puntos interiores en interiores. Por ejemplo, si D = {(u, v):

w4 v < l]esu.nclrculoyD, [, v) : 0 < u? + v? < 1} es un circulo con
centro * d la aplicacién idéntica (que es, evidentemente, homeo-
morfa) de D sobrc D, hace pasar ¢l punto interior (0, 0) de la regién D al punto
limite (0, 0) de la region D,

Demos ahora la definicién de superficie.

Definicién 2. Cualquier conjunto de toda clase de aplicaciones continuas
r(u, v), equivalentes entre st (véaw la dqukfdn 1), de las regiones planas cerradas

D en el espacio tridi ional R? se d ina superficie S dada en forma para-
métrica y se designa =

= [r(u, v): (u,v)e D], (50.3)
¥ cada una de las i equival itadas r(u, v) lleva el nombre

de representacién de la wpafme S dada en forma paramétrica.

Sir(u,v), (1, v) € D, es una representacién de la superficie S dada en forma pa-
ramétrica y si r(u, v) ¢s ¢l radio vector con extremo en el punto r(u, v), entonces
F(u, v), (u, v) & D, se llama represeniacién vectorial de la superficie citada S v se

escribe e
8= [r(u,v), (u,v)e D). (50.4)

Siru, v) = (x(u, v), ¥(u, v), 24, ¥)), las funciones
x=x@,v), y=puvh z2=(,v)

llevan ¢l nombre de representacidn coordenada de la superficie S dada en forma pa-
ramétrica y se escribe en este caso

= [x(u, v}, ¥(u,v), z(u, v); (v, v) e D). (50.5)

Es evidente que una superficie dada en forma paramétrica se determina
univocamente por cada una de sus representaciones. Esto permite concebir (lo que a
menudo resulta mas conveniente) el segundo miembro de cada una de lasigualdades
(50.3), (50.4) y (50.5) no como una totalidad de todas las representaciones de tipo
determinado de la superficie en consideracién S, sino como su representacién
correspondiente bien determinada.

Definki6n 3. Sean +(M), Me D, y o(M,), M, € D,, dos representaciones de
cierta superficie S dada en forma paramétrica y sea F la aplicacién de D sobre D,
que realiza su equivalencia (véase la definicién 1).
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SiM = F(M), Me D, M, € D, (el punio M, y, por eﬂd’t. el punto M| tam-
bién estén fijos) ¥, por con.rig‘ukrrfe riM) = p{M)) = Pe R3, entonces los pares
(P, M)y (P, M)) se laman equivalentes y se escribe en este caso

P, M) ~ (P M)

Es facil comprobar que

1) {P, M) ~ (P, M);

2)5i (P, M) ~ (£, M), entonces (P, M) ~ (P, M),

i (P, M) ~ (P, M},Y{P M) ~ (P M), entonces (ByM) ~ (P, M)

Si (P, M) ~ (P, M,) y M es un punto interior (limite) de la regi6n cerrada D,
entonces, de acuerdo con la definicién 1, M| sers también un punto interior (limite}
de la regitn cerrada D

Definicién 4. Sea S una superficie dada en forma paramétrica. Cualguier totoli-
dad [(P, M)}, M € D, de todos los pares equivalentes entre sf (P, M) (el punto
P € R? estd fljo) se denomina punto de la superficie dada 8 y el punto P, su poria-
dor.

Un punto [(P, M)}, M € D, de Ia superficie § se llama interior (de contorno), si
cada punto M es interior (de fronterd) para la regidn cerrada correspondiente D .

Todo punto (P, M)], M e D, de una superficie § = ir(M), M e D}, dada para-
métricamente s¢ determina uni\rocammie por cada par (P, M) € (P, M)}, ¥, como
en este par P = r{M), cualguier punto de la superficie S, definida cn forma para-
métrica, para cierta representacion dada r(M), M € D, de esta superficie, se deter-
mina unlvocamente por el punto M, con la particularidad de que el punto
P = r(M)es ¢l portador del punto considerado de la superficie. Por esta razon, pa-
ra abreviar, los puntos de una superficie dada en forma paramétrica se designarén,
por regla general, no mediante el simbolo {(P, M)}, sino simplemente r (M), o bien,
lo que es igual, r{u, v), donde M = (u, v). En virtud de lo expuesto, esta designa-
cién posee ¢l significado univoco,

Definictén 5. Una totalidad de todos los portadores de todos los puntos de la su-
perficie § dada en forma paraméirica se denoming portador de dicha superficie.

En vista de la condicién {50.2), el portador de una superficie dada en forma pa-
ramétrica (el que representa, evidentemente, cierto conjunto de puntos en el espacio
RY) se determina univocamente por cualquiera de sus representaciones.

Definicién 6. £l punto P € R3 gue sirve de portador de dos puntos distintos de la
superficie S dada paramétricamente se llama punto miltiple del portador de la su-
perficle dada en forma paramétrica.

Volviendo a la definicion de superticie, proporcionada en el p. 50.1, vemos que
lo que s¢ ha denominado en aquella circunstancia “‘superficie continua®’ se llama en
tefminos nuevos *'portador de una superficie dada en forma paraméirica”. La ten-
tativa de introducir la nocibn de “‘punto de la superficie’’ para-las superficies pro-
vistas de puntos miiltiples conduce en tal o cual forma a las definiciones 4 y 6. Re-
calquemos que la noclon de superficie dada en forma paramétrica con puntos mil-
tiples resulta muy cémoda para considerar toda una serie de problemas gque se anali-

zan en los parrafos que siguen.
En adelante, siempre que no surjan equivocaciones, la ''superficie continua™
(véase el p. 50.1) o bien, que es lo mismo, el “‘portador de una superficie dada para-

G G2y
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métricamente’’ {vbase la definicidn 5), como también la *‘superficie dada paramétri-
camente" (véase la deficidén 2) se llamarén simplemente superficie.

Definamos ahora el concepto de una parte de la superficie.

Definicién 7. Supong que S representa una superficie dada paramétrica-
mente; riu, v, (u, v) € D, es cierta representacion de dicka superficie; D', una re-
gidn contenida en D: D' C D. La superficie 5 dada paramétricamente que se de-
terming por la representacion riu, v), («, v) € D, se denomina parte de la superficie
&

Como ya se ha indicado (véase el p. 50.1), el concepio de aplicaciones equivalen-
tes de las regiones planas cerradas puede introducirse no solo para las aplicaciones
comtinuas, sino también para otras clases de aplicaciones, por ejemplo, para

|las que son conti te derivables. En el caso de las superficies dadas para-
métricamente esto conduce a las superficies continuamente derivables, La defini-
cidn de las Gltimas estd basada sobre el concepto de aplicaciones equivalentes res-
pecto de las transformaciones continuamenie derivables.

Demos & conocer este concepto. Por funciém continuamente derivable en la
clausura de cierta region s¢ entenderd, como antes [véase el p. 39.3), aquella que
tiene derivadas continuas en la propia region las cuales pueden ser prolongadas a la
frontera de la misma.

Una aplicacién de cierta region cerrada se denomina continuamente derivable , si
toda funcién coordenada que determinada dicha aplicacién (véase el p. 41.4), es
continuamente derivable en la regidn cerrada que se considera, Las funciones pro-
longadas en estos casos se denotan mediante los mismos simbolos que se usan para
designar funciones prolongables de partida.

Si cierta aplicacién u; = w{u, v), ¥, = ¥{u, v) es continuamente derivable cn
la clausura I de la regidn D, entonces, en virtud del convenio adoptado, esto ¢s
2. ¥)
]

testimonio de que, en particular, el jacobiano E y de esta aplicacion s conti-
u, v
nuamente prolongable de la regién D a su clausura D y la prolongacion del jaco-
o
biano, que se designa por €] mismo simbolo :ﬁ-‘—:—) , ¢ llamara también jacobiano.
U,

Ante todo ¢s necesario enunciar qué se entendera por aplicaciones equivalentes
continuamente derivables; con este fin introduzcamos el concepto de aplicaciones
regulares.

Definlcién 8. Una aplicacidn h rfa F de la ct a D de una regién pla-
na D sobre la clausura D| de otra regidn plana D que hace pasar los puntos inte-
riores a los interiores y los puntos de frontera a los de frontera, lleva ef nombre de
aplicacién regular de la region cerrada D sobre oira regidn cerrada Dy, si tanto la
propia aplicacion F, comao la aplicacidn F~ | inversa de F, son continuamente deri-
vahles en las regiones cerradas by D,, respectivamente _

‘Observemos que toda aplicacién regular F de una regidn cerrada D tiene en to-
dos los puntos de D un jacobiano distinto de cero. En efecto, de acuerdo con a de-
finicién &, en la aplicacién F la imagen de cada punto interior es un punte interior.
Por cuanto en estos puntos las aplicaciones directa y, correspondientemente, inver-
sa s0n continuamente derivables, sus jacobianos no pueden reducirse a cero, pues el
producto de éstos es igual a uno (véase el p. 41.7).




30.2%. Superficies dadas en forma paramétrica 243

el dh

dad

De aqui se que el jacobi de una ay regular F tampoco es-nulo
en la regién cerrada D, Efectivamente, en virtud de que los jacobianos de las aplica-
ciones, tanto directa, como inversa, son continuamente prolongables a las clausuras
respectivas D y F(D) de las regiones D y F(D), el producto de dichos jacobianos es.
también igual & uno para todos los puntos de la regién cerrada D.

Ya nos encontramos con las aplicaciones regulares de regiones planas cerradas.
del tipo especial, por ejemplo, en el p. 46.1.

Definicitn 9. Supongamos que [y f, son las aplicaciones continuas de las clausu-
ras D y D, de las regiones planas D y D, en ¢l espacio R y sean.dichas aplicaciones
continuamente derivables en las regiones cerradas D y D,‘ Las aplicaciones [y fise
Haman equivalentes respecto de las aplicaciones continuamenie derivables, si existe
tal aplicacién regular F de la regidn cerrada I sobre otra regién cerrada 01 quepara
todo punto M e D se cumple la condicidn (50.1).

Ahora podemos definir la superficie continuamente derivable.

Definiclén 10. Cualquier conjunto de aplicaciones r(u, v) de las regiones planas
cerradas D en el espacio tridimensional R®, siendo dichas aplicaciones conti-
nuamente derivables y equivalentes respecto de las transformaciones continuamente
derivables, lleva el nombre de superficie continuamente derivable S, dada en forma
paramétrica, y cada una de las apicaciones mencionadas r(u, v) se denomina repre-
sentacidn de esta superficie _

8 = {riu, v); (u, v) e D].

Subrayemos que si la superficie § = [r(u, v). (u. v) & D] es continuamente deri-
vable, esto significa, en particular, que su ibn vectorial
r=rlu,v),u,vieD, uenedemrmdas pan:laiesr ¥ r, queson continuas en lare-
gibn D y pueden ser cont nte prolongadas a la frontera de ésta. Como, de
acuerdo con el convenio adoptado, las funci prol das se designan mediante
los mismos simbolos que las prolongables **), se puede considerar que las funciones
r, ¥ r, son continuas en la.region cerrada D.

De modo seme)ame podemos definir también otras clases de las superficies da-
dasp t por ejemplo, las superficies dadas en forma paramétrica que

hikidad

*} Los conceptos de 1al género como son, por ejemplo, inuidad, limite, deriv
se extienden de modo natural a las funciones vectoriales de varias variables. Asi, la funcién
rlu, v), definida en la regidn G, se llama continua en el punto (ug, v € G, 5i

ar
lim r(u, v} = riug vo). La derivada -— (4, v )se determina por la igualdad
e v lug,vph au

arfug, vp) _ driu, vy)

du du =
**} Con mis precisiom, este io se ha adoptado (véase el p. 39.3) para las funciones
escalares y, por 1o tanto, para las coordenadas de las funci vectoriales, razén por la cual
es natural adoptarlo para las i vectoriales.

[ Lk
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son dos veces continuamente derivables o, en general, n veces continuamente deri-
vables, como también el concepto de su punto, portador y su parte.

Al resumir, podemos decir en definitiva que se llama superficie de tal o cual cla-
se, dada en forma paramétrica, cierta fotalidad de aplicaciones r(u, v), (u, v) € D,
equival entre sl en determinado sentido , llamadas repr iones de la citada
totalidad.

El concepto de equivalencia se determina en dependencia de la clase que se elige.

Definiclén 11. Las transformaciones de los pardmetros las cuales realizan el paso
de una representacidn de la superficie @ otra, equivalente a la primera , se denomti-
nan admisibles.

De este modo, si r(u, v), (¢, v} € D, y p(u,, v)), (1, v)) € D, son dos represen-
taciones de una misma superficie de cierta clase, dada paramétricamente, y la apli-
cacién

uy

wlu, v),
vy = ¥, v)
de la region cerrada D sobre otra region cerrada fil es la transformacion admisible

de los parfmetros, entonces para todos los puntos (u, v) € D se verifica la correla-
cidn (véase (50.1))

r{u, v) = plelu, v} ¥u, v)I.

Una superficie dada en forma paramétrica se determina univocamente, para la
clase prefijada de transformaciones admisibles, por cualquiera de sus ta-

ciones, razdn por la cual con el fin de definir tal superficie basta prefijar sélro una de
5us representaciones.

50.3. SUPERFICIES DADAS IMPLICITAMENTE
Demos a conocer un enfoque més al concepto de supgrficie. Si F(x, y, 2) es una
funcién continua en cierta regién tridimensional, la totalidad de los puntos (x, ¥, 1)

1ales que
Fix,y,z)=0, (50.6)

se. denomina superficie dada impifcii . Sind nos detallad en el
anlisis del enfoque mencionado al ¢oncepto de superficie, diremos sblo que en el
easo cuando la funcién F satisfaga en cierto punto (xg, ¥o, Zo) las condiciones del
teorema sobre funciones implicitas (véase el p. 41.1), una parte de la superficie
(50.6) en cierto entorno del punto citado (es decir, la interseccion de este entorno
con la superficie dada) admite una repr i6n explicita y podemos decir que en
tales condiciones una superficie, dada implicit se reduce local a la su-
perficie que se determina mediante una représentacion explicita (véase el p. 50.1).
Precisamente sélo con este tipo de superficies dadas implicitamente se chocard en lo
que sigue, por lo cual no nos detendremos especial en la explicacién de tales o
cuales conceptos para las superficies dadas en forma implicita.

A titulo de ejemplo més sencillo de una superficie dada implicitamente indi-
quemos la ecuacién
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x24yi4zl=1.

Los puntos cuyas coordenadas satisfacen esta ecuacién forman la superficie de
una bola de radio unidad:eon ccntrn :n el origen de coordenadas.

En adelante se diaran, princit te, s6lo las superficies continuas, dadas
mediante representaciones paramé:ncas iy promm. en ¢l caso general, de puntos
miltiples. Se denominarén, como ya s¢ ha indicado, simplemente **superficics’”;
el concepto de superficie debe entenderse en otro sentido, esto se especificard espe-
cialmente.

50,4. PLANO TANGENTE Y NDRMAL A LA SUPERFICIE

Sea _ :
5= [riu,v)i(u,v)eD] (50.7)

una superficie continuamente derivable, E i 05 cierta rep acién vecto-
rial suya r = r{u, v), (4, v) € D. Al igual que cualquiera de sus representaciones
vectoriales, es una funcidn vectorial continuamente derivable en la regién plana
cerrada D.

Convengamos en considerar, para simplificar, que la interseccién de cada recta
¥ = 0¥ = vyconla region cerrada D consta de un segmento {que, quizés, se de-
BENEra en un punto) o es vacia. Supongamos, por ejemplo, que la interseccidn de D
con la recta v = v es no vacia, cntonces

=, vy, (W,v)e D

(v, ¢ fijo) es la representacion de cierta curva continuamentg derivable que se llama
finea coordenada (u-lipea). El vector

ar
= u i (xn‘yu' Z"]
serd su vector tangente. Andlogamente se determinan otras lineas coordenadas
(v-lineas) con ayuda de la'representacion

r=riuy,v), (4, v)eD

(ug s fijo) y los vectores, tangentes a ellas,

ar
W=y X Va2,

Definlclén 12, Un punto riu, v) de ."a mpm;fme (50, ‘I}, para el cual los vecrores
r, ¥ r, no son cofineales (lineal } se d no singular para
la repm:enmridn dada de esta superficie. En ef caso contrario , es decir, cuando los
vectores r, y r, son colineales en el punto dado , se denomina punto singular de la
superficie para la representacion dada de ésta.

Si un punto de la superficie no es singular, en él, en particular, r, # 0,7, # 0.
Evidentemente, un punto de }a superficie es no singular, para la representacion dada
de la misma, cuando, y stlo cuando, en este puntor, x r, # 0.
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Fig. 213

Ejercicio |.Demuéstrese que si r iy, ¥,) es un punto interior no singular de ta superficic

S, para la representacion dada r(u, v), (&, v} €D, es decir, para este punto {u, vo €D Y
r, X r, # 0, entonces cierta parte de la superficie §, para la cual el punr.o Flugyes también
1nlenm , cuenia con una representacion explicita respecto de uno de los ejes de coordenadas.

Consideraremos una curva en la superficie (50,7). Supongamos que esta curva
viene dada por las funciones continuamente derivables

u=ult)y, v=vt), W), vitheD, a<t<b,

es decir, por la representacién
r=rlu@) vl (), viNeD, a<t<b, (50.8)

con la particularidad de que u’X1) + v'%(z) > Oen [a, &].
Al derivar la igualdad (50.8), obtendremos

dr = rdu + rdv, (50.9)

donde du = u’(t)dt, dv = v'(f)dt. Si el punto de la superficie, en el i]ue € consi-
dera la igualdad (50.9), no es singular, el vector dr es tangente a la curva (50.8). La
igualdad (50.9) muestra que en el punto dado r{u,, v,) de la superficie (50.7) la tan-
gente a cualquier curva (50.8) en dicha superficie que pasa por el punto rug, v,) se
dispone en el plano de 10s vectores 7, (uy, Vo) ¥ 7, (g, ¥g)-

Definicién 13, Un plano que contiene el punto r(ug, v,) de la superficie (50.7) ¥
en el que se disp todas las tang a las curvas (50.8) que pasan por el punto
citado , se denomina plano tangente a la superficie en el punio dado, liamado punic
de tangencia .

Ejercicio 2. Demuéstrese que para todo vector v, dispuesto en el plano tangente a la su-

perficie § en un punto no singular, existe en la superficie § una curva que pasa por el punto da-
do, y para-la cual el vector v & una tangente.

Si el punto dado de la superficie (50.7) no es singular, en & siempre existe un pla-
no tangente y, ademds, es inico: a saber, en virtud de (50.9), de éste dltimo sirve ¢l
plano que pasa por r(uy, vg) siendo paralelo a los vectores r (g, Vp) ¥ r,(ug Vol
De aqui resulta facil mnbu su ecuacion en la forma vectorial, Al designar con rgel
radio vector del punto de tangencia y con r, el radio vector corriente de los puntos
en ¢l plano tangente, obtendremos (fig, 213):
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¢ - rry, =0
(en ¢l primer miembro de la igualdad figura un producto mixto de los vectores men-
cionados).
Si r=(x, ¥ zh Ip=0p Yo Zgh =0 X ) ¥ =
= (x,, ¥, Z,), la ecuacion del plano tangente en la ‘forma coor&nada se escribird
del modo siguiente:

X—Xg ¥—Vyg T2
u Yy - 4 = 0.

C

En el caso de que la superficie sea dada explicitamente
z=flx,y), (x,y)eD, (50.10)
tendremos ¥ = x, v = y, por lo cual
x, =1, y,=0, z,=f,
(50.11)
x=0, y,=1 z,=7,;

por iguiente, la ién del plano tang en este caso tendrd por expresion
X=Xy Y=Y T— 12
1 0 5 =0,
de dond ’ Lo
e donde
== k= x)f + (0 = »)fys (50.12)

donde con f, y f, estan designadas, para abreviar, las derivadas parciales f (x, ¥} ¥
Fyx, ¥) en el pnnto (g ¥g)-

De esta férmula se deduoc Que las dos definiciones del plano tangente para una
superficie rep ada exg en la forma (50.10), dadas en el presente
punto y en el p. 20.5, son eqnivakmes En efecto, ambas definiciones conducen a
una misma ecuacion (50.12).

Definkcién 14, Una recia que pasa por el punto de tangencia de una superficie
con el plano tangente y que es perpendicular a este plano , se denomina recta normal
a la superficie en el punto citado.

Su ecuacién, en el caso general, tiene por expresion en un punto no singular de la
superficie

X=X Y=V _I- %
ylr zl! zlfxll xll"vll
y" 25‘ xb‘y"

En el caso de la representacion explicita {50. 10) estas ecuaciones asumen la for-
ma

Ty Xy

ulimit ] QT it (R 50.13
7. % z—zp. ( )
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Definiclén 15. Todo vector no nulo, colineal con una recta normal, que pasa
por el punto dado de una superficie, se denomina normal a dicha superficie en el
punto citado .

Como ejemplo de normal en un punto no singular de una superficie sirve el pro-

ducto escalar

n=r,x%xr,
lculado en el punto d

De acuerdo con la definicion aducida, en todo punto no singular {para la repre-
sentacion dada) r(u, v) de la superficie en consideracién existe, siendo fijados los
valores de los pardmetros u y v, una recta normal y dicha recta es, ademds, {inica.
Se debe tener en cuenta que si el punto £ de un espacio s un punto miltiple de la
superficie, es decir, si existen por lo menos dos pares de parémetros (para la repre-
sentacion dada) (4, v|) ¥ (i, v,) tales que P = r(uy, v;) = r{u, v,), entonces
puede, naturalmente, ocurrir que a estos pares de parmetros les correspondan dife-
rentes rectas normales, a consecuencia de lo cual en el punto citado P la recta nor-

mal no serd fnica.
Para una superficie dada implici porla

Flx,y,2) =0,

donde F{x, v, z) es una funcién continuamente derivable en el entomo del punto
brge Yo 2 Flxg Yo Zg)=0, ¥ en este punto F:‘: + Fﬁ +
% F%> 0, la ecuacion del plano tangente en el punto (xg, ¥y, 2g) tiene por expre-
sidn

(x = XgFy + (0 — JF, + @ = 7)F, = 0,

donde F, F), ¥ F, representan los valores de las derivadas parciales correspondien-
tes tomadas en el punto (xg, ¥q. 25).

Al recordar que un vector de coordenadas F,, Fy, F,y s decir, ¢l vector
VF=(F, F,, F )} lleva el nombre de gradiente de la funcidn F (véase el p. 20.6),
vemos que el gradiente de la funcién en el punto dado de la superficie F(x, y,
z)'= 0 es.perpendicular al plano tangente en este punto, es decir, es colineal con la
recta normal. :

Por ello la ecuacidn de la recta normal a la superficie tiene por expresion

X=X _ Y=Yy _t-3%
F, F, F,

x ¥

Todas estas frmulas se infieren inmediatamente de (50.12) y (50.13). En efecto,
si, por ejemplo, F_ & Oy z = f(x, ¥) es una funcién definida por la ecuacién

F = 0 en el entorno del punto (Xg: ¥ 2g), entonces basta notar quef, = — ft!,

T
fy = - —iz (véase el p. 41.1).
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Si la funcion dada Fix, y, 2) es continuamente derivable en la regién G, para
cualquier punto de una superfiicie dada implicitamente por la ecuacidn Fix, »,
z) = c(c es una constante), obtendremos Ja ecuacion del plano tangente y de la rec-
ta normal de la misma forma que en el caso F = 0, sicmpre que en dicho punto
F4 Fﬁ + F2 > 0. Un conjunto de los puntos {x, ¥, 2) € G, para los cuales
F = ¢, 5 denomina, como ya sabemos, superficie de nivel de la funcidn F (véase-el
p. 19.1).

De este modo, ¢l gradiente ¥ F = (F, F,, F ) en el punto (xg ¥y, Z,) de 1a su-
perficie de nivel F(x, ¥, 2) = ¢ esté orientado a Io largo de la recta normal a dicha
superficie en 1 punto (xy, ¥y, 2g). En Otras palabras, ¢l gradiente de la funcién es or-
togonal a la superficie de nivel {es decir, es perpendicular al plano tangente a la su-
perficie de nivel en ¢l punto que se considera).

Hemos d do la exi ia del plano t en un punto no singular per-
teneciente & una superficie continuamente derivable cuando esté fijeda fa represen-
tacién de la misma. Surge una cuestidn: jqué serd, si pasamos a otra representacibn
de esta superficie? Ante todo, jseguird siendo no singular un punto no singular, y,
un punto singular, singular? Resulla que si. _

Demosirémoslo. Scan riu, v}, (u, ») € Dye{u;, v). Wy, v) & Dy, dos represen-
taciones de una misma superficie continuamente derivable. Por cuanto el paso'de
cualquier representacién de una superficie continuamente derivable a otra represen-
taclén suya se realiza por medio de la aplicacién regular, existe tal aplicacion regular

o= elu, V)
(5014}
v =g, v)

de la regitn cerrada D sobre otra regidn cerrada D, que para todos los puntos (4,
v) e D resulta ser valida la igualdad
rit, v} = plelu, v} wlu, viL (50.15)

En este caso segun lo demostrado més arriba, ef jacobiano de la aplicacion (50.14)
nunca se reduce a cero en la region cerrada D¢

dle, ¥) _ Jeu @y
By, v} ¥, ¥,
Al derivar la identidad (50.15), obtendremos

Ty = PPy t+ wuﬂv,-

#£0, (u,veD.

(50.16)
Ty =Py WPy

Por consiquiente, un par de vectores 2, , p, S€ transforma en otro par de vecto-
res r,, r, con ayuda de una matriz regular
'Pll "‘""
uoll kf'v

Por ello, para el punto dado («, v} los vectores r, , r, serdn linealmente independien-
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tes, si, y sblo si, son lineal ind di los \-'v.:ct.t:u'es.oum,.p‘,1 en el punto (u,,
v;) obtenido del punto (v, v) con ayuda de la aplicacién (50.14), con la particulari-
dad de que en el caso de su independenciz lineal el plano de los vectores F, ¥ r, coin-
cide con el de los vectores o, ¥ p,, -

Asl pues, un punto (para la repr ién dada) no singular (singuler) de una
supetficie continuamente derivable serd también no singular (singular) para otra
representacion de la superficie citada, ¥ un plano, tangente o la superficie en un
punto no singular para una repr idn de la superficie , serd tangente también
para otra representacion de la misma

Definictén 16. Una superficie continuamente derivable privada de punios singu-
lares, se llama superficie suave.

De acuerdo con lo demostrado mas arriba, para comprobar que la superficie da-
da es suave, basta convencerse de que la misma cuenta con una representacién con-
tinuamente derivable y para esta ltima no hay puntos singulares.

Conviene fijar la atencidn en que las funciones vectoriales r, yr, de la superficie
suave § = [r(u, v), (u, v} € D) no sblo son continuas en la clausura de la regién D,
sino, de conformidad con la definicién, no son colineales en esta clausura D. En
otras palabras, para la superficie suave (50.7) en todo punto de la regién cerrada D
se cumple la desigualdad

ryxor,#0

OBSERVACION, De las formulas (50.16) proviene que
T X = (b, + ¥ p,) X Gy py + dypy) =
= e ¥loy X py) + ¥ ele, X p,) =
3¢, ¥)
alu, v)

(pnq » va)’

Por cuanto, para las transformaciones admisibles de los pardmetros (50.14), el

jacobiano e, ¥) nunca se reduce a cero en D, de la férmula obtenida se deduce

du, v)

que los productos vectoriales 7, x r, ¥ 8y, X p,, encl punto dado de la superficie
pueden reducirse a cem. si sélo se reduc:n sjmuh‘nummte Pero, se ha notado que
la dici6 fi para que el punto dado de la superficie, para la
representacion dada de la superficie r{u, v), sea no singular es que el producto vec-
torlal 7, x r, en dicho punto sea distinto de cero. De este modo hemos demostrado
unavez rmis que un punto no singular (singular) de la superficie seré el mismo tanto
para una representacién de la superficie, como para la otra.

Ejercicios. 3. Fb las i de un plano ¥ de una normal a la superfi-
cex=w—-v,y= + vV, 2= — v enelpunto M(3; 5 7).

4. Tracese a la superficie xyz = | un plano tangente gue sea paralelo al plano
x+y+z—a=0( = const).

5. Demuéstrese que todos los planos tangentes de la superficic 1 = xf(:—) (fes una
funcién derivable arbitraria) pasan por el origen de coordenadas,
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6. Demuéstrese,que todos los planos tangentes, trazados a la superticie x = wcosv,

¥ = usenv,z = au + f(v){a = const, fes una funcién derivable arbitraria) en todo punto
de su linea coordenada v = ¢ (¢ = const), pasan a través de la recta fija,

$0.5. PRIMERA FORMA CUADRATICA DE UNA SUPERFICIE

Fijemos una representacion r = r(u, v), (4, v} & D, de la superficlc suave dada
y analicemos un plano tangente a la superficie en alguno de sus puntos. Segin
hemos visto, los vectores r,, v r, forman en dicho plano una base. Los vectores, dis-
puestos en el plano tang s desig| por el simbolo dr, y sus coordenada
respecto de la base r, y 7, por du y dv*). De este modo,

dr = rdu+ rgv.

Hallemos el cuadrado de la longitud de un vector, dispuesto en el plano tangen=
te, expresandoloen términos de las coordenadas de la base natural r, y r, (en el 4l
gebra lineal esta expresion se denomina, comiinmente, forma métrica principal del

D en ideracién, en el caso dado, de un plano)
ldrl? = (r,du + r,dv)? = ridu® + 2r,rdudv + rldv?.
Introd las designaciones
E=r, F=rg, G= 2 (50.17)
entonces
ldrl2 = E du® + 2F du dv + G dv?. (50.18)

Definkcién 17. Una_forma cuadrdtica Edu® + 2F du dv-+ G dv?se denomina
primera _forma cuadrdtica de la superficie **).

Veamos como varia pasando a la otra representacion de la superficie (véanse las
formulas (50.14)). Como se sabe (véase (50.16)) en este caso las bases en el plano
que se considera se transforman con ayuda de una matriz
wl“ wl! ]
e ¥
Por consiguiente, las coordenadas de los vectores se transforman con ayuda de una
matriz transpuesta, es decir, de la matriz de Jacobi

Py Wy
&If wl’

.f=:|

* Esta designacion es bien natural, pues si un vector en ¢l plano tangente es langente a
cierta curva (50.8) en la superficie, al elegir ad d el pard o, el vector
dr serd una diferencial del vector (50.8) y, por o tanto, para & se verificaré la igualdad (30.9):

*# El hecho de que la forma cuadritica en consideracion se denomina primera se debe a
que existen también otras formas cuadraticas relacionadas con la superficie. El estudio de és-
tas sale de Jos margenes de este libro.
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Al designar mediante A la matriz de la primera forma cuadrética (50.18) para la
representacion de la superficie 7 = r(u, v), y mediante A,, para la representacién
P = pluy, v)), es decir,

ot v

EF : = g2 2
FG”. E=r;, F=rypyr,, G=rl,

E, F
AI= “F: G: "' £1=pi|‘ FI='“Iu'ﬂ\‘|’ G‘l*p%],

entonces, segin se sabe por el curso del algebra lineal, para la primera forma
cuadrética de la superficie, al igual que, en general, para cualquier forma cuadriti-
<a,

A=J%4A4,J,

donde con J* estd designada la matriz transp respecto de la matriz de Jacobi J.
De aqui, para los determinantes correspondientes

I‘EF_El FJH% *"vz
F G Y ¥l

“ IR G,
o bien 3
EG - F? = (E,G, - F}) |20 ") (50.19)
du, v)

Ha de notarse que en virtud de la propia definicién, la primera forma cuadratica
es definida positiva (en efecto, si du? + dv? > 0, es decir, si dr @ 0, entonces
Idr1? > 0) y por esta razén su discriminante es positivo: EG = F% > 0. Estando
ausentes los puntos singulares, se verifican las desigualdades r, #0,r, % 0,porlo
cual, de la definicidn de coeficientes E y G (50.17).proviene inmediatamente que
E>0yG > 0.

Si se conoce la primera forma cuadratica de una superficie, podemos resolver
(sin disponer de la ecuacion-de la superficie y sin conocer las formas de la misma),
toda una serie de problemas c i a clla, por ejemplo, hailar las longitudes
de las curvas dispuestas en la superficie, como también los 4ngulos entre ellas, cal-
cular el &rea de las partes de la superficie. La variedad de todas las propiedades de la
superficie que pueden establecerse, partiendo sélo de la primera forma cuadrética,
se denoming geométrla interior de la superficic. Pasemos precisamente a la conside-
racion de los problemas similares,

Ejercicios. 7. (Cuiil de las siguientes formas cuadriticas puede servir de primera forma
cuadrftica de cierta superficie: a) du?® + 3dudv + dvl: b) du® + Gdudv + 9dvi;
©) du? - 6dudy + 13dv: &) du? + 2dudv — dv?,

8. Hallese la primera forma cuadrdtica de un helicoide (superficie helicoidal)
X=ucosv,y=usenv,z =av+ flu)(g = const, fes una funcidn derivable arbitraria).

9. Demuéstrese que la primera forma cuadrética de una superficie de revalucion es redu-
cible a la forma du® + Gu)dv.
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50,6. CURVAS EN UNA SUPERFICIE. CALCULO
DE SUS LONGITUDES Y DE ANGULOS ENTRE ELLAS

Examinemos una curva continuamente derivable (50.8) dispuesta en la superficie
dada (50.7). Sug que las longitudes de los arcoss = s{f) enla superficic s

calculan en el sentido de crecimiento del paré u.udedr.queﬁz-u.s:gﬁnu

ds dr ) d_'t
sabe (véase el p. 16.5), -&-; = ik de doride ds = Idrl, por consiguiente, véase
(50.18),

ds? = |drl? = dr? = E du® + 2Fdudv + Gdv?,

por eso

a5 _ (@2 4 op2ud 6 ()2,
a at dr di i

De este modo, para la longitud L de la curva (50.8) obtenemos la férmula

.}
L= i\ﬁz("_")z +2@ P 6 ‘-’f)zdr.
dr dtdt di
a

Pasemos ahora al célculo de los dngulos entre las curvas en una superficie.

Definicién 18. Si dos curvas se cortan en cilerto punto,, el dngulo entre ellas en el
punto citado serd aquel que estd formado por sus tangentes en el punto mencionado
(si es que existen). ;

Supongamos que dos curvas suaves, dispuesiasen la superficie en consideracion,
se cortan en cierto punto. Desig) las difl iales de sus rep i en
dicho punto medi dry br, respecti te, y los coeficientes de las descomposi-
ciones segan los vectoresr, y 7, mediante du, dvy bu , 6v, respectivamente; en este
caso

dr = rdu + rdv,
&r = rpu + rpv.
Por es0, si ¢ es el Angulo buscado entre las curvas, es decir, el formado por los vec-
tores dr y &r, entonces

R drér o Edubu + F(dudv + dvéu) + Gdvbv
¥ = TG 1erl . VEdu? + 2Fdudv + Gav: VEGu? + 2Foudy + Gov’

Ejercicios, 10. Demuésirese que para que las w-lineas y v-lineas coordenadas en una su-
perficie sean ortogonales, es necesario y suficiente que en todo punto de la superficie se verifi-
que la igualdad F = 0.

11. Héllese ¢l 4ngulo entre las curvas v = 2u,v = — 2w en una superficie con la primera
forma cuadrética du® + dvl.
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50.7. AREA DE UNA SUPERFICTF.

Supongamos que la representacién continuamente derivable r(u, v) de la super-
ficie suave en consideracion S se ha definido en la clausura D de la regi6n cuadrable
D. Examinemos la particion T, del plano de variables « y v en cuadrados de cierto
rango k. Por cuanto del carécter cuadrable de la regién proviene el carécter acotado
de ésta, la regidn cerrada D resultard cubierta por un nimero finito de cuadrados de
rango k. Numeremos de uno u otro modo todas las intersecciones no vacias de estos
cuadrados con la regién cerrada D y designémoslas mediante Xad=1,2 ey
Entonces _

=Xt X, =0ND=#¢,QeTy

forma la particién de la region cerrada D (véase la definicién de la particién en e
p. 44.3).

Examinemos los conjuntos X; que representan en sf cuadrados cerrados comple-
tos dispuestos en la regién D (siendo suficient da la finura de ia parti-
cién 7, tales conjuntos no vacios X, siempre existen; jpor qué?). Denotemos con
7(@D) la totalidad de tedos los conjuntos mencionados X; (compérese con el
p. 44.4).

Elijamos un cuadrado cualquiera X;€ r(3D) (fig. 214). Sea / la longitud de su
lado y sea P, uno de sus vértices. Entonces, al pasar del vértice P, a los vértices veci-
nos, ¢l radio vector r{u, v) adquirird (con exactitud de hasta los infinitésimos de or-
den superior que /) los incrementos iguales en valor absoluto a los nimeros Ir, Al y
Ir i, respectivamente, pues

rlu+ A, v) = r(u, v) = rh + o(h),

riu, v + h) = r(u, v) = r,h + oth).

Al determinar el drea de la superficie, sustituyamos las imégenes de los cuadra-
dos X; € 7(3D) por los paralelogramos rectilineos construidos a partir de los vecto-
resr.ft yroh (fig. 215). Hallemos el 4rea de tal paralelogramo. Al designaria con
Ag,, obtendremos

Aa, = lrh x r hlp = Ir, x rl,lj,.:k2 = lr, % rlppX.
Las funciones r, y r, son continuas en ia regién cerrada cuadrable D, por lo cual

Jim g Ag; = lr, % r |dudy {50.20}
b= ydrom !oj S '
donde §, significa, como siempre, la finura de la particién 7. Evidentemente, la con-
dicién de que la'finura de la particién §, tiende a cero es equivalente a que los rangos
k de las particiones del plano en cuadrados, de las cuales hemos partido, tienden ha-
cia.el infinito.
Para demostrar la validez de la igualdad (50.20), basta observar que, siendo ele-
gidos arbitrariamente los puntos P,e X;€ 7, = 1,2, ..., se verifica la igualdad
]
lim Ao, = lim lr, % rlpnX = Ir, % r ldudv.
L Igl SR ‘jo z v



50.7. Area de una rficie 255

v
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\ L {a] 1/
Biik 1/
—
0 U
Fig. 214
Efectivamente, en primer lugar, el limite de las sumas integrales de una funcion
integrable no depende de la eleccion, en el caso dado, de los puntos Pye X;e7, Y,
en segundo lugar, la omisién en las sumas integrales de los sumandos, correspon-

dientes a los conjuntos X; € 7 que no figuran en r(3D), no influye, como se sabe (vé-
ase el p. 44.3), en la magnitud del limite de sumas integrales, en nuestro caso, en la
magnitud del limite (50.20).

Definicibn 19, Ef limite {50.20) Heva el nombre de drea o medida .S de la super-
Jicie S:

#8 = lim E Ao;.
#=0 yérap)

Para calcular el rea de la superficie, de (50.20) se obtiene inmediatamente la

formula
pS= ([ Ir,xr)dudv. (50.21)
]

Escribamosla en otra forma, expresando el integrando en términos de los coefi-
cientes de la primera forma cuadrética. Diremos, ante todo, que para cualesquiera
vectores @ y b son licitas las formulas

lax bl = lal |81 sendb,
ab = lal 151 cosab,

Fig. 215
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donde ab es el &ngulo formado por los ay b, Elevemos al drado y sume-
mos estas formulas:
tax 512+ labl? = a?b?,
De aqul s¢ deduce que
iy xr\t=rirle )= EG-F?, (50.22)
por lo cual la férmula (50.21) puede escribirse también asi:
nS= gj VEG ~ Frdudv. (50.23)
A veces, para abreviar la notacion, la expresion VEG ~ FLdudy se designa por el
simbolo 45:
dS = VEG — Fidudv; (50.24)
y se llama el del drea. Aplicando esta designacién, podemos escribir la for-
mula (50.23) en la forma
as= ([ ds.
]

Mostremos que la magnitud del 4rea de una superficie no depende de la eleccidén
de 5u representacion (en este caso se consideran sélo las representaciones dadas en
las regiones cerradas cuadrables). Pasemos a otra representacién p = a(u,, vy) dela
superficie continuamente derivable dada, la cual viene dada en la clausura D, de la
regién cuadrable D, y, por consigui para la cual la transformacién (50.14) de
los pardmetros u, v en los u,, ¥, es una aplicacién regular de [ sobre D,.

En el nuevo sistema de coordenadas consideraremos la integral

uS = LI VE G, - Fidudv,.

1

Para compararla con la integral (50.23), realicemos ¢l cambio de variables (50.14),
1o que es posible, puesto que todas las premisas del teorema 2° del p. 46.2 estén en
este caso cumplidas, Al utilizar (50.19), obtendremos

us = LS VE|G, — Flduydy, =
1

dlu, v)

De este modo, efectivamente, la magnitud del Area de una superficie no depende
de como se elige su représentacibn.

Hallemos la expresion para el érea de una superficic que tiene repres=ntacién
explicitaz = /(. 7), (¢, y) € D. Enestecasou = x,¥ = ¥, = (5,2, S0, Y) ¥
por lo tanto (véanse las formulas (50.11)),

= (1, OJ,). Fy= ©, 1-!1)!
E=ri=1+f% F=rpr,=ff, (50.25)

= | VEG-H "“*’-‘“ldm= [j VEG= Flduay = us.
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G=r€'=l+f;.EG—Fz={l+f2]{1+f2]—
—ﬂf—l+f1+f},#s= J\"l+ﬂ+f’dxdy
50.25)
Ejercicios, 12. Demuéstrese que ¢l érea de una ficie de ion, definida en el

p. 32.4, coincide con el drea de esta superficie, definida en-el punto presente.
13. Hillense ¢l perimetro y los &ngulos interiores de un tridngulo curvilineo dispuesto en
la superficie con la primera forma cuadrética du? + (uz + a’}l:‘iv’1 ¥ limitado por los arcos

1
lh|8§cllrvasr.l-1ﬂvl.ll = —-z-w’.v:- I (g = const > Q).

14. Héllese el drea de un cuadrildtero cusvilineo dispuesto en el heficoide x = wcosy,
¥ =usenv,z = auig = const)ylimitado porlosarcosdelascurvas i = O, u = a,v = 0,
v=1

15. En una superficie con la primera forma cuadrética du* + (4% + a®)av- csth.dis-
puesto un trifngulo curvilineo limitado -por los arcos de las curvas u = av, u = = av,
v = |, Héllese el drea de este tridngulo.

50.8. ORIENTACION DE LA SUPERFICIE SUAVE

En este parrafo se supondra que en un espacio siempre se elige el sistema directo
de coordenadas rectangulares m‘tmnua‘ Esto significa lo siguiente. Sean 1, j y k
los de los ejes coord Mirando desde el > del vector k en la di-
reccién del plano xOy, concluimos que con el fin de hacer coincidir el vector { con el

f se debe girar el primero al énmdozl en el sentido contrahorario. En este caso sucle

decirse también que la terna ordenada de vectores i, f, k esté concordada segin la
“regla de sacacorchos'. Analiticamente esto significa que en el espacio de puntos
{x, y, z) se consideran s6lo tales bases ordenadas e,, e, £, que se obtienen de la base
ordenada § = (1; 0; 0), j = (0; 1; 0}, k = (0; 0; 1) con ayuda de las matrices que
tienen determinante positivo (com mas precision, igual a + 1). De esta forma, si

e, = Cpf + Cppf + cpnk, m=1,23,

es una base que define el sist di de coordenadas, entonces
n €12 i
€y €y Cul=+ L
€n €n Cyx
Todas las definici ¥ noci que se introd més abajo en este parrafo y

que estén rel das con las lenadas vienen dadas con arreglo a los sistemas
directos de coordenadas.
Sea 5 una superficie suave (véase la definicién 16). Cualquier su repr ibn

vectorial r = r{u, v), (4, v) e D, es continuamente derivable y xXr # Oenla
regién cerrada D.
Por consiguiente, en todo punto de la superficic S est4 definido el vector unidad
normal roXr
y=—H ¥V _ (50.26)
fr,xr |

17 —6424



158 30. Elementos de la teorla de .
que es una funcion continua en D. Esta circunstancia se expresa brevemente dicien-
do que en la superficie § existe una normal unitaria continua. _

Definicion 20. Toda normal unitaria continua » = v(u, v), (u, v) € D, de una
superficie suave § = [r(u, v); (u, v) e D) lleva el nombre de orientacién de la su-
perficie S.

Evidentemente, si ¢l vector » es una orientacion de la superficic 5, — » serd tam-
bién orientacion de la misma superficie y es fécil mostrar que otras orientaciones no
existen. :

Ejercicio 16. Demuéstrese Gue una superficie pucde tener sdlo dos orientaciones.

Una de las dos orientaciones, » & — » (elegida arbitrariamente) se llama positiva
y la otra, negativa.

De este modo, el concepto de orientacidn positiva o negativa en este sentido no
se determina univocamente por la propia superficie, sino depende de la eletcién de
su rep acién. Las ori i positiva y negativa de una superficie se laman
orientaciones apuesfas de la misma.

En lo que sigue, para concretar, como orientacidn positiva, para una superficie
suave dada medi la repr acién vectorial fija r = r(u, v}, (u, v) e D, se to-
mar# stempre el vector (50.26).

Subrayemos que la continuidad de la normal » se considera respecto de las va-
riables u, v, y no respecto de las variables espaciales x, v, z. Si la superficie cuenta
con puntos maltiples, puede ocurrir que en el punto de un espacio, portador de dis-
tintos puntos de la superficie, pueden haber varias normales distintas.

Cuando s requiere que, en la transformacion regular de los parémetros u, v, la
superficie conserve la orientacién, se debe exigir adicionalmente que el jacobiano de
tal transformacién sea positivo. En efecto, para la transformacion de los pard-
metros

uy = plu, v),
vy = ¥lu, v)

de las férmulas (50.16), segn lo hemos visto (véase la observacion al final del
p. 50.4), se deduce que e, )

X, = m("u, X py)
¥, por igui si el jacobiar 3y, ¥) es positivo, los vectores 7, X r, ¥

au, v)
Py X Py estan dirigidos hacla un mismo lado, y si es negativo, hacia los lados
Opuestos.

De este modo, para las superficies con la orientacién elegida, como transforma-
ciones admisibles s¢ considerarén aquellas transformaciones continuamente deri-
vables cuyo jacobiano es positivo.

La superficie § con una orientacién positiva se designaré mediante §*, y con
una orientacidn negativa, mediante S~

Subrayemos que cualquier superficie suave dada paramétricamente es siempre
orientable, es decir, siempre tiene su ori i
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5

Fig. 216

Definkeion 21. Una superficie que tiene fija una de sus orientaciones se denomi-
ng orientada .

La definicién de orientacién, aducida anteriormente, no puede ser extendida,,
por supucsto, a las superficies no suaves. Como ejemplo de superﬁcle no derivable
en un punto, en la que ya no puede clegirse una normal continua, sirve el cono

z=val+ p2, xt+rigal (50.27)

En este caso la representacion vectorial tiene por expresién:
Fx, p) = L VR E ),

por consiguiente
ro= 1'0' X r - . ], J" *
= ) T Uhnrer)

x ¥
rexr,={ - e L ey xr =
HEa ( Vit 3T Vxl+ 7 ) Ty

. x ¥y
Por cuanto los limites  lim - lim no existen (jpor qué?),
w0V T+ 3 oo oN T+ 5T 4pof quet)

entonces la normal unitaria

exr, _f_ X o ¥ 1 )
tr, x rl V2t 4+ 9 YU+ ¥ V2

tampoco tiene limite para (x, y) — {0; 0). Por ello, en el cono (50.27) no sc pucde
elegir una normal continuaen D = f(x, ¥) : x2 + »* < .

Como gjemplo de superficie no suave S, en la que existe toda una linea a lo largo
de la cual las normales, cualquier que sea su eleccidn, sufren discontinuidad, sirve
una parte del angulo diedroexpuesta en la fig. 216. La linea mencionada en esta su-
perficie es el segmento 48.

50.9. PEGAMIENTO DE LAS SUPERFICIES

La definicién, aducida més arriba, de la superficie continua dada en la forma pa-
ramétrica no abarca todo lo que interviene intuitivamente en el concepto de superfi-
cie, Asl, por ejemplo, podemos mostrar que la superﬁue de una bola no es portado-
ra de ninguna superficie continua dada paramétr sinp multiples. Por
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otra parte, seria una complicacidn no justificada considerar que la superficie de una
bola estd provista de puntos mltipl¢s. Existen varios procedimientos para vencer
este inconveniente. Elegimos un procedimiento basado en el pegamiento de un ni-
mero finito de superficies. El pegamiento de las superficies surge de un modo natu-
ral en la resolucion de los més sencillos probl Por ejemplo, es 1 id
rar la superficie lateral de un cilindro como resultado de pegar los lados opuestos de
un rectangulo; la superficie total de un cilindro, como resultado de pegar su superfi-
cie lateral y dos bases; la superficie de un cono, como resultado de pegar la superfi-
cie lateral de éste con su base, etc.

Pasemos a las definiciones precisas. Diremos que ¢l borde (véase el p. 50.1) dela
superficie § = {r = r(u, v); («, v) € D} es una curva, si la frontera D de la regién
D) e5 también una curva (con mds precisidn, portadora de una curva):

8D = {u(f), v(th;a <t € bl.
En este caso el borde 45 de la superficie § puede considerarse como una curva:
35 = [ru(), v(thia < t < bl

Definamos la operacién de pegado de las superficies para aquellas superficies
cuyos bordes son curvas.

Sean dadas las superficies §; = {r;,(4;, v,); (4;, v,) € D;] cuyos bordes a5, son
unas curvas, es decir, lo son las fronteras 3D; de las regiones D;:

w= ), vw=vl), eg<<b, i=142..,m.

Entonces los bordes 45; de las superficies serén las curvas
Y= {rl-(u'-(ti-). V,-(*‘,-J): ﬂ; LS bi]’

Supong que para alg pares (i, j), i,j=1,2,...,m, {# ], se han dado un
nimero finito de los segmentos [af, b%) C [a;, b)), af < b, y de los segmentos
[aj!(‘ b}}]c la;, b;1, aﬁ.gbh v k=1,2,..,n;,=n;, con la particularidad de que
tanto los segmentos [af, b, como también los la};, b%] no tienen dos a dos pun-
tos interiores comunes ni tampoco homeomorfismos o £ : [af, bﬁ] - [g;., b}‘,.], la-

~ mados homeomorfismos de pegamiento. Ademds, en este caso, para cualquier
Le [ﬂﬁ-. bg,] tiene lugar el “‘pegado’*
rluds), vt = r‘;(ujlwﬁ(f;}). vjlwﬁ(!;))- (50.28)
Designemos mediante -ff, una curva cuya representacion es
), v, 1€ af, b5
Las curvas 15 se llaman curvas de pegamiento o curvas a lo largo de las cuales se

realiza el pegarmiento .
Es evidente que, en virtud de (50.28), la aplicacién

r= ) v e laf, bEL
es también la representacién de la curva yf,. pues los homeomorfismos rﬁ repre-
sentan en si una transformacion admisible del pardmetro para la curva i
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Supondremos, ademds, que para j° # j los segmentos
laf, 5] v laly, bl k=12, iy, 1=1,2, .0y

no tienen puntos interiores ¥, por i todo exwremo del segmen-
to (af, bf] puede pertenecer, ademds, & lo sumo a un segmento lal;., bj; 1. Esta
condicién significa que toda curva de pegamiento v { es una parte sélo de'dos cur-
vuvfyqj.mfmnhcmummwﬁdus,ysf‘

Las superficies §; y Sjsellamanadyacmm, si s¢ pegan por lo menos & lo largo
de una curva y §;, El sistema de h fismos de pegamiento ¥ se denomina co-
nexo, si para cualesquicra superficies 5, y 5, del sistema en consideracion existen en
& tales superficies S;, Sp, ..., 5, que §; = §,, § = §, y cada superfi-
cie 5; es adyacente respecto de 5; _ , es decir, 5¢ ha con ésta & lo largo de
una o varias curvas con ayuda de fos homeomorfismos de pegamiento correspon-
dientes Piher? = L2y r— L

Definicion 22, Un sistema de superficies S|, S,, ... , §,, con el sistema conexo de
homeomorfismos de pegamiento o se llama superficie pegada de las superficies
S s §, a.!ofargodemcurm-rgymdmw mediante S = (S).

Esta icibn, a pesar de ser formalmente engorrosa, tlene, evid , un
significado geométrico muy simple. Hablando metafori 1a superficie pega-
da § = {§) representa en si las superficiés S, ... , ,,, ciertos pares de las cuales S,
8, tienen identlficados (pegados) los p que se disp en las curvas v y se
aplican uno en el otro en los homeomorfismos ¢ f;, en lo que precisamente consiste
la condicién de pegamiento (50.28). Indudablemente, como ya se ha indicado, se su-
pone, ademds, que de cada superficie S, se puede pasar, realizados un niimero finito
de pasos, a otra superficie cualquiera Sj, cada vez pasando de una cierta superficiea
otra adyacente, ®

Si § = (S,) es una superficie pegade, la totalidad de todos los arcos, que repre-
sentan tales partes de las curvas 3S; que ningunos puntos de las partes indicadas, a
excepcidn, quizds, de los extremales, se pegan con los puntos de otras curvas 8 §;, se
denomina borde 3§ de la superficie pegada S.

Se puede mostrar que reuniendo de modo ad do las partes citadas de las cur-
vas 35;, pertenecientes al borde 35 de la superficic § = {5;], podemos obtener un
nimero finito de curvas cerradas (contornos). En otras ps.ln\‘)ras,cl borde de una su-
perficle pegada consta de un nimero finito de contornos cerrados.

Como ejemplo de pegamiento de las superficies puede servir el pegamiento, para
obtener una esfera x2 + y? + z2 = 1, de dos semlesferas z = V1 — x? — %y
z= — V1 — x% — y%,x% + y2 £ 1,alolargo de su borde, es decir, alo largo de
la circunferencia x? 4+ y? = 1, z = 0. Al definirla ecuacién de esta circunferencia
en la forma paramétrica

x =cost, y=sent, =001t < 2rm,

a titulo de homeomorfismo de pegamiento ¢: [0, 2x] — [0, 2#] podemos tomar la
aplicaclén idéntica del segmento [0, 2x] sobre si mismo.

Con ayuda del pegamiento de las superficies suaves se puede dar la nocién de su-
perficie suave a trozos.
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Definicion 23. Una superficie S = [S,], obtenida pegando las superficies suaves
8y, ... o 8y se llama superficie suave a frogos.

Como ejemplos de superficies suaves a trozos pueden servir la superficie de un
cilindro circular, la de un paralelepipedo. Entre tanto, un cono recto circular (50.27)
no puede ser dividido en un niimero finito de partes suaves pegadas, razén por la
cual no es una superficie suave a trozos en el sentido de la definicién 23. La opera-
ciém de pegamiento de las superficies puede generalizarse de un modo tal que, con-
servandose intacta la definicién de superficies suaves a trozos para tal operacidn ge-
neralizada de pegamiento, en la clase de las superficies suaves a trozos ya se
incluirén también las superficies conicas. No nos detendremos en esto dejando a
cargo del propio lector de hacerlo, en caso de necesidad.

$0.10. SUPERFICIES ORIENTABLES ¥ NO ORIENTABLES

Nuestra tarea inmediata consiste en dar la definicion de orientacion para las su-
perficies, pegadas de unas superficies que se dan en la forma paramétrica.

La definicién de la orientacion cligiendo una normal unitaria continua en la su-
perficie resulta en ¢l caso dado incdmoda, incl do los puntos maltiples estén
ausentes y la continuidad de la normal se entienda como si dependiese continuamen-
te de los puntos del espacio (y no de los parAmetros de las superficies que se pegan).
Esto se debe a la perturbacién eventual de la suavidad de la superficie en aquellas
curvas & lo largo de las cuales se realiza el pegamiento,

Por ejemplo, una parte de la superficie del &ngulo diedro expuesta ¢n la fig. 216,
puede considerarse como resultado de pegar dos rectfingulos iguales. Al tender por
distintas caras hacia el mismo punto en la arista de dicho ngulo, obtendremos dis-
tintos limites de las normales unitarias correspondientes. Més abajo se dard tal defi-
nicién de una superficie orientable, en términos de la cual la superficie citada sera
orientable,

Observemos gue incluso cuando el **pr dimiento suave'' se use para pegar las
superficies'(es decir, cuando para toda curva, a lo largo de la cual se realiza e} pega-
miento, podemos clegir, en cualquiera de sus puntos, una normal unitaria de modo
tal que fuera ésta el limite para las normales unitarias, elégidas de modo adecuado
en el entorno del punto citado, de dos superficies que se pegan) las superficies pega-
diis puedén adquirir nuevas peculiaridages cualitativas: a diferencia de las superfi-
cies dadas en la forma paramétrica, en el caso dado no siempre en toda la superficie
puede elegirse una normal unitaria continua. Como ejemplo de tal superficie sirve la
as{ llamadacinta 0.banda de Mobius ) la cual puede obtenerse de una tira rectan-
gular de papel ABCD que se tuerce una vez alrededor de su eje de simetria MN, pa-
ralela a los lados BC y AD, después de lo cual se pegan las aristas 4B y CD
(fig. 217). Verdad es que, empleado tal procedimicnto, la cinta de Mdhius se ob-
tiene como resultado de pegar la superficie con si misma. No obstante, no es dificil

b 1a también pegando, de conformidad con la definicién 22, dos rectangulos
ABREF'y FECD (véase la fig. 217).

* A. F. Mobius (1790—1868), matemdtico y astrénomo alemin,
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Una de las peculiaridades caracteristicas de la cinta de Mtbius consiste cn .que
ella tiene 5610 una *‘cara’: es imposible, como, por ejemplo, en ¢l caso de la superfi-
cie lateral de un cilindro, pintarla de rojo un lado y de azil, otro lado. Ademés, en
la cinta de Mobius no puede elegirse una normal unitaria que fuera una funcién
continua de un punto del espacio.

Todos los razonamientos aducidos hacen naturales las tentativas de ofrecer tal
definicién de orientacién de una superficie, para la cual las superficies del Lipo, por
ejemplo, de la superficie de un paralelepipedo resultarian orientadas, y las superfi-
cies del tipo de la cinta de Mobius, no orientadas.

Prestemos atencién a que la cinta de Mobius puede ser un pordador de una su-
perficie suave, dada pa:métncamenle. con puntos muiltiples y esta superficie, al
igual que cualquier otra superficie suave dada paramétricamente, seré orientada.
Por supuesto, esto no tiene nada que ver con el caricter no orientado de la propia
cinta de Mtbius.

50.11. SEGUNDO ENFOQUE DEL CONCEPTO DE ORIENTACION
DE UNA SUPERFICIE

Pasemos ahora a la descripcion de otro enfoque del concepto de orientacidn que
se basa en el pegamiento de las superficies cuyos bordes son unas curvas. Sea
S = {r = r(u, v); {4, v) € D} una superficie suave cuyo borde esté constituido por
una curva. La orientacién positiva de la curva 8D = {u(t), v(t);a < b < b (es
decir, 1a orientacién contrahoraria en el plano u, v con el sistema directo de coorde-
nadas) engendra, en virtud de la aplicacidn r{u{t), v(t)), @ < ¢ £ b, una orienta-
cibin bien determinada del borde 35 de la superficie 5. Esta orientacion del borde 5
de la superficie S se llama concordada con la orientacion

Fy %X 1y
Ir, xr,l

(véase la definicién 20) de la superficie 5.
El carécter natural de dicha definicién pucde aclararse del modo siguiente. Con-
sideremos una superficie dada explicitamente 5: z = ﬂ.x ¥), (x,y)e D. Para clla
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£ an
Fig. 218

(véase (50.10), (50.11) y (50.26))

_ I _ 1 1 )
'_( Vit i+ 2 71+ﬁ,+f§'§‘l+?§+_{,’ '
S~ 1
Por consiguiente, cos (v, k) = > 0, es decir, el vector de la normal
sig| V__T_?l .

# forma con el ¢je Oz un Angulo agudo y, por eso, esté concordado con la orienta-
cién positiva del borde 3§ de la superficie S segitn la regla de sacacorchos: la orien-
tacién del contorno 35 corresponde al sentido de rotacién de la manija del saca-
corchos y la direccién de la normal », al movimiento del propio sacacorchos (véase
la fig. 218).

Evidentemente, si la orientacién » de la superficie suave en consideracion S esta
concordada con la de su borde 45, entonces la orientacidbn  ~» queda concordada
con la orientacién opuesta de la curva 4 §. De este modo, la definicién de la orienta-
cién » de una superficie suave es equivalente a la definicién de la orientacion de la
curva 3§ que es el borde de la superficie. Por eso el borde orientado 45 de la super-
ficie suave § lo llamaremos, al igual que la normal unitaria continua », orientacidn
de la superficie S,

Para una superficie no suave, dada paramétricamente, cuyo borde esté consti-
tuldo.por un contorno, su orientacién puede considerarse como la definicion de
parllda para la orientacién de la propia superficie. Sean S, y S, dos superficies
sugves cuyos bordes son unas curvas y supongamos que cstas dos superficies estan
pegadas (en €l sentido de la definicion 22) a lo largo de las curvas Yys e s Vo QUE
constituyen Jas partes de los bordes de las superficies S, y S,. Las orientaciones 4,
y 331 de las superficies §, y S, sc denominan cencordadas, écmprc que cada una de
ellas engenidra en las curvas vy, ... , ¥,, que s¢ pegan las orientaciones opuestas.

D:ﬁnl.d&n 24, Una superficie S, plﬁﬂdﬂd! las superficies 8, ... , 8, se deno-
mina orientable , si existen tales ori 38y, ... , 38, de!mcoummosde!m
superficies 8y, ... , S, que para cualesquiera dos sltperfm’s adyacentes 8,y 5, sus
orientaciones as, y asj estdn concordadas .

La totalidad de tales ori jones, si es que existe, se llama orientacion de la su-
perficie §.
Si la totalidad ionada de orlentaci 38, no existe, la superficie §se lama

no orientable .
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Fig. 219

838y, ... , 35, ¢s la orientacién de la superficie § = {5}, latotalidad de orien-
taciones opuestas es también una orientacion de la superiicie §, lamada orientacion
opuesta respecto de lg dada.

Se puede mostrar que si la superficie S es orientable, ella no tiene ningunas
orientaciones a excepcion de las dos orientaciones mencionadas. Una de las dos
ori iones exi (no imp cudl sea) se llama, cominmente, positiva, y la
otra, negativa.

Por analogia, con el caso examinado antes en ¢l p. 50.8, una superficie orien-
table gue tiene fija una de sus orientaciones se denomina orientada. Ademés,
aquella de las superficies ori das, cuya ori i6n se ha Il do positiva, se de-
signa con §*, y la superficie de orientacién opuesta, con S~

El borde de una superficic pegada orientada S = (5}, como todo borde de la su-
perficie pegada, se compone, de acuerdo con lo dicho anteriormente, de un nimero
finito de contomos cerrados. Cada uno de estos contornos, a su vez, representa una
reuni6n del nimero finito de curvas, cada una de las cuales forma parte de uno de
los contornos 35;, a saber, una parte tal que todos los p suyos, a 16
quizés, de los extremos, no s¢ pegan con los puntos de los otros bordes 45 ;. Por es-
ta razdn, la orientacién concordada dada de 1a superficie orientable pegada S = [S)
engendra determinad ! i (&3 decir, los 6rdencs de los puntos) en las cur-
vas mencionadas, Se puede mostrar que dichas orientaciones, tomadas juntas, cons-
tituyen las orientaciones de todos los contornos que integran ¢l borde 9.5 de la sus
perficie pegada S. La totatidad de estas orientaciones de los contornos que compo-
nen ¢l borde 3.5 de la superficie 5 lleva el nombre de orienfacidn de dicho borde en-

irada por la ori i6n dada de la superficie §, 0, gue es lo mismo, concordada

con ella.

Prestemos atencién en que en la definicién 24 de la orientacién de una superficie
ni siquiera se suponia la derivabilidad de las superficies a pegar ), ... , 5.

Si la superficie § est4 pegada de las superficies suaves S, ... , S,,, entonces, pa-
ra prefijar su orientacién, se pueden elegir en cada superficie Sy, -.. , S, las norma-
les unitarias continuas de una manera tal que las orientaciones 5; de los bordes de
las superficies S;, concordadas con dichas normales, sean concordadas entre si en el
sentido de la definicién 24, es decir, que representen la orientacion de la superficie §
(véase la fig. 219).
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Para enterarse, con tal modo de dar la orientacién, de si coinciden o no dos
orientaciones, es suficiente recurrir tan s6lo a un punto arbitrario; si las normales
coinciden en dicho punto, coinciden en todo punto, siempre que, naturaimente,
existen; si en ¢l punto mencionado las normales no coinciden, es decir, son opues-
tas, serdn opuestas en todo punto, pues, como lo hemos indicado més arriba, exis-
ten sblo dos orientaciones de la superficie dada. .

Sin embargo, en ¢l caso de una superficie suave a trozos ya no podemos introdu-

¢ir la nocién de orientacién positiva, haciendo uso de las repr i dadas de
las superficies suaves a pegar y tomando en éstas normales unitarias seglin la férmu-
la (50.26), puesto gue estas orientac pueden ser no dadas. Por ello,

cuando se trata de las superficies suaves a trozos, sc debe especificar cada vez qué
precisamente se sobreentiende en ¢l caso concreto por superficies orientadas § ty
5~ de la superficie dada S.

Se puede mostrar que cualquier superficie suave a trozos que constituye la fron-
tera de cierta region del espacio tridimensional es orientable. En este caso una de las
orientaciones se compone de las normales unitarias dirigidas de la superficie al inte-
rior de la regidn (las asi lamadas normales interiores), ¥ la otra se compone de las
normales unitarias dirigidas de la superficie al exterior de la region (las asi llamadas
normales exteriores). Como ejemplo de tal superficie interviene una esfera. En cali-
dad de su orientacién pueden tomarse, por ejemplo, las normales unitarias dirigidas
alolargo del radio desde un punto de la esfera hacia el centro (fig. 220).

+ Como ejemplo de superficie no orientable (¢n el sentido de la definicion 24) sirve
Ia cinta de Mobius..

A veces Jas superficies orientables suaves a trozos se llaman, ademas, superficies

bilaterales: tienen dos *‘caras' correspondicntes a dos elecciones de las normales

unitarias que prefijan dos orientaci suyas, Corresp mente, las superfi-
cies:no orientables.se d i il les, El empleo de este término se ha expli-
cido con ¢l ejemplo de cinta de Mébius en el p, 50.10.

No nos detendremos aqui en los razonamientos Aticos concerni ala
demastracién de las afirmaciones enunciadas. Esto requeriria el empleo de métodos

cuyo estudio sale de los margenes de este curso. Las afirmaciones generales enun-
ciadas m4s arriba sin demostracién no se usan, en esencia, en la exposicidn ulterior,
Cuando, en lo sucesivo, s¢ trate de un caso concreto, s¢ puede indicar siempre cufl

A =

Prec or sC a.




31.1, Definiciones de las integrales de superficie 267

Ejercicios. 17. Demuéstrese que el cilindro recto circular representa una superficie suave

a trozos sin borde.

18. Sean dados el vector ry lacurva vy = fo(u). o < u € Bl

Una superficie, dada mediante la representacién de la forma

def
r=ru,v) =plu)+ v, agugh csvsd,

lieva el nombre de superficie cillndrica S con la generatriz y y una directriz paralela al vector 7.

Demuéstrese que si la curve y €3 suave a 1rozos, 1a superficie §'serd también suave a tro-
zos,

§ 51. INTEGRALES DE SUPERFICIE

En este parrafo y en los que siguen se aonsidernrﬁ.n stlo las superficies definidas
por las representaciones paramétricas y, as, ellas que son suaves (véase la
definicidn 16 en el § 50) y suaves a trozos (véase la \ definicion 23, en el § 50).

51.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES
DE SUPERFICIE

Sea dada una superficie suave §, con la particularidad de que
r=ruv)=x=xyv), y=yurv),
z=z(u,v);u,v)eD (51.1)

£5 5u rep iém, con més pr , representacion continuamente derivable sin
puntos singulares, D es una regidn plana cuadrable y, como siempre, £, Gy Fson
los coeficientes de la primera forma cuadrética de la superficie S. Supongamos,
luego, que en el conjunto de puntos r{u, v) de la superficie S est4 definida la fun-
cién @, es decir, la funcion $(r(u, v)) = $(xlu, v), ¥{u, v), 20, v)). Aveces la

funcién & se d i también medi ®(x, ¥, z) (compérese con el p. 47.1),
Definicidn 1. Una integral ”@u ¥, 2)dS se dete por la igualdad (véa-
se (50.24))

{] ¥y, 2ds = “ Sx(u, v), y(u, v) z(u, VI VEG — Fldudv. (51.2)
5 o

Esta se llama integral de superficie de primera especie .

Con ciertas restricciones impuestas en la funcién & la integral (51.2) existe. Asl,
por ejemplo, existe para toda funcién #, continua en la superficie suave § = fr(u,
¥), (u, v)e D), es decir, para la funcién @ (r(u, v)), continua ¢n la regién cerrada
cuadrable D. Efectivamente, en este caso, de acuerdo con la definicién 1, la integral

jj ®(x, y. 2)dS
§

se reduce a una integral de la funcion continua en D, la cual, como se sabe (véase el
P. 44.4), existe. Las condmanes mas generales de e:uaieu:ia dela m‘tex,rsl de super-
de

A

ficie de primera especie p se de las i corresp
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existencia de las integrales multiples (véase el p. 44.4), aplicadas a la integral que fi-
gura en el segundo miembro de la igualdad (51.2).

Supongamos, para simplificar, que la funcién ¢ es continua en la superficie
suave Sy sea p = p(uy, v)) = (p(u,, vy), ¥ 1y, v)), x(u), v,)) otra representacion
de esta superficie; dicha representacion viene dada en la clausura J:!L de la regién
cuadrable .f)1 y para ella la transformacion (50.14) de los parémetros u, ven u), v,
es biunivoca v continuamente derivable en D, y, ademds, su jacobiano en D es dis-
tinto de cero. Si ﬁ wF v G, son cuer mnles de la primera forma cuadrética, corres-
pondientes a dicha rep

n Sx(u, v), ylu, v), z{u, v)) YEG = Fldudv =
.1

Lj Sy, vp), Vly v Xy, VVE G, — Flduydv,.  (51.3)
1

Para convencerse de esto, es suficiente realizar el cambio de variables (50.14) en la
integral que figura en el segundo miembro de esta igualdad y hacer uso de la frmu-
la (50.19), De este modo, la integral de superficie de primera especie no depende de
cHhmo se clige la representacién de la superficie. Las integrales de superficie de pri-
mera especie se encuentran en varios problemas de las matematicas y sus aplica-
ciones. Por ¢jemplo, el drea de una superficie (véase el p. 50.7) se expresa con ayuda
de una integral de superficie de primera especie: si la funcién #(x, », ) es idéntica-
mente igual a la unidad en la superficie 5, la formula {51.2) se convierte en una que
sirve para determinar el frea xS de la superficie S (véase (50.23)):

jj VXG — Fldudv = “‘ ds.
o 3

Si®(x, ¥, z) es la densidad de cierta masa distribuida por la superficie §, enton-
ces la integral (51.2) proporciona la magnitud de la masa de toda la superficie.
Sean shora, como siempre, {, j v k los vectores unidad coordenados,

§ Ak \=_au.z),+atz.xa L s

n=r,xrn=|x ¥ I, 7

Xy ¥y 2y au,v)  du,v) du,v)

b 4
r=n/lnl, (51.5)

con la particularidad de que, con arreglo a nuestras suposiciones, la normal » es
continuamente prolongable a la frontera de la regién D,

La superficie S'en la que se'ha elegido la normal unitaria » s¢ designara con §*+,
y'la misma superficie con la normal elegida — », con S~ (evidentemente, ry —~ »
son dos drientaciones de la superficie S). Subrayemos que 5%y 5~ se determinan
por la propia superficie "*con la exactitud hasta la orientacién’’ y dependen de la
eleccion de la representacién de la superficie.

Definlcitn 2. Las integrales de superficie

“’ $(x,y,z)dxdy y ” ®(x,y,z)dxdy, (51.6)
5% 5=
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Hamadas integrales de superficie de segurida especie (para la representacién dada de
la superficie) se determinan segiin las fdrmulas

{f @0,y naxdy = {{ &(x,y.27) cos (v, k)dS,

S% o] (51.7)
{| #6c,y,dxdy = [f #0523 c0s(~ ks,

5= 5

donde (v, k) y (— v, k) son los dngulos entre los vectores », k y entre — v, k, res-
pectivamente.

Como base de esta definicion se ha tomado un razonamiento intuitivo de que ¢l
elemento del drea d' § de la superficie dada (véase {50.24)), multiplicado por el cose-
no del angulo que este elemento *‘forma’’ con el plano xOy, es igual aproximada-
mente al elemento del drea dxdy de este plano (fig. 221), como si se tratase de las
éreas de una figura plana y sus proyecciones.

Las integrales (51.6) se designarén mediante el simbolo comim

jj $(x,y,2)dxdy. (51.8)
§

Dado que (¥, %) + (— #/k) = =, y, porlotanto, cos (= ¥;k) = — cos (¥, k)
de (51.7) obtenemos

[ @ty dxdy =~ [{ @(x.y,2)dxdy. (51.9)
5+

Por analogia, con las integrales de superficie de primera especie, las integrales de
superficie de segunda especie existen a ciencia cierta, si la funcién @ es continua en
la superficie S.

Por cuanto las integrales de superficie de primera especie no dependen de la
representacién de la superficie, las integrales de superficie de segunda especie (51.6)
no dependen de cdmo se elige la representacion de la superficie orientada (en otras
palabras, no dependen de coOmo se elige la representacion de una superficie que con-
serva su orientacion dada), pero, por supuesto, las integrales (51.8) dependen en el
caso general, para la superficie § y la funcién $ dadas, de la eleccidn de la normal
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continua » en la superficie, es decir, de la eleccion de la orientacién de la superficie
(véase 51.9).

Obtengamos las formulas que sean codmodas para calcular las integrales de su-
perficie de segunda especie. Demos a conocer previamente que de (51.4), (51.5} ¥
(50.22) proviene que

alx, ») afx, y)

VT _i_ (r, % r)k =ﬂ(u.v)= lu, v)
el L I xr,l lrgxr,)  VEG-F2
razén por la cual v Peos @ F) = 22
por la ¢ EG — Focos(r, k) = 7 v).y.porlo tanto,
{f @y, 2dxdy = f B (x, 7, 2)c0s (7, K)dS =
5 5
= [ #0w, vy, v), 2w, V)] cos (¥, RWEG — Fldudy =
D
= f{ ®letu, v), ¥, v), 2, )1 9. ) dudy.
5 alu, v)

De este modo, omitiendo las designaciones de los argumentos de la funcion, tene-
mos

ﬂ ddxdy = g Q:g:"‘?] dudv (51.10)
y, de conformidad con (51.9),
_ 30,y . o 20, x)
ﬂ dxdy = jé@a——(u,v}dudu_ IDI oa(”.v)wav. (51.11)

A veces la integral H ®dxdy se designa como ” ®dxdy; en este caso la in-
5+ H]

tegral H $dxdy se escribe en la forma “ ddydx.
5= 5

De este modo, iR
_ ¥
g} Sdxdy = [J & e dudv,
a(y, x)
_LS ®dydx= jd] & 6 dudv.
Si la superficie S estd dada explici por la funcié i deri-

vable z = f{x, ¥}, {x, y) € D, entonces la f6rmula (51.2) adquiere la forma (véase
(50.25))
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{§ e,y 2@5 = [§ @0,y /0, YWT + 73 + Fdxdy,
5 o

mientras que las formulas (51.10) y (51.11) tendrén por expresidn

§f e,y axdy = {| o,y /x, y)axdy,
5+ D

[ @ty 2dedy = = [ ®x, 5, f(x, y))dxdy.
5= D

ion

Aqui S * se llama “‘cara superior de la superficie 5" (corresponde a la ori
positiva » de la superficie S para la representacién dadade ésta: 2 = f{x, ), ¥yS™,
‘‘cara inferior de la superficie S*' (corresponde a la orientacidn negativa — ). Es-
1as denominaciones se deben a la circunstancia de que en el caso de definicion
explicita de la superficie

ik
10 f,
o1 7

n=

=~ fi+fJ+k,

¥y, por consiguiente,

_if S - J, 1
= (~wt - A TR

y por ello, como ya se ha observado antes,
A 1
cos(v, k) =
.8 Vi +jx!+fy!
De aqui s& ve que €l Angulo entre los vectores » y k ¢s agudo, es decir, ¢l vector » esté
dirigido "*hacia arriba™ de la superficie en consideracion (véase fig. 221).
Por analogia con la definicién (51.7) s¢ determinan también otras integrales de
superficie de segunda especie: ~
{{ ey dvdz= ([ @ex.,2) costv,D)ds,
5+ 1

> 0.

if ey )dvaz = [[ @x,»,2) cos(~ ¥.1)as,
$

s (51.12)
§§ ex.y.dx= (] s0x.»,2) cos (5,1)dS,
5+ 5

[| ®c,p.0dudx = [f @@,y,2)cos(~ ¥ ))ds.
5~ 5
Para estas integrales, por analogia con lo hecho anteriormente, obtendremos
N ddydz = — ” $dydz,
5~ 5+
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5
aly, z)
s_{i Sdydz = §D§ wa(" = dudv, (51.13)
_ a(z, x)
g Pdzdx = ]D 3 o v)d udv.

Los diversos problemas gue conducen al concepto de integral de superficie de se-
y gunda especie serdn considerados en ¢l § 52.

51.2. INTEGRALES DE SUPERFICIE COMO LIMITES
DE LAS SUMAS INTEGRALES

Las integrales de supcrfme se pueden obtener también como limites de las sumas
integrales corresp que S es una superficie suave, r = riu,
v), u,v)eD,la rcprmmamén de dicha superficie y 2, una region cuadrable. Su-
pondremos, para simplificar, que en D existen partici tan das como se
quiera y los elementos de éstas son regiones cuadra,bla. Solamente las particiones de
esle género se considerarin en el p punto. Ti lquiera de las parti-

ciones mencionadas r = [D,}i=% de la region D . Designemos mediante S, i = I, ...
.- » I, una superficie que se da por la representacidn r = riu, v), (u, v) e f) Es
evidente que 10das las S, son también superficies suaves (el sistemarg = (S;]i=/ lle-

va el nombre de particidn de la superficie §). Supongamos que la funcién (r(x,
v)) = ®(x(u, v), ylu, v), 2{u, v)) es continua en D y (v, v)eD,, & =
= $(r(u,, v;)). Denotemos con aos‘.(v/,} } el coseno del dngulo formado por [a nor-
mal » v el versor k en el punto riy;, v;) de la superficie dada y pongamos

iy o

s
ain= E &S, 0’5_2}= E @, cos (v, K)uS;
im]

i=1

entonces
Jim ol = ]aj #(x,y,2)5, 51.14)
lim o= U ${x,y, z) dxdy, (51.15)
&, =0

donde, como siempre, & s la finura de la particion 7. En efecto,
{f ¢tc.y.20d8 = [[ dtr(u. vy VEG — Fldudv =
H (]

[{ #¢@. vWEG = Fldudv;

Dy

I
s
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por cuanto u§; = || VEG - F? dudv, entonces
Ly
ol = g ¥ §§ VEG — F? dudv =
i=1 o
= ¥ #tw. v)WEG = F* dudv.
i=1 Dy
Al designar ahora con w(é; #) el médulo de continuidad de la funcion € en la re-
gion cerrada D, tendremos

<

| §f #ec.r.02as - o
5 ”

{{ 190 @, v) = #C, v)INEG = F? dudv <
=1 B ;
0
< 0, ®) ¥ uS = o 2)s.
fm
Al pasar ¢n esta desigualdad al limite, para 5, — 0, y observar que f)I'jn'lom(ﬁ,‘.;
$)=10, obtendrcmosla férmula (51.14).

Andal se a la formula (5.15) (¢l producto & cos (v, k) es conti-
nuoy, por ende, continuo uniformemente en D). Los razonamientos similares son
licitos también para las integrales de segunda especie de otros tipos (15.12).

Ejercicio 1. Demuéstrese la férmula (51.15).

51,3, INTEGRALES DE SUPERFICIE EXTENDIDAS
A LAS SUPERFICIES SUAVES A TROZOS

Definamos las integrales de superficie extendidas a las superficies suaves a tro-
20s.

Definicion 3. Supongamos que S = [S,)\=% es una superficie suave a trozos (vé-
ase la definicion 23 en eLp. 50.9) ¥ &(x, ¥, z), una funcidn definida en el conjunto
de puntos de la superficie S. Entonces, segiin la definicién .

:
j; ®ds = §§ ®ds,. (51.16)
i l
Del'inlclfm 4, 5i la superficie suave a trozos § = lS,—[::f es orientable y §* =
= |5 %‘ =% es una de las superficies ori das que corresponde a 5 (véanse las
designaciones en el p. 50.11), entonces, por definicién,
k
([ #axdy = § {1 #dxay,

5+ i=1 S

186429
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13

j bdydz = jj $dydz,

5+ r=l E1d
j[ ddzdx= Y ” ddzdx. 5117
5+ =l S

Por supue.sto. esta definicidn tu:ne st:nnd.o s6lo en el caso en que las integrales en

los t de las ig isten. Para esto es necesario, ante todo,
que las representaciones de las superficies 5; sean dadas en las regiones cuadrables.
Malnsmente en e:te caso se definen bién las integrales extendidas a la su-

perficie ™ = [§7 2.

Nos hemos detenido s6lo en aguellas propiedades de las integrales de superficie
que estdn ligadas con el cardcter especifico de su definicién y con la superficie a la
que, como suele decirse, se extiende la integracién. Es natural que por cuanto las in-
tegrales de superficie se reducen a las integrales miltiplés ordinarias, para ellas son
propias también las diferentes propiedades de las filtimas (lincalidad, teorema in-
tegral del valor medio, etc.).

OBSERVACION. Las condiciones, enunciadas anteriormente (véanse las defini-
ciones 10 en el p. 50.2 y 16 en el p. 50.4), que se imponen sobre las aplicaciones que
realizan las transformaciones admisibles de los pardmetros para las superficies
suaves, resultan ser a menudo demasiado rigidas (compérese con la circunstancia si-
milar para las curvas en el p. 47.3). Por ejemplo, adoptado tal procedimiento, las
representaciones de la parte de una bola de radio unidad con centro en el origen de
coordenadas, dispuesta en el primer octante:

z=VI-x*—y?, dondex? +y2<1, x20, y20
X = rcosy cose,y = rcosy seng, z=rseny,

donde < ¢ 1;3'— 0 ¢ 41 , no son equivalentes. Més ain, la primera repre-
sentacion no define, en el senllrdo indicado, una superficie continvamente derivable,
porcaantolasdmvndaspmmlesdelafunc;ﬁnz = V1 = x? — y? no estéin acota-
dasenlaregion D= [(x,»):x2 4+ y* < L,x > O.y > 0] y no pueden ser conti-

nuamente prolongadas a su clausura D. Resulta, pues, conveniente ampliar la defi-
nlcmn de superﬁcw continuamente derivable. Hagémoslo de¢l modo siguiente.
una lidad de repr jones r = r{u, v) {u. v) e D, conti-

nuas en D y continuamente derivables en D . Llamaremos tran: ;, rmaciones admi-
sibles de los pardmetros u = ¢(u), v),v = (1), v;),(4, ¥;) € 2, a toda aplica-
cién continua y biunivoca de la clausura D, de la regién plana D sobre D que hace
pasar puntos interiores a los interiores, puntos de frontera a los de frontera, con la
particularidad de que dicha aplicacion debe ser continuamente denvab!e )r tener en
D un jacobiano distinto de cero. Como si dos rep sed

rén equivalentes, si se puede pasar de una de ellas a la otra con ayuda de una trans-
formacién admisible de los pardmetros.
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Diremos que la clase de representaciones equival del tipo ionado defi-
ne una superficie continuamente derivable, siempre que en esta clase existe por lo
menos una representacionr = r@,v), i, v)e D, que es continuamente derivable
hasta la frontera de la regién D, es decir, definida en la clausura D de la regién D.

Una superficie continuamente derivable se llama suave, sir, x r, # Oen D pa-
ra cieria representacion suyar = r{u, v), (u, v} € D. El drea de la superficie conti-

derivable rep da por r = riu, v), (4, v) & D, se determina como
valor de la integral

Iﬂj Ir, % r,l dudv,

la cual es, quizés, impropia. Para de su existencia, basta realizar el
cambio de variable con ayuda de una transformacion admisible que convierte la
representacion dada en alguna otra que sea continuamente derivable hasta la fronte-
ra de la regidn,

De un modo semejante se debilitan los puestos sobre las transfor-
maciones admisibles del pardmetro para el caso de las superficies orientadas,

Con estas definiciones quedan en vigor todas las definiciones aducidas anterior-
mente para las integrales de supesficie, como también las propiedades de éstas, ha-
bida cuenta, naturalmente, de que en tal caso podemos obtener, para ciertas repre-
sentaciones de las superficies, integrales impropias. Siguen siendo vigentes, ademés
todos los concerni a las integrales de superficie que se demuestran en
el péarrafo que sigue; no ob no nos d iremos en este caso especialmente,

Ejercicios. 2. Sea 5 una superficie suave en ¢l nuevo sentido ampliado y sea ¢ una funcion
continua en §. Demuéstrese que existen las integrales
§ oy, 2)axdy, | @y, 2)dzdx, | ¥(x, 5, dydz.
H H 5

Caletl las sigui i les de superficie de primera especie:
3 [fa¥sis= eyt +y v 2= Rhz 3 0)
5

N ds
4[] g g—giS=lxrnnixd+y? = RL0< 2 < H).
¢ x4 ytaz?

ida al cor-

ds
% ” —; § s una porcibn de la superficie del p z =Xy,
r
5
tarla por el cilindro x® + ¥? = R, y r es 1a distancia del punto corriente de la superficie §
hasta el eje Oz.
Calcal las sigui integrales de superficie de segunda especie:

1 2 2

6. [f 2drdy, donde § es el lado exterior del elipsoide £ il g Foui
01 bz c}

8

7. H yzdxdy + zxdydz + xydzdx, donde § es ¢l lado exterior de una superficie
&
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compuesta por una porcién de la superficie lateral del cilindro x? +° y% = R%y las
partes de los planos

x=0, y=0, 2=0, z=H,siendo x, y, 22 0.

§ 52. CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

52.1. DEFINICIONES

En lugar de los términos “‘funcién numérica de un punto’’,“*funcién vectorial de
un punto’ se usan también términos equivalentes: campo escalar, campo vectorial.
Esta terminologla recalca que los valores de las fund en ideracién depen-
den precisamente de los puntos de un espacio (en los que dichas funciones estan de-
finidas) y no dependen de las coordenadas suyas, siehdo elegido uno u otro sistema
de coordenadas.

Empleando esta terminologia, podemos decir, por ejemplo, que todo campo es-
calar ¥ = u(M), definido y derivable en cierta regién G, engendra ¢l campo vecto-
rial de sus gradientes (véanse el p. 20.6 v el p. 50.5, pag 248): a(M) = gradu.

Definictén 1. Supong que en la regidn G* estdé dado un campo vectorial
a = a(M) y existe una funcion u = w(M), definida en G, tal que a(M) =
= grad u(M). Entonces la funcidn u(M) leva el nombre de funcion potencial o po-
tencial del campo vectorial dado **),

Introduciendo el simbolo nabla, ¥ = rai + j;— + .tai (véase ol p. 20.7),
X z

podemos escribir: gradu = Vu,
donde en el segundo miembro figura el **producto’ del vector simbélico nabla por
una funcién numérica u.

Sea, por ejemplo, E(M)lai idad de un campo eléctrico creado por una car-
ga unidad negativa que se ubica en el origen de coordenadas. Entonces en el punto
Mix, y, 2) el vector E{M) tiene, segiin lo sabemos por el curso de la fisica, la longi-
tud 1/72, donder = \l'x; + 7% + 27, y esta dirigido del punto M hacia el origen de
coordenadas. De aqul se obtiene que

x ¥ E
EM) = = -;5'. et ‘;3‘. o 7!-

El potencial eléctrico del campo en consideracitn, es decir, la funcién u(M) = 1/r,
es también potendial en el sentido indicado arriba, pues grad w(M) = E(M).

Consideraremos de nueve un campo vectorial @ = a(M), definido en cierta re-
gién G. Fijemos un sistema de coordenadas y en este caso podemos considerar la
funcién vectorial a(M) como funcién de tres variables, esto es, las coordenadas x,
¥, z del punto M: a = alx, », 2).

4 En este phrrafo, para simplificar, se considerarfn sblo regiones planas o tridimen-
sionales G.
*%} A veces, en las aplicaciones, ¢l potencial u se determina por la férmulaa = — gradu.
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Supongamos que My = (X5 Vg Z,)e G y csta dado un vector unidad
e = (cos &, cos B, cos v). Tracemos por ¢l punto M|, una recta en la direccion de e:

X=X+ tcosa, Y=yt t cos@,
T= Zy+ 1COSY, —m < < + o,
Definicién 2. Le derivada de la funcidn vectorial
a(x, + tcose, yo + t cosf, 2o + £ cosy)
respecto de t parat = 0 (si es que existe) recibe el nombre de derivada de la funcidn

da
vectorial a(M) segiin la direccidn de e en el punto M, y se denota 3;:
da(M, d
=" alx,+ tcosa, y,=tcosd, zo+ tcosy)
de dt at Soke g %

=0

Segan la regla de derivacion de una funcidén compuesta, omitiendo, para simpli-
ficar, las designaciones del arg to, obt
da _da da da
—=—cosa+ —cosf + —cosy. (52.1)
ve ax T4y P

a a
Suponiendo eV = cosa e + oos.ﬁlai + cosy — (“'producto escalar del vec-
¥

z
tor & por el vector simbolico V), escribamos la férmula (52.1) en la forma

da
—_— = (eV)a.
de ¥

Definicidn 3. 5i b = (b,, by, b,) es un vector, fijo arbitrario (no obligatoriamen-
1e un vector unidad), entonces el vector

da da da
Va=b—+b, —+b —
Vb Tay  taz
se llama gradiente del vector a respecto del vector b.
Sib = bbg, donde byl = 1, por medio de una *“transformacién formal' obte-
nemos

(6)a = (bbyV)a = bBePa = b2
ab,

Pasando a la notacién en coordenadas, es facil co se de que la formula obte-
nida es justa y mostrar que el simbolo ¥ se puede tratar en los céleulos como un vec-
tor auténtico sin olvidar, por supuesto, que V significa, ademds, una operacion de
la derivaciém bien determinada. No nos d d aqui en la argumentacion de
legitimidad de tales ‘‘transformaciones formales con el simbolo V*'. Cualguier for-
mula, obtenida de modo semejante, la podemos deducir, por supuesto, sin recurrir
al simbolo V, sirviéndose de los razonamientos habituales argumentados en un sis-
tema de coordenadas. Se debe tener en cuenta, sin embargo, que el empleo del
simbolo ¥ en muchos casos facilita considerablemente los céleulos.
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Volvamos otra vez al campo vectorial de partidaa = (a,,a,,4,)enlaregién G.
Definlclén 4. Sea ala,, a,, a,) un campo derivable en cierio punto . El nimero
da a a
a—-’ + {2 + a—a‘ se denomina divergencia del campo en el punto dado y se denota
X v z
mediante div a, es decir,

d.iv.n:e-‘-]ﬁ-i-‘-a—aﬂ-!-va;a;. (52.2)
dx dy iz

Simbdlicamente div a puede ser escrita como producto escalar del simbolo ¥ por

el vector a: "
diva = Va.

Definicion 5. Un vector cuvas coordenadas son

da, da, da, 0da, da, da,

ay 9z’ 9z ax ax dy

{52.3)

Heva el nombre de rotor def campo vectorial a = a(M) y se designa tot a.
Con ayuda del simbolo V¢l rotor puede escribirse en forma del siguiente pro-
ducto vectorial:

it .7 k
a @
rota=Vxa=s|— — -— (52.4)
ax dy az
a, a, a

El significado fisico y geométrico de div @ y rot a se aclarara en lo que sigue mas
abajo.

He aqui un ejemplo de las transformaciones formales con el simbolo 7. Si el
simbolo 7 esté seguido por varios términos y uno de los dltimos se encuentra bajo la
accion del simbolo en su calidad de operador de derivacién, mientras que los otros
1érminos estan libres de la accién mencionada, el término accionado se denotard con
una flecha vertical, Expliquemos esto con un ejemplo.

Sea f un campo escalar ¥ &, un campo vectorial, entonces

mlfn:?xf¢=7xf:+fo}t=
=f(V xa)+ (Vfxa)=frota+ grad f x a.
Introduzcamos unas definiciones més, ligadas con €l campo vectorial a = (a,,

a,. a)enla region G.
Definicién 6. Sea v una curva cerrada suave a trozos en la regién G. La integrai

[ adx+ady +adz
-

se denomina circulacién del campo vectoriala = (a,, a,, a,)alo largo de la curvay
» se designa I adr, donde dr = (dx, dy, dz).

3
Si v es una curva suave orientada; ¢ = (cos «, cos 3, cos y) es su vector tangente
unidad; s, la longitud variable del arco y pr,a, la magnitud de la proyeccién del vec-
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tor a sobre la tangente, entonces
S adr = j pr,ads.
¥ ¥

Efectivamente,
[ adr= | a@dx+ady+ad:=
5

¥

= E (axoo3n+n‘_,oosﬂ+azuos'y)ds= Iﬂds:
¥ ¥

= [ prads.
¥

Definicién 7. Un campo cuya circulacién a lo largo de cualguier curva cerrada
suave a trozos, dispuesta en la region G, es nula, se denomina porencial.

Recordemos que en el p. 47.8 sz ha mostrado (véase el lema 2) que la condicion,

bajo la cual la integral Pdx + Qdy es nula a lo largo de cualquier contorno

o
cerrado v © G, ¢s equivalente a que j Pdx + Qdy no depende del trayecto de
A8
integracion entre los puntos 4 y B. En la demostracion de esta afirmacion no se es-
pecificaba en ninguna circunstancia que la curva v se dispone en una regibn plana.
Por ello, la demostracidn del lema 2, aducida en el p. 47.8, queda vigente también
para las integrales curvilineas a lo largo de las curvas espaciales. De este modo,
pues, la circulacién | adr = S a,dx + a,dy + a,dz es nula a lo largo de
Y ¥

cualguier contorno cerrado suave a trozos y C G cuando, y s6lo cuando, la integral
a.dx + aydy + a,dz no dependa del trayecto de integracidn , es decir, de la
B

curva con su origen en el punto A y extremo en el punto B y que estd dispuesta
integramente en la region G.

Consideremos a titulo de ejemplo un campo vectorial plano, es decir, ¢l campo
a = (P, Q)dado en laregién plana G: P = P(x,»), @ = Q(x,»). Elrotor deeste
campo tiene por expresion

i f k

a 4 Q aF
rota= |— — —| =k{—-=).

dx a8y @z ax By

P Q O

En los términos nuevos el teorema 4 del p. 47.8 puede ser parafraseado de la ma-
nera siguiente. Para una regién plana simplemente conexa G son equivalentes la no-
cidn de cardcter potencial del campo, la exi ia de una funcidén p ial y la
condicidn de que el rotor del campo es nulo en todos los puntos.

Definiclén 8. Sea S una superficie orientada dispuesta en la regidn G, sea v un
vector unidad de la normal a la superficie que determina la orfentacidn de la iltima,
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psea S* la superficie S de orientacion indicada . La integral

!! avdS

se tlama flujo del campo vectorial a través de la superficie S y se designa
j'[ ads,
5

donde
dS = »dS (o bien jj adS+,dSt = vdS).
2

Es obvio que av = pr a, razdn por la cual n ads§ = H prads.
5 5

En el flujo E j avdS se omite corrientemente ¢l indice de orientacion y se escri-

8

be simplemente j j ard$, considerando que a titulo de orientacién se ha tomado
5

la normal » que figura en la expresion subintegral.

En los puntos ulteriores de este parrafo se estudiarén algunas propiedades de los
campos vectoriales, en particular, en el caso tridimensional se estableceran las con-
diciones necesarias y suficientes para que un campo sea potencial. Se demostraran
previamente los teoremas sobre las integrales, relacionados con los conceptos que se
han introducido en el presente punto.

Ef__C_I"EDC& 1. D g Jas si

a)rot grad w = 0;

b)divrota = O;

c) div grad u = Aw,

S 0’u+a’u+ﬂzu

it W= — =+ —
o @yt Al

d} rot rot @ = grad div @ — Aa, donde da = (44, Aq,, &a ), a = la,, ay, @)

¢) div{fa) = fdiva + gradfo;

fidiva x b= brotga —arold.

2. Hillese el flujo del campo vectorial 8 = (x = 22)i + {x + 3y + 2} + (3% + y)ka
través de una plazoleta triangular con vértices A (1, 0,0), 8(0, 1, 0), (0, 0, 1) y de orienta-
citn, determinada por una normal dirigida en €] sentido opuesto al origen de coordenadas.

3. Hallese el flujo del campo vectorial @ = y*i + zk a través de la superficie S: [(x, ¥,
2):z = x? + ¥2,0 € 2 < 2], si se conoce que la normal unitaria a la superficie citada estd
dirigida en el sentido opuesto al eje Oz.

4. Hillese el flujo del campo vectorial @ = xi + yi + Vi + y2 — lkatravés de la
porcidn de un hiperboloide x* + »* — 2% = 1,0 € 2 € V3, opuesta al origen de coordenadas,

5, Héllese el flujo del campo vectoriagl @ = (xy — ¥y + (~ x° + xy + 2x)j + zka
través de un lado, opuesto al origen de coordenadas, de la parte de la superficie cilindrica

&
x + y% = 1, que se obtiene al cortarla por el cono 2* = 5 x4yt

6. Hillese div a, sl
a= 6ty = 2 & yz = 5+ (&y + xz + D + oy - Ixz’ - Dk,
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Supongamos que r = xi + yj + Tk, r = Irl, f es una funcién numérica derivable en
todo punto de R , ¥ €, un vector constante. Hallense:

7. div (fir)r). 10. div (r*¢).
8. div (re) 11. div (fir)e).
9. div (grad f(r)). 12, div (¢ % r).

13. Hillese rot a, si
a=xyd + (2x + 3y — 2)j + F + 2.

Héllense;
14. rot (¢ % r). 16, rot (fir)r).
15. rot {{cr)r). 17. rot {f{r)e).
18, Hillese la circulacién del vectoriala = — W + xf + ck{c = const)alolar-

go de In circunferencia (x — 2y + »* = 1, dispuesta en el plano Oxy.

19, Hallese la circulacion del campo vectoriala = y{ — xj a lo largo de una linea cerra-
da que se forma por el arco de la astroide x = R cos’f,y = R sen’1, (0 < 1 € x/2) ylos
segmentos de los cjes de coordenadas que se obtienen ul cortarlos por la citada astroide.

52.2. SOBRE LA INVARIACION DE LOS CONCEPTOS
DE GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTOR

Diremos en primer lugar que al transformar ortogonal las coordenad
cartesi el vector simbblico V se transforma segin las reglas de transformacién
de los vectores corrientes. En efecto, sea dada la transf ibn ortogonal de las
coordenadas

X =apx+apy+a;,
¥ =ayx+ aypy + ayt, (52.5)
7' =ayx+apy +apt.

En el caso de las transférmaciones ortogonales la matriz de una transformacion in-
versa coincide con la matriz transpuesta, por lo cual

x=ayx' Fayy ¥ ayz’
y=apx’ +apy + a1, (52.6)
Z=apx’ +ayy +ayt.
Con ello, como ¢s bien conocido, a partir de las formulas (52.5) y (32.6) se transfor-
man tanto las coordenadas de los puntos, como las de los vectores.
Haciendo uso de las férmulas (52.5) y la regla de derivacién de una funcion com-
puesta, obtendremos

p _ 0 a3y b ar_

ax ax’ ax ay”  ax dz" ax
a @ a

Eall_a;'-"“+"il_'a'}'-“+d3:l"3;._!
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3 a 6x 4 4ay a az’

ay Tox ay dy" ay az’ ay

a a ]
=‘|2W+“na—.+ﬂna—z., (52.7)
a a ax o ay o, a8 az

3z ox az 8y dz 8z o1

il Syl I +ay rra

Correspondientemente, las férmulas inversas que expresan derivadas respecto de las
variables x*, »*, z’ en términos de las derivadas respecto de x, v, z, tendrén por
expresion

é i a e d wa a

Bx’ Dy T Ty ay 13 az |

4 a a a
- = + a. gy —— (52.8)
T R I TR

a a a a

— — =gy ————+a + @y ——.
3z | ax 12 ay X} 3z

Las formulas (52.5) —.—(SZ,B}mumranpa i te que las coordenadas de los

inarios y las " das”” del vector simbblico ¥ se t fi en

las transformaci orte les de denad seglin una misma

regla. En particular, de (52.8) se deduce que el yadleme de la funcidn u en el siste-
d

ma de coordenadas x, ¥, 7, es decir, el vecior de coordenadas :-—vu%E a—'ftmdrém
X dy oz

ou du du
ax'’ ay | 8z
gradiente también en este Gitimo sistema de coordenadas. De este modo, queda de-
mostrado una vez més (véase el p. 20.7) que ¢l gradiente de una funcién no depende
de la eleccién del sistema de conrdenadas cartesianas. Por cuanto el vector V7 se
transforma igual que los vectores ordinarios, es natural esperar que ¢l producto es-
calar V.a tampoco depende de la eleccidn del sistema mencionado de coordenadas.
Supongamos que el vector a en el sistama x, ¥, z tiene las coordenadas a,., a,, @,
yenel sistemax’, ", 2" 1as a,.; 4., a,-. En virtud de las formulas (52.7), tenemos

1

, €5 decir, sigue siendo

el sistema x', ', 2" las coord

da, =~ da da, da da da
+-———Z—+—L=a X +a X +a x4+
By oy g W omEn o gyt g
da da da da da
g Oy e By e e Ty b @y g i (g —
25 25 oy 1335 85y
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a
+ a—y_-{anax + aypa, + aya,) +

(ay,a, +

+ aya, + aypa). (52.9)

Aplicando las férmulas (52.5) al vectora = (ax, 4.4, ). (es decir, sustituyendo
en dichas férmulas x, y, zpor a,, 4, @, Y X', ', 2 por - @, 8,-), llegamos a
que las expresiones entre partmem en el segundo nnumbro ﬂua.ldad (52.9) son
iguales sucesivamente a a,., @y, @, Y, POT consiguiente,

3“;_1___1 da, _ a¢!+aa. aa;

dx dy 9z ax° &y Az

Esta igualdad muestra preci que la divergencia de un campo vectorial en to-
do punto se determina univocamente por el propio campo vectorial y no depende de
como se elige ¢l sistema de coordenadas, lo que al principio podria parecer prove-
niente de la formula (52.2).

Un producto vectorlal de los vectores ordinarios no depende en virtud de su sig-

nificado geométrico, de la eleccién de los si car de coord con
la misma orientacion (por ejemplo, el pwducio vcctoﬂ.al cl: dos vectores no cam-
biara, si se pasa de un si derecho de coord cart (véase el p. 50.8)

a otro sistema de la misma orientacién. Es por e50 que resulta natural esperar que la
misma propiedad la posee también el *‘prod vectorial simbélico® rot a=V x a.

Efectivamente, si dmgnamos los vectores cou‘rdenados unidad del sistema de
coordenadas x*, ¥*, Z° medmme! WJ° k7, respecti t como se sa-
belmveciorcs-- d ""},kdel' de coordenadas x, y, 2 s¢
expresarén en términos de ', y*, &’ mediante una matriz transpuesta respecto de la
matriz de la ransformacion (52.5), es decir, mediante la matriz de la transforma-
cién (52.6):

i=a i +ayf +ayk’,
J=aui’ +apf +ayk, (52.10)
k=ayl’ +ay)’ +apk.

Haciendo uso de las férmulas (52.6), (52.7) y (52.10), obtenemos

i j ok
a4 a4
=V =l— i P
fot a x a % 5 %
a, a a

x ¥ z
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apl’ +ayd +ayk’apl’ + apf’ +apk al’ + api’ o+ aynk’

=l 9 + a. 9 +a a +a +a 4
- —_— —
g o S e P £ e 2 3 2 5 o
a g + a : + 2
e 23 e B g
@140, + 3@, F 38,0, A8y + 8l + A0, G138, + Apd, + Oyl
a4 95 :3 i’ k-
a a -
= @y dy 4 _— (52.11)
21 9u 91 an 3y |,

@y 8y dy

La filtima igualdad se demuestra igual que en el caso de las matrices numéricas
ordinarias se demuestra el hecho de que ¢l determi de un prod de dos
matrices cuadradas de un mismo orden es igual al producto de sus deter t
Con el fin de demostrar dicha igualdad, basta convencerse de que en sus ambos
miembros figuran las sumas algebraicas iguales de los mismos sumandos.

El determinante de la transformacién ortogonal es iguala + 16 — 1, con la
particularidad de que si dicha transformacién conserva su orientacidn, entonces a
+ 1. Por ello, si en el caso que se considera los si legidos de coordenadas x,

Y.2yx',¥, 2 estdn igualmente orientados, tendremos

ay a, a,

g, 4 4,

@y ap apl =1

Oy O3 a3y

¥, por consiguiente, de (52.11) s¢ tiene

Il j k g K
a a a = a a a
ax ay az ax’ ay az’
Bx a’ “2 dx- ﬂ’v at.

Esta igualdad significa precisamente que el rotor del campo vectorial no depende de
cbmo se elige el sistema de coordenadas cartesianas con la misma orientacion que
tiene ¢l si dado. Indi , 5in embargo, si se pasa de un sistema de coorde-
nadas al otro sistema de otra orientacién, por ejemplo, de un sistema de coordena-
das defecho a un sistema izquierdo, entonces todo rotor (al igual que un producto
vectorial ordinario) se sustituird por un vector opuesto, Esto se deduce de la férmu-
la (52.11), puesto que ¢l determinante de la transformacién ortogonal, que cambia
la orientacién, es igual a — 1.

De este modo, el rotor de un campo | vecmml se det.ermma univucamem:, “sal-
wdmo",poretpmpio 1, v si no limit: a los siste-
mas derechos de coordenadas ca:mims. no depende de la eleccién de los mismos.
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52.3. FORMULA DE OSTROGRADSKI — GAUSS.
DEFINICION GEOMETRICA DE LA DIVERGENCIA

Sea G una regidn en el esp S g que en el plano Ry 2 existe tal
dominio cuadrable I’ que la frontera 3’2 la rcgh‘m G se compone de dos superﬁues 5,
¥ Sy, definidas mediante las rep plicitas z = ¢lx, y) y 2 = ¥ix, »),
respectivamente (donde las funciones w(x, ¥) y ¥(x, ¥) son continuas en la regitn
cerrada T, elx, y) € ¥(x, ¥), (x,¥) eT'), y, quizds, de una parte 5, del cilindro cuya
base esté formada por la frontera 31" de la region I (véase el p. 44.1). Supongamos,
ademds, que 54, 5, ¥ S, son superficies suaves a trozos (fig. 222), En este caso toda
la frontera § de la region G serd asimismo una superficie suave a trozos y, ademés,
orientable, como cualquier superficic suave a trozos que sirve de frontera de una re-
mén. Las normales exteriores » de 1a superficie S en sus partes sitaves constituyen las
or lones de las mj Debido a estas orientaciones, las partes suaves de la su-
perficie § estan orientadas de manera concordante (véase el p. 50.11) y, por consi-
guiente, generan la orientacién de toda la superficie §. Esta orientacién se logra, si
para cada parte suave de la superficie se clige la orientacién de su borde, concorda-
da con la normal exterior » en la parte respectiva segiin la regla del sacacorchos.

Designemos ia superficie § y, correspondientemente, las superficies Sy, 5,y 5,
de orientacién elegida (Ja que se llamara positiva) mediante S+ y, correspondiente-
mente, S, S, §3 Observemos que aqui de orientacidn positiva sirve para la super-
ficie §; su *‘cara hlfcﬂor", y para la superficie §,, la *‘cara superior’” de ella (véase
51.1).

La eleccitn de la normal » en el caso que se considera se describe también de una
manera facil y directa, es decir, sin que se recurra al concepto de normal “‘exterior’’:
en los puntos de la superficié 5, en los que la normal existe, se debe elegir una nor-
mal que forma el 4ngulo obtuso con el eje Oz, ¥ en los puntos de la superficie §,, un
éngulo agudo. Entre tanto, en los puntos de la superficie S, la eleccion de la normal

Fig. 222
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para nuestros objetivos no nos importa (lo que se pondré claro en adelante): calcu-
\aremos las integrales del tipo (51.7) extendidas a la superficie §, las cuales, siendo
extendidas a la superficie §,, son nulas, cualquiera que sea la eleccién de las norma-
les, puesto que las dltimas son siempre perpendiculares al eje Oz.

Supondremos que la regién G posee las pmp]edadea ané]usas @ las citadas, res-
pecto de todos los ejes denados. Tales reg sel tales (compé-
rese con el p. 47.5). Un ¢jemplo de region elemental se expone en la fig. 222.

Designemos con cos o, cos 8, cos y los cosenos directores de la normal exterior
unitaria » de la superficie S:

» = (cosa, cos @, cosy).

Teorema 1 (de Ostrogradski — Gauss *. Supongamos que en la clausura Gdela
regién G, del tipo mencionado mds arriba , vienen dadas las funciones P = P(x,y,
), Q= Qlx,»,2)¥YR = Rix, y,z) continuas en G, lo mismo gue todas las deri-

ar BQ aR"

vadas parciales suyas — Eu este caso
ax’ ay ax
ap _3Q
jis (3; a7 3 Z e
= Sj (Peosa + Qcos 3 + R cosy)dS. (52.12)

Esta férmula, al suponer @ = (P, Q, R), puede ser escrita en la forma
m divadxdydz = jj ads™, (52.13)
G 5

es decir, la integral de la divergencia de un campo vectorial, extendida a cierta re-
gion , es igual al flujo de este campo a través de la superficie que limita dicha regién .
DEMOSTRACION. Consideremos, por ejemplo, la integral

5 ij 3R ivdyde.
9z
Al emplear las designaciones introducidas al principio de este punto, obtendre-
mos
¥z, )

i Hewes 1§ ] selee-

wir. )

*I M, V. Ostrogradski (1801—1861), matemético ruso; K. F. Gauss (1777—1855), mate-
mAticoalemén.

** La continuidad de las derivadas parciales en una frontera se entiende como su prolon-
gabilidad continua a la frontera de la regién.
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= “ [Rlx, ¥, ¥ix, )] = R[x, y, plx, y)jdxdy =

r

n R(x, y, 2)dxdy + H R(x, y, 2)dxdy. (52.14)
s sy

Al observar luego que en la superficie S, tiene lugar la igualdad cosy = 0,
tendremos (véase (51.7))

§§ Rex.y.2)dxdy =[] Pex,y.2)cosydS = 0.
55 55

Por eso la férmula (52.14) puede ser escrita asi:

] s

= ” Rdxdy + ” Rdxdy + _{[ Rdxdy = ” Rdxdy. (52.15)

53 st sy s+
De un modo alogo se d las férmulas
[ Zoou- {] ron
5+
sis %gdx,fy&: SS Qdzdx. (52.16)
S+

Sumando (52.15) y (52.16), obtendremos precisamente, en virtud de las definiciones
(51.7) ¥ (51.12), la formula (52.12), lamada fdrmula de Ostrogradski — Gauss, O
A veces resulta més conveniente utilizar la formula (52.12) en la forma

‘[H (_ +22, —) dedyds = ” Pdydz + Qdedx + Rdxdy.
ax ay
5

La validez de tal idn se deduce di de la definicién de la integral de
superficie de segunda especie: véase (51.7) y (51.12).

La férmula de Ostrogradski — Gauss (52.12) puede demostrarse también para
las regiones G de la forma més general en comparacidn con las mencionadas, a sa-
ber, para aquellas gque admiten la particibn finita en las regiones G, i = |,
2, ..., ip, del tipo considerado mas arriba. Con este fin es suficiente escribir la for-
mula de Ostrogradski para cualquiera de las regiones G; y sumar los resultados; de
rcsultas se obtiene la férmula buscads para laregion G. Efcct}\ramenlc en el primer

bro de la igualdad se ob , en virtud de que la integral es aditiva, una in-
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tegral correspondiente extendida a la regién G, mi que en el segundo miembro
las integrales de superficic calculadas a lo largo de las partes correspondientes de las
fronteras de las regiones G; dardn en suma cero, porque las normales exteriores en
1os puntos de fi de las regi G, p i a las fr de dos re-
giones de este género, estdn dirigidas en las direcci op : quedarén, pues,
sblo las integrales a lo largo de aquellas partes de las fronteras de G, que forman en
su totalidad la frontera de la regién G (compérese con el p. 47.5). Los planos para-
lelos a los planos coordenados suelen ser ms comodos para obtener las particiones*
citgdas de la regidn G.

Observemos que entre las regiones de este género hay también aquellas cuya
frontera se compone de unos cuantos *'trozos’’, es decir, puede ser representada co-
mo suma de un nimero finito de superficies disjuntas suaves a trozos (compérese
con las generalizaciones correspondientes de la formula de Green en e p. 47.5).

Se puede mostrar que la férmula de Ostrogradski — Gauss ¢s valida para cual-
quier regidn limitada cuya frontera se compone de un nimero finito de las superfi-
clies suaves @ trozos. Sin embargo, esto serfa un trabajo muy voluminoso y no nos
detendremos en dicho probl limitAndonos sol a la formulacion del teo-
rema.

Teorema 1 (de Ostrogradski — Gauass), Supongamos gue la frontera 3G de una
region limitada G se compone de un mimero finito de superficies suaves a {rozos y

que el vectora = (P, Q, R), como también las derivadas parciales E;P ‘;—Qy Z—Rmn
x ay Z

continuas en G, entonces
{{] divadxdydz = §f aas.

ac

Como orientacion en las partes suaves de la frontera 3G esté clegida aqui la nor-
mat exterior.
Por ejemplo, siG = f{x.y,2):0<a < Vvt + yz ¥ 22 <besun anillo es-
férico v, por Jo tanto, su frontera se compone de dos esferas
S, =y )i+ yiezi=a? y
Sy= 1y, 2) 6% 4y 4 22 = b7,

entonces, en la esfera interior S, se debe tomar una normal dirigida hacia el centro
de la bola G y en la esfera exterior S, en la direccion contraria.

La férmula de Ostrogradski — Gauss permite hallar la expresion para el volu-
men de una regién mediante la integral correspondiente de superficie. Efectivamen-
te, poniendo en (52.12), P(x,y,2) = X, @Q{x,¥,2) = ¥, R(x,y,2) = z, y obser-
vando que m drxdydz = pG, obtendremos

[r]

pG = H (xcosa + ycosf + z cosy)dS.,
5

o bien i
uG = = jj xdydz + ydzdx + zdxdy.
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La férmula de Ostrogradski — Gauss ofrece la posibilidad de establecer un en-
fogue geomeéteico al concepta de divergencia.

Teorema 2. Supongamos que en unazegion tridimensional G *! estd definido el
camy  vectorial continuamente derivablé a = a{M). Sea M€ Gy sec D tal regidn
con lu frantera suave a trozos S que Mye I, Dc Gypara e:' dominto D es vdlida
la férmula de Ostrogradski — Gaue**),

Designemos con 8* lu superficie 3, orientada can ayuda de la eleceion de la nor-
mal exterior, ¥ con d{D), el didgmetro def dominio D). Entonces

{| aas~
= S Y 52.17
diva(Mp = d[m_n b { ]
DEMOSTRACION. Segiin la formula (52.13) tenemos
([{ divadxdydz= [ ads*. (52.18)
D s
Mas sepfin el teorema mtegral del valor medio (p. 44.6),
{{{ divadxdyde = diva(iuD, MeD. (52.19)
)
Al sustituir (§9.19) en (52.18), obtenemos
i aas+
_ Y ads (52.20)
diva(M) ="~ wD :

Pasando a! limite en la formula {52.20) para d{IY) — 0, obtendremos, por ser conti-
nua la funcién div a (M) en el punto M, la formula (52.17). O.

Se puede probar que Jas magnitudes en el segundo mismbro de la igualdad
{52.27) no dependen de la eleccion del sistemna de coordenadas (en el segundo
miembro figuran ]a integral doble de un producto escalar de los vectores ¥ el volu-
men de la regibn}, por lo cual de aqui se deduce una vez mis que la divergencia del
campo vectorial no-depende de la eleccidn del s de coordenad.

Delaigualdad (52.17) se infiere que el segundo miembro de esta igualdad puede
considerarse como la definicidén de la divergencia del campo dado.

Los puntos del campo vectorial a, en los gue div @ = 0, reciben el nombre de
““fuentes'” del campo vectorial. El ¢cardcter natural de este término se explica intuiti-
vamente por aquelia circunstancia que 4 ¢l punto &5 una “'fuente®, entonces, como
se deduce de la férmula (52.17), para todas las regiones D, cuyos didmetros son su-
ficientemente pequedios y que contienen ¢l punto Ay, tendremos j{ ads # 0,es

s
dexir, el flujo a través de cualquier superficie, suficientemente pequefia, que rodes
Ia fuente, no es igual a cero.

* Aqui no st imp i restricei sobre la estructury de Ja regidn G.
*#) Las regiones D de esta Indole siempre existen, por ejemplo, entre ellas figuran todas
[as bolas de redio suficientemenie pequeflo con centro en el punio Mo bien los cubos de di-
fici e pag con centra en el punio M,
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52.4, FORMULA DE STOKES. DEFINICION GEOMETRICA DEL ROTOR

Supongamos que S s una superficie en cl espacio R?  dos veces continuamente
derivable privada de puntos singulares; r'= r(u, v}, (4, ¥ m) & D es su representacion
y D, una region limitada plana, para la cual ¢s vélida la formula de Green. Admita-
mos que la frontera de la region D se compone de un contorno sencillo suave a tro-
zos. Designemos con 7, el contomno orientado positivo que limita el dominio D, y
conu = u(t),v=vit)h,ast < b, larep ion de este c Sea

= _r"_x’:_'l’_
Ir, x ¢
1a orientacién en la superficie § (véase la definicién 20 en el p. 50.8), » = (cosm,
cos 8, cos y). Bajo las suposiciones asumidas la normal » es continua en D,

Designemos mediante S+ la superficie S con la normal r elegidaén 5. Sea T un
contorno que tiene la representacién r = r(u((), v(1)), @ € ¢ < b, Diremos que ¢l
contorno T' limita la superficie 8 y también que la superficie 8 estd tendida sobre el
contorno T

Supongamos, por fin, que G ¢s una regién melespacioﬂ" ¥ § C G. Cumpli-
das estas suposiciones, resulta valido el siguiente teorema.

Teorema 3 (de Stokes *¥). Sup gue las funciones P, Q y R son continuas
en la region G, al igual que sus primeras derivadas parciales, y sea a = (P, @, R).
En este caso 5

{ aar="[{ rotaas+, (52.21)
r §

es decir, la circulacién de un campo vectorial a o largo del contorno T es igual al
Jlujo del rotor de este campo a través de la superficie S, limitada por el contorno T,
En la forma coordenada esta férmula tiene por expresion

cosa cosf  cosy

a 3 ]

Rdz = —_—— — —| dS,
!de+ Qdy + Rdz jsj e
P Q R
o bien 3R 3Q
1 | Pax+ Qdy + Rdz= || [-a-;-——- cosa +
r 5
o) (E_f_g ok (B_Q__) ]dS. s2.22)
DEMOSTRACION, Exami por, ¢j , la integral j Pdx. Al observar

que a lo largo de las curvas Ty v T' lasvarlab[esny vlonfuncmnesdel y al hacer
uso de las designaciones introducidas al principio de este punto, obtendremos

* G. Stokes (1819—1903), matematico y mecinico inglés.
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(-]
§ Pee,y 2)dx = [ Ple@(o), v yu©, v ),
r a

z(u (), vEDlx; (i), vie)dr = § Ple(u, v), yu, v)
Tp
s v)][“"’ ) g 3x(u.u}dv]
du av )
Hemos aprovechado aqui la formula

ax(u(r), vt) du | axulr), v()) v
du dt av dr’

x (@), vit)) =

Al aplicar la formula de Green a la integral obtenid j P:xd’--i-P?dv.
u

tendremos:
T

[ roe [ 260262 e

H‘ [(ap ax 9P dy 9P bz ox a%x
+— —_t P
du ay “au 9z ou ) v dudv

9Pax oPdy aP 3z \ox _ , i%
axav dyav az av ) au dvdu
: ;

= H [z 3@.x) _ 3P mﬂ],mv:

dz  au,v) ay  du,v)

&z H P e H it 55 ( cosﬁ——-cosy)n'S.(S&B)
az ay
S+

]l‘kﬂf\" =

s+
Aqui se han do en ideracion las férmulas (51.7), (51.10) y (51.13). Anélo-
gamente se demuestra que
{ Qay= H (a_gmn—‘-:gmm)ds, (52.24)
r 5
_ 9R_ . _OR
j‘j Rdz = js] Fhuatin wsﬁ) (52.29)

Sumando las férmulas (52.23), (52.24) y (52.25), obtendremos, precisamente la fér-
mula (52.22) que lleva el nombre de Stokes. O
Para imaginarse de la manera més ilustrativa la relacién gue existe entre la elec-
cién de la normal » en la superficie S y la orientacion del contorno I', que la limita,
::nsi.dergcmm una superficie 5§ que tiene la representacidn explicita z = f(x, »),
WJY)yeD.

19*
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2

v

Fig. 213

Sea I'; un contorno orientado positivo en el plano xOy que es al mismo tiempo la
frontera de D, y sea x = x(t), y = y{f), @ € ¢ < b, la representacién de dicho
contorno. La orientacién de la curva I' la definamos, como hasta ahora, mediante la
representacion

x=x(t), y=y@), z=fIx@yt)l, a<t <b. (52.26)

En el caso dado el contorno I'y es la proyeccion de la curva I'. Entre tanto, la normal
», como ya se ha mostrado, forma con ¢l eje Oz (cuando la superficie se representa
de manera explicita) un 4ngulo agudo {véase ¢l p. 51.1), por lo cual si la superficie S
se observa desde la direccibn positiva del eje Oz, el contorno ' quedaré orientado
en el sentido contrahorario, es decir, la orientacion de la curva I' estd concordada
con la normal # (*‘segin la regla del sacacorchos’”) (fig. 223), Esto es equivalente a
que un observador, que recorre la superficie S a lo largo del contorno orientado T y
que la mira desde el extremo de la normal v, ve la superficie S dispuesta a la izquier-
da, Esta interpretacidn evidente de concordancia entre la orientacién de la normal »
¥ la del contorno T tiene la ventaja de que no esté relacionada con la eleccion del sis-
tema de coordenadas y queda vélida para cualquier superficie §, considerada en re-
lacién con el teorema de Stokes, y no s6lo para una superficie dada explicitamente.
Por supuesto, todos semejantes i 10 rep demostraciones ma-
tematicas, sino que sblo explican de modo palpable 1a férmula de Stokes.

Cabe observar que Ja férmula de Stokes queda vilida, si consideramos en ella la
orientacién opuesta del contorno y las normales opuestas — v; en este caso ambos
mlembros de la igualdad (52.21) cambian el signo por el contrario (}as oricntaciones
del contorno y de la superficie quedan concordadas segln la “‘regla del
sacacorchos’”).

La férmula de Stokes puede ser demostrada también para las superficies orien-
tables suaves a trozos § = {S;}/=Y, a saber, en ¢l caso cuando las superficies S,
i= 1,2, ..., iy satisfacen las condiciones del teorema demostrado 3. En este (ilti-
mo caso el borde de la superficle 35 (véase el p. so 11) puede ser de un nimero fini-
to de los oontornoscutadosfj.jn L2

Para d , basta escribir las férmulas d.e Stokes para cada superficie 5,
i=12 .. ,I,yan.marlas (compérese con las generalizaciones de la formula de
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¥

au>

Fig. 224

n

Green en el p. 47.5 y del teorema de Ostrogradski — Cisiiss en el n."52.3).

I , ademds, que la condicién de que la superficie S sea das veres conti.
nuamente dmvahl.e fue impuesta en ¢l teor:mn 3 stlo con el objeto de simplificar la
demostracion (la Gltima se hace esenci més simple). La formula de Stokes
(52.21) queda en vigor también, si se supone sblo la suavidad de la superficie S (con-
servindose las demis condiciones del teorema). La d acidn de esta afirmacié
sale de los mérgenes de nuestro curso.

De lo dicho proviene que la férmula de Stokes sigue siendo licita también para
1as superficies S = {S,}/=/ que son simplemente orientadas y suaves a trozos (¢s de-
cir, sin la suposicidn de que las superficies S, hayan de ser dos veces continuamente
derivables).

Enunciemos ahora el teorema para este caso.

Teorema 3° (de Stokes). Supongamos gue la funcion vectorial a es conti-
nuamente derivabie en la region G y sea S = [S)\=% una superficie orlentada suave
a trozos cuyo borde 3S tiene orientacidn engendrada por la orientacién dada de la
superficie § (véase el p. 50.11). Entonces

}s adr = U rot ads.

Laoomdmadehsodmwdmesdeioswmmr de los que s¢ compone
el borde 85 de la superficie §, con la orientacion de dicha supetﬂc:e ¥, por lo tanto,
con la de » de las superficies S; significa con evidencia que un observador, que se
mueve a lo largo del contorno I‘J.j = 1,2 ... , fg ¥ mira a la superficie § desde la
punta de la normal », ve la superficie S dispuesta a la izquierda.

El teorema de Stokes ofrece la posibilidad de establecer un enfoque geométrico
al concepto de rotor de un campo vectorial.

Teorema 4. Supongamos que en la regidn tridimensional G estd definido un
campo vectorial continuamente derivable a = a(M); M, es un punto fijo, MyeG,
» &5 un vector unidad constante arbitrariamente elegido y I1, un plano que es per-
pendicular a v y pasa por ef punto M,; S es una regién limitada en el plano Il cuya
Jfrontera estd representada por el cantorno suave a trozos T, d(5) es el didmetro de
la regldn S; supongamos también que el contorno U estd orientado, de modo con-
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cordado, con la normal »*), Mye Sy § C G**! (fig. 224). En este caso**}
I adr)
fm,ﬂwlj)

I'
o (52.27)

DEMOSTRACION. Seglin la formula de Stokes,
| adr={] rot,ads,
o 5

mas, conforme al teorema integral del valor medio,
” rot,adS = rot,a(M)u5, MeS.
5

Por consiguiente, I adS

rot a(M) = (52.28)

uS

Observemos que do d(5) — 0, bién M — M, En vista de que la fun-
cién rot a(M) es continua en ¢l punto M, pasando al limite en (52.28) para
d(8) — 0. obtendremios la formula (52. 21) EI

De (52.27) se deduce que el segund bro de esta igualdad puede considerar-
se como la definicion de la proyecién del rotor del campo dado sobre el vector uni-
dad », arbitrariamente elegido pero fijo. Esto nos lleva también a la nueva defini-
dcm del pmpw vector, puesto que serd suficiente, por ejemplo, clegir arbitra-

ri gonales unidad »,, »;, »y, las proyecciones sobre los
cuales, como es sabido, determinan univocamente cualquier vector.
Sepuedsmostmquelas d que':_, enel do miembro de la
igualdad {52 27 m den de Ia eleccién del si de coordenadas, no obstan-
n:la n:hel.:sm iones del vector » y contorno ' si depende de la
orientacién del de denadas: al pasar del sistema de coordenadas de-

reclm al ;z.qv.uerdo. 1a concordancia de las orientaciones de  y I' segin “'la regla del
sacacorchos” se sustituye por la concordancia segan la regla inversa, de acuerdo
conla cual; siendo fijada la orientacion del vector v, la-del contorno I' se cambia en
opugesta, De este:modo, la integral !ad’r cambia de signo, cuando varia la orienta-

ciéin:del sistema de coordenadas, por lo cual, en virtud de la formula (52.27), cam
bia de signo también rota.

De lo dicho proviene que la férmula de Stokes (52.22) es licita no sdlo. para ¢ sis-
tema de coordenadgs derecho, sino también para <l izquierdo, puesto que, al variar

* Como en o teorema 3 (segin la ‘regla del sacacorchos™).

=%) Es evidente que las regiones-citadas-§ siempre existen (Jpor qué?).

awe) ’ rot, @ esté designada |a proyeccidn del vector rota sobre el vector », es de-
¢lr, rot g = =pr_(ota.
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la ori i6n del sist de coordenadas, tanto el miembro izquierdo, como el de-
recho de la igualdad (52.22) cambian de signo: siendo fijada 1a orientaclén del vec-
tor v de la superficic S, cambian de signo tanto rot @ como también el contorno T, si
varia la orientacion del sistema de coordenadas.

52,5. CAMPOS VECTORIALES SOLENOIDALES

Una regién limitada para la cual se cumple el teorema de Ostrogradski — Gauss
(véase el p. 52.3) se llamard en este punto admisible . Se denominar admisible la to-
talidad de superficies, si es la frontera de una regibn admisible. .

Se ha observado en el p. 52.3 que ¢l teorema de Ostrogradski — Gauss es vilido
para cualquicra regibn acotada cuya frontera se compone de un nimero finito de las
superficies suaves a trozos, Por ello, cualquiera de tales regiones es admisible, Es
justa, evidentemente, 1a afirmacién reciproca: toda regién admisible tiene frontera
compuesta de un nimero finito de Jas superficies suaves a trozos, pues, de lo contra-
rio no se podria ni siquiera hablar sobre las integrales de superficic a lo largo de la
frontera.

El lector que prefiere utilizar tan s6lo hechos demostrados, puede tomar en cali-
dad de regiones v superficies admisibles aquellas, para las cuales fue demostrado en
el presente curso ¢l teorema de Ostrogradski — Gauss.

Definlcion 9. Un campo vectorial a = alx, ¥, 1), continuamente derivable en la
regidn G, se denoming solenoidal en la misma, si el flujo del campo a través de la

JSrontera orientada de cualquier regién aedmisible D, cuya clausura D se dispone en
G: D c G, es igual g cero:

e a—

i ads =0, (52.29)
Jil

La frontera 4 I de la region admisible D tiene dos orientaciones, generadas por las

normales interior y exterior, respecti Es evidente que si la condicidn (52.29)
se cumple con una orientacién, se cumplird también con 1a otra, puesto que las in-
tegrales correspondi pueden diferenciarse sélo en el signo.

Expliquemos la definicidn del campo solenoidal con un cjemplo. Sea G un anillo
esférico: una parte del espacio comprendida entre dos esferas S,y S que tienen el
centro comun O ¥ los radios r y R, r < R, y sea a el campo veclorial solenoidal en
. Entonces, su flujo seré nulo, por ejemplo, a través de cualguier esfera 5 que se
dispone en G v limita una bola, también dispuesta en G,

Sin embargo, el flujo del campo vectorial @ a través de la esfera 5 de radio p,
r < p < R,ycentro en el punto O no ha de ser nulo, puesto gue la bola, limitada
por dicha esfera, no se contiene en la regidn G (fig. 225).

Por otre lado, serd nula la suma de los flujos del campo vectorial a través de dos
esferas S, v § . deradios gy y o r < py < p; < R, ydel mismo centro, si orienta-
mos una de &stas eligiendo una normal que va al centro y 1a otra, en la direccidn
opuesta. Efectivamente, las esferas mencionadas limitan un anillo esférico,
integramente dispuesto en la reglén &, mientras que su orientacion clegida es la
orientacion de la frontera que corresponde a la normal exterior o interior, Por esto,
segiin 1a definicibn del campo solenoidal, el flujo de éste a través de la frontera
orientada que s¢ considera seré igual a cero.
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Fig. 225

Teorema 5. Para que un campo vectorial continuamente derivable en la regién G
sea solenoidal en elfa, es necesario y suficiente que su divergencia sea nula en todos
los puntos de la regién G:

diva(M) =0, MeG.

DEMOSTRACION DE LA NECESIDAD. Sea @ un campo vectorial solenoidal en la re-
gién Gy M, € G. Designemos con Q, una bola sbierta de radio 7 > Oy centro en el
punto My, y con S, la esfera que limita dicha bola. Por cuanto todos los puntos
M e G, incluido tambieh ¢l punto M|, son interiores para G, entonces existe tal
rg > Oqueparar < rotodas las bolas de radio r, junto con las esferas que las limi-
tan, se contendrén dentro de G. :

Ha de notarse ahora que el limite (52.17), igual al valor de la divergencia del
campo vectorial 2 en ¢l punto M, existe para las regiones admisibles arbitrarias D,
D c D © G, cuyos difimetros tienden a cero. Por esta razdn € existe también cuan-
do D = Q, r < ryse elige especialmente:

Lj ads.

lim
=0 nQ..

En vista de la definicion del campo solenoidal, para todo r < r, tiene lugar la
leualdad

diva(My) =

Q ads = 0,

por lo cual div a(My = 0.

DEMOSTRACION DE LA SUFICIENCIA, Sea @ un campo vectorial, continuamente de-
rivable en 1a regién G, con la divergencia igual a cero en todos los puntos de la re-
gi6n.G. Si D es una region admisible arbitraria de tal género que D C D C G, en-
tonces, en virtud del teorema de Ostrogradski — Gauss

”; ad§ = jl] divadxdydz = 0,

es decir, ¢l campo 4 s solenoidal, O
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De ejemplo tipo de campo solenoidal interviene un campo vectorial que repre-
senta en 5i en cierta regidn el campo de rotores de un campo vectorial dos veces con-
tinuamente derivable en la regidn citada,

En efecto, si @ €5 un campo dos veces continuamente derivable en la region G,
entonces rot a ¢s un campo solenoidal en G, ya que divrot a = 0.

No ¢s dificil ofrecer un razonamiento verosimil que afirma la validez de esta
correlacidn. Con este fin basta pasar al vector simbélico ¥ ; entonces la igualdad en
consideracién tomard la forma V(V x a) =

Un producto mixto de los vectores ordinarios en el caso en que dos factores son
coincidentes, es nulo, puesto que en este caso un paralelepipedo tendido sobre
dichos vectores degenera en un paralelogramo y, por ende, su volumen ¢s igual a ce-
ro. Por esta razdn es natural esperar que la igualdad mencionada es veridica tam-
bién para el vector V. Este razonamiento verosimil puede convertirse en el Argumen-
tado matematicamente que tenga una fuerza probatoria, si dmostr'amm que ¢l vec-
tor simbélico ¥ posee, de hecho, las propicdades, ya utilizadas por nosotros, anélo-
gas a las propiedades correspondi de los vectores ordinarios. Lo (ltimo pucde
hacerse con ayuda de una simple comprobacién, pasando, por ejemplo, a una nota-
cidn coordenada (véanse (52.2) y (52.4)).

52.6. CAMPOS YECTORIALES POTENCIALES

En este punto ia superficie 5, para la cual es valido el tcorema de Stokes, s¢ lla-
mark admisible.

Definicidn 10. La regidn tridi jonal G se de ina simpl 2§,
cualguiera que sea una quebrada cerrada ~ , dispuestaen G, e.xme la superficie ad-

isible S que se disp bien en G y estd tendida sobre la quebrada v (véase el
punto 52.4).

A veces las regiones simplemente conexas se llaman conexas simple y superficial-
mente .

Si la regidn en consideracidn G s cOnvexa, existe un método muy simple para
tender las superficies sobre el contorno. La superficie buscada siempre puede to-
marse en este caso en forma de un cono con vértice en el punto arbitrariamente fija-
do My € G, para ¢l cual la curva dada ¥ sirve como directriz. 5i

p=p@), 0€uc<r,

es la representacion de esta curva y 7, ¢s ¢l radio vector del punto M, entonces el co-
no buscado §, tendido sobre el contorno dado, se da mediante la acibn

r=rg+vipw)—rgl, 0gugins, 0Kvegl (52.30)

Considerando u# ¥ v como coordenadas polares, vemos que la *'representacion’’
del cono viene dada en un ¢lrculo unitario, con la paricularidad de que la circunfe-
rencia unitaria y = [(4,v) : v = 1] pasa al contorno dado v, ¥ su centro, al vérti-
ce del cono (fig. 226).

La palabra ‘‘representacion'” viene entre comillas, puesto gue el concepto de
representacién de una superficie se ha introducido més arriba sélo para el caso en
que los pardmetros u y v eran coordenadas cartesianas, El cono (52,30) tendré, en ¢l
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Fig. 226

caso generdl, puntos miltiples ¥ no serd vna superficie suave a trozos incluso en el
caso cuando v sea una curva suficicntemente suave, &5 decir, si ¥ o una curva sin
puntos singulares continuamente derivable un nimero suficlente de veces. En el co-
no {52.30) habra, en general, p singulares distintos del vértice. Precisamente
para climinar este i j de un modo més sencillo, nos hemos limitado, defi-
niendo la regidn simplemente conexa, a considerar los contornos en forma de las
qucbradas cerradas. En este Gltimo caso el vértice del cono M), puede siempre elegir-
se de un modo tal que el cono citado sea una superficie suave a trozos. Efectivamen-
te, cualquicra que ser la eleccidn del vértice del cono en el caso en que una cierta
quebrada v sirva de su directriz, el cono st descompene en un némere finito de
wrigngulos S, i = 1,2, ..., &, los cuales, en verdad, serdn, quizds, degenerados, es
decir 52 convertirinen un segmento o un punto. Uno de los vértices de dichos trian-
gulos sera precisamente el vértice M, del cone, mientras que <l lado opuesto lo cons-
tituird uno de los lades de la quebrada . Cada uno de estos trifingulos puede consi-
derarse como una superficie continuamente derivable cualquier nimera de veces ¥
prefijarse mediante una representacion realizada por las funciones lincales (véanse
el p. 16.5 y (52.300}. i ef tridngulo es degenerade, wodos los puntos de €l serdn sin-
gulares. No obstante, mediante un desplazamiento, tan pequeho como se quiera,
del vértice del cono podemos consegnir que el vértice esté en una posicidn general
con todos 1os lados de |a quebrada -y, es decir, no se disponga en ninguna de Jas rec-
tas gue pasé por unlado cualquiera de la quebrada . De resultas, tedes Tos trifngu-
los 8, = 1,2, ..., k, serén regulares y, par lo tanto, podran censiderarse como
superficies suaves privadas de puntos singulares. En cuanto al propio cono §, éste
resultard ser, de1al modo, una superficie suave atrozes § = [S,];:‘i‘, Ademés, por

cuante tode punto de una region, cualquiera que sea su desplazamiento tan pe-
quefio como se quiera, queda dentro de la regidn, el vértice M del cono S puede
siempre elsgirse en la misma, a consecuencia de o cual, por ser convexa la region,
todo ¢l cono se dispondréa dentro de ella. Al cono suave a trozas 8, que s¢ ha abteni-
do, s& } puede aplizar 2| tcotema de Stokes, en otras palabras, dicho cono es una
superficie admisible en este punto. Hemos demostrado pues que toda regidn conve-
Xa es simplaments conexa,

Comoe ejemplo de regién no sirnplenmente conexa puede servir un tore, €5 decir,
una regidn formada por la rotacién de un clrculo en torno del eje que no lo interseca
(fig. 227).
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Fig. 227

Recordemos que un campo se llama p 1al, si su circulaclé I adr esnula

i
a lo largo de cualquier contorno cerrado ¥ € G, o bien, que es lo mismo, si la in-
tegral JL adr no depende del camino de integracién gue une en la regidn G los

puntos A y B. Los razonamientos més detallados sobre esto se encuentran en el
p. 52.1, Resulta que en una regidn simplemente conexa un campo vectorial serd po-
tencial, si, y solo si, es irrotacional, Esta afirmacién estd contenida y se demuestra
en ¢l teorema 6 gue sigue abajo.

Teorema 6. Sea dado en la regidn simplemente conexa G un campo vectorial
continuamente derivable a = (P, Q, R). Para este caso son equivalentes las si-
guientes tres propiedades:

1. El campo vectorial a = a(M) es potencial en la regidn G .

2. Existe una funcién u = u(M), potencial en G , es decir , tal funcién u(M) gue
a = grad u, o bien, que es lo mismo, du = Pdx + Qdy + Rdz. En este caso pa-
ra cualesquiera dos puntos A € Gy B & G y toda curva suave a trozos AB, queen G
une dichos puntas, se verifica la igualdad

A&) adr = u(B) — u(4).

3. El ecampo vectorial a = a(M) es irrotacional: rota = D en la regidn G, es decir,
aPEaQ 4Q 4R aR _a‘_P
ay ax' oz ay' ax a8z’
Subrayemos que del teorema 6 se deduce, en particular, que el campo vectorial
a, continuamente derivable en una regidn simplemente conexa , es polencial cuan-
do, ¥ sdlo cuando, sea un campo de gradientes de cierta funcidn escalar u:
a=Vu.
DEMOSTRACION. Se realizarén los ra i segin el sigui |
Y

J\,_,./g
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Paso primero. 1 = 2, Esta afirmacidn, es decir, la existencia de la funcién po-
tencial, se demuestra por analogia completa con el caso de una regidn plana consi-
derado iormente (véase el Jencelp. 47.8) y por esta razén nos abstene-
mos de su demostracién,

Paso segundo: 2 = 3. La afirmacion 2 = 3 también se demuestra igual que en el
caso plano: signiﬁcn simp]cmmte que {as correspondi das derivadas mix-
tas de una funcidn p 1 s0n igual

Las afirmaciones | = 2y 2 = 3 son justas también sin que se suponga que G es
una regién simplemente conexa.

Paso tercero: 3 = 1. Scn en G rota = 0. Admitamos primero que y €s una cur-
va da, dos veces cont derivable a trozos, dispuesta en G. Si existe
una superficie admisible S, contcnlda en G y limitada por el contorno v, entonces,
del teorema de Stokes ob

I adr = H rotads = 0.
¥ H

Ya que la regidn G es simplemente conexa (véase la definicién 10}, esta igualdad
se verifica, en particular, para cualquier quebrada que tiene un nimero finito de la-
dos. Por es0, si v e una curva cerrada suave a trozos, dispuesta en G, entonces, eli-
giendo una iGn de quebradas A, , inscritas en  con los lados que tienden a cero
para n — o, de acuerdo con el lema 3 del p. 47.8, obtendremos

I adr = lim _[ adr = 0. O
n=»
ki ™

Como conclusidn observemos que aunque los campos vectoriales potenciales y
solenoidales no abarcan todos los campos vectoriales posibles, permiten, sin embar-
go, describir una clase bastante ampha de Icn ca.mpus \recwmlﬁ A saber, asumidas
ciertas suposiciones sufici po vectorial a repre-
senta una suma de los campos vectoriales potencial y solenoidal. Con més precisidn,
existen una funcibn escalar & ¥ un campo vectorial b tales que @ = Vu + roth.
Por cuanto rotVu = 0y divrotd = 0, entonces el primer sumando es un campo
potencial y ¢l segundo, solencidal.

Esta suposicién se llama tambié de Helmholtz*! (su demostracion se
puede hallar en el libro “Métodos de Ia fisica tebrica’ que se debe a la'pluma de
P. M. Morse y G. ‘Peshbach (P Morse, G. Feshbach, Methods of theoretical phy-
sics, New York-Toronto-London, 1953).

Ejercicios. 20. Demuéstrese que el flujo de un rotor de un campo vectorial continuamente

derivable en clerta regidn a través de una esfera cualquiera dispuesta en la region ionad
es igual a cero.
21, Demuéstrese que

HI grad ¢ rotadedydz = H (@ x grad ¢dS).
@ 5

*! H. Helmholtz (1821—1894), fisico y fisidlogo alemén.
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Aqui se supone que para la regién G, limitada por la superficie S, queda aplicable el teore-
ma de Ostrogradski — Gauss.

22. Hallease la divergencla y ¢l rotor para los campos vectoriales a = r/lrl? y
b = r/lrl, ;Serin estos p adal "(“"‘ elflujode]uacnmpm
vmomleuybnravhdnn!ms = [, y.2):x2+ 32+ 22 = RY.

H.Cdmmaﬂuwdelumpomrhla——r—lsauw&dﬂxuma
r

e ylae-1P=2

24, Sean a, & ¥ ¢ los campos vectoriales derivables y sea & una funcién escalar, dos veces
dcrhab}e,mln‘remtm(}c.‘l’ basmiu.a—vb-hc Demuéstrese que para gue sea
dive = 0,es ¥ sufi quels u satisfagaen Gla ién An = diva(de
este modo la demostracién del teorema de Helmholtz se reduce a la resolucién en la regibn G
de la ecuacién del tipo au = fix, ¥, z)).

Haciendo uso de! de Ostrogradski — Causs, calctilese el flujo del campo vecto-
rial ¢ & través de la superficic cerrada S, si:

25.a=(1 + 2 + yf + 2k, 5 = [(x,», :l x +y? =:,0<:£¢]

%.a=20i-yj+ 2k S= (5,20 yta st = b =24y

‘Establézcase cudles de los si son

M.a=x@ =y + pix? — 22 + 2 + xDk.

2K.a =l +1xy;r—y=u+gz=y—1yz+ 1Nk

Haciendo uso del teorema de Stokes, hallese la circulacién del vector a a lo largo del con-
torne vy, §i

9. a=yi— xj+:k y={x,y, Duxt+y? +2 3=4, xtayi=22 2200

0.6 =y + 23y = (e, p,2)ixi + ¥y =93y + dz = 5.

3.

§ 53. INTEGRALES PROPIAS DEPENDIENTES
DE UN PARAMETRO

53.1. DEFINICION DE LAS INTEGRALES DEPENDIENTES
DE UN PARAMETRO; SU CONTINUIDAD
E INTEGRABILIDAD SEGUN EL PARAMETRO

Supongamos que Y es un conjunto de nimeros reales, ¢(¥) ¥ ¥ (v) son dos fun-
ciones definidas en ¥, ¢(¥) £ ¥(») v la funcidn f(x, ¥) est4 definida en el conjunto

[or,¥):ye Y, xeleO) ). (53.1)

Las integrales de la forma 0
&(y) = i flx, yydx (51.2)

il
se denominan integrales dependi de un pardmetro, y la variable y se llama,

corrientemente, pardmetro.
Se encuentra a menudo el caso particular de tal tipo de integrales, cuando las
funci ¢ ¥y ¢ son es decir, las integrales de la forma
b

d0) = [ rx,phx. (53.3)
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4
;j _____
Py Piy)
P I,
o] L
Fig. 228

5i ¥ es un conjunto de todos los numeros naturales, ¥ = N = |I, 2, ...,

n, ... |, entonces, suponiendo f(x, n) = f,(x}), n = I, 2, ..., la integral (53.3)
puede escribirse en la forma
b

[f0dx, n=1,2,...

Se ha obtenido de este modo una sucesidn numérica formada por las integrales
de las funciones de cierta sucesion funcional .

Examinemos un caso en que el conjunto ¥ rep a en si un seg [, B1,
las funciones ¢ () ¥ ¥(») son continuas en dicho segmento y w () € ¢ (¥), ¥ & [a,
£]. Supongamos que las gréficas de las funciones «(¥) ¥ ¥(¥) v, quizis, los segmen-
tos de las rectas y = a ¢ y = § forman la frontera de la regiébn limitada G
(fig. 228). Esta region es, evidentemente, cuadrable (véase el p. 44.1). En este caso
¢l conjunto (53.1), sobre el cual viene definida la funcién f(x, ), es la clausura G de
la regidn mencionada G:

G =[x, pha<sy<h,e() s x< ). (53.4)

En lo sucesivo las propiedades de la funcién #(») (su continuidad,
las reglas de su derivacién e integracidén) en dependencia de las propiedades de las
funciones f(x, ¥), ¢ (), ¥(»). Algunas de dichas propiedades se han obtenido an-
tes, al estudiar la integral maltiple. Asi por ejemplo, ¢l lema demostrado en el
p. 45.1 ofrece las condiciones, bajo las cuales una integral dependiente de un para-
metro ¢s-una funcidn continua de este parimetro. Enunciemos este lema en forma
de un teorema, aplicando las designaciones del presente parrafo.

Teorema 1. Si la funcion f(x, v) es continua en la clausura G de la region G (véa-
st (53.4)), la funcién & (y), definida por la férmula (53.2), es continua en el segmen-

to |, B
A la afirmacion de este se le puede icar la sigui Kpresion
lim (¥}
#lr) r=»n
lim E S, »)dx = I lim flx, y)dx. (53.5)
y=» ye=ne
wilv) Tl el¥)

¥=yo
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En cfecto, del teorema 1 se deduce que el limite en el primer miembro de la 1gual-

dad (53.5) es iqual a #(¥), v, en virtud de la inuidad de las funci AN
el segundo miembro de la igualdad ¢s bién igual a
Wil
jo e ypdx = 20y,
wie)

En particular, para la integral (53.3) tenemos

b &
tim [ fCx,y)dx = { lim f(x, y)dx,
¥ o § -

es decir, en este caso resulta posible ¢l paso limite bajo ¢l signo de integral,

En el teorema sobre el paso limite bajo el signo de integral se pucden debilitar las
exigencias impuestas sobre la funcibn f(x, y), al requerir solamente, en lugar de su
continuidad respecto de la totalidad de variables, que sea continua respecto de una
sola variable y que tienda uniformemente al limite, respecto de la otra.

Teorema 2. Supongamos que la funcidn f(x, y) estd definida para todo x € |a,
b1,y € Yy es continua respecio de x en [a, b] para cualguier y fijo,y € Y. Enton-
ces, si para y — yo') fa funcidn f(x, ¥ ) tiende unifor en el seg ja, b)
hacia la funcidn ¢(x) (véase el p. 39.4), se tiene

o &
lim { fec, »)dx = | e@)dx.
y_m; e

DEMOSTRACION. Consid 0s una ye¥,n=12, ..., tal que
yli.mmy,, = y,- Entonces (véase el gjercicio Sen el p. 39.4) la sucesion g, (x)}=flx.y,}

tendera unifor en el segr la. &) hacia la funcién & (x). De aqui se de-
duce (véase ¢l p. 36.4) en primer lugar que ¢(x} es continua y, por ende, integrable
en el segmento |2, b), y, en el segundo lugar, que

b b b
Jim [ £,y )dx = lm § o, G)dx = { ete)dx,

y, como esto es cierto para cualqui itn indicada [y,}, el teorema queda de-
mostrado. O

Pasemos al problema de integrabilidad de las integrales (53.2) que dependen de
un parametro.

Teorema 3. Supongamos que ia region G es elemental respecto de ambos ejes de
coordenadas , es decir,

G=lx,y):ia<y<fel<x<y)=
=, p)ia<x<b,plx)<y< k)

* Aqui y, es un namero o uno de los infinitos: @, + = 6 — .
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donde las funciones ¢ y ¥ son continuas en el segmento le, 8], mientras que las fun-
ciones ¢, ¥ ¥\ lo son en el segmento la, b). Entonces, si la funcidn f(x, v) es conti-
nua en la clausura G de la region G, se tiene

I 2 el ] Vi)
feoay={ [ { .rtx.y)dX]d.v=§ [ § fbr'y)dy]dx-
a a iy} a wilx}

= ” Sflx, yydxdy. (53.6)
G

Es evidente que ¢l teorema 3 hace paréfrasis del teorema correspondiente sobre
la reduccién de la integral maltiple a una reiterada (véase el p. 45.1).

$3.2. DERIVACION DE LAS INTEGRALES DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO

Al estudiar las propiedades diferenciales de las integrales que dependen de un pa-
rametro, consideraremos al principio las integrales de la forma (53.3).

Teorema 4 (regla de Lelbniz). Si la funcion {(x, ¥) y su derivada parci‘m’g-f:'—”
¥
son confinuas en un r gulo cerrado P = [(x,y)ia s x < b,a <y < 6],

&
entonces la funcidn ®(y) = Iﬂx. y)dx es derivable en el segmento [x, 8] ¥
a b
ae ) _ I Bf(x,.‘r')dx_
dy ¥ ay

: A

Asl pues, para derivar, bajo las suposici , una integral que defp
de parametro, es suficiente derivar la expresion subintegral, dejando intactos los
limites de integracién.

DEMOSTRACION. Sea ¥ € [o, 8] e ¥ + Ay[a, 8); entonces

Oy +AY)—20) _ 1
Ay T Ay

L
{ U,y + 8y) = flx, ldx =

e —dx, <<l
ay

Se ha aplicado aqui la férmula de incrementos finitos de Lagrange.
9, 5
Al designar ahora con w (6; 3{) ¢l médulo de continuidad de la funcién
¥
obtendremos

a f 3/, y + 64y)

af
ay’

b
Sy + 4y) = 20) _ (dftx,5)
Ay ay

dxl =
b

b e
aftx,y + 8ay) _ 8ftx.y) | L3
< H 3 Ia’x{ Su (IA.vL?)dxﬁ

ay
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< w (IAyI: i)(b - a). (53.7)
ay

Dado que la funcién —PL es uniformemente inuaenelr gulo do P, re-

¥
sulta que lim w (I ayl; E{) = {; por eso, de (53.7) obtenemos
ay=0 ay

0 -4
b OO0 -40)_ [3fix, ) dx.Cl
sy~ Ay a
a

El teorema 4 se generaliza con facilidad para el caso de una integral de la forma ge:
neral (53.2) que depende de un pardmetro.

Teorems 4°. Supongamos gue:

1) la funcidn f(x , y) y su derivada parcial ——— afu 1) ———=Zson continuas en el rectdngulo

cerrad
X P=I(X.y):a€x€b,a$y§.8[.

2) G C P (véase (53.4));

3) las funciones ¢ (¥) y ¥(v) tienen derivadas cnnfmuas en ef segmento (o, 8.

Bgjo estas condiciones la integral (53.2), der de un pard o, tiene
también una derivada en el segmento [, 81, cor la particularidad de que

(113
de _ ey dp dvw)
- S S = SO T

9 s o

(53.8)
wiy)

DEMOSTRACION, Examinemos una funcién

Flr,u,v)= [ fix,p)dx, agu<h, agv'sb, a<y<h.
u
No es dificil probar direc que las derivad il 98 aFdela
By au av
funcién F existen y son continuas en totalidad de las variables y, u, v. Comprobe-

mos primero la existencia y continuidad de la derivada parcial %—~ Su existencia se
A

desprende inmediatamente del teorema 4, con la particularidad de que

v

L S ) 4 (53.9)
ay ay

Demostremos su continuidad. Sea e u<b, agvsh, agygg,
asu+Augsb,asv+Avg b, o<y + Ay £ 8 al poner

A

AF(y, u,v) _ dF(y + Ay, u + Au, v + Av) 3F(y,u,v)
ay ay ay

20—642Y9
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obtendremos: A d
A G u | ’ Uy + ), I af(x,ndxl <
ay w4 Av ay y
é H [aftr Y+ Ay) A, ”]dx! i
ay ay
o ¥4 av
g l S afee,y + Ay) .v + ay) 5 afee, y + Ay) y + Ay) l (53.10)
PR ¥

af

Por cuanto la funcién o estd definida en el recténgulo P, todas las integrales

i
escritas tienen sentido en virtud de la eleccién indicada anteriormente de valores de
los argumentos y
lv—ulgb-—a. (53.11)

Luego, de ia continuidad de la funcidon ?: en el rectidngulo P proviene que esta

funcién estd acotada en &1, es decir, existe tal constante M > 0 que para todo punto
(x, ¥) € P se verifica la desigualdad

]am.n| - —_—
o

Al designar, como hasta ahora, con w (&: :—f) el médulo de continuidad de la
¥

funcion f{ en el rectangulo P y hacer uso de las desigualdades (53.11) y (53.12), de
ay

(53.10) obtenemos -
AR08 ) sa(m_vl;e_f)de +M| 5 dx
ay *
] R

+
ay
v+ayv
af
+M dx|g (b—a)w Inyl:— + MlAul + MlAvl.

De aqui se deduce que Jim aF(y. il v) = 0. Esto significa pre-
VByT+aulsavie o T
3F

cisamente la continuidad de la derivada parcial == en el conjunto

IU.u.vJ:c(ysd.asusb.nqv-; bi.
La continuidad en este conjunto de las derivadas parciales
aF

aF
—==flu,v), —=f(v,y) (53.13)
du av

es obvia.
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La relacion entre las funci $ y F se establece por medio de la formula
Q) = FU, o) ¥ 0D-

Debido a lo demostrado anteriormente, la funcién & puede derivarse segin la
regla para derivar las funciones compuestas:
ad aF aF du + aF dy

— e e — —,
ay ay du dy av dy
Susti do aqui las expresiones para las derivadas parciales
BF aF @F

ay du " av

(véase (53.9) y (53.13)) y suponiendo # = p(¥)yv = ¥{(»), obtendremos la férmu-
la (53.8). O

§ 54. INTEGRALES IMPROPIAS DEPENDIENTES
DE UN PARAMETRO

54,1, DEFINICIONES FUNDAMENTALES.
CONVERGENCIA UNIFORME DE LAS INTEGRALES DEPENDIENTES
DE UN PARAMETRO

Consideraremos las integrales del tipo
]

2) = [ 0, p)dx, G4.1)

donde — = € a < b € + o, la variable y p a cierto conj Yylain-
tegral (54.1) es, para ciertos valores de y (en particular para todo y), impropia.
Definicién 1. Si, para todo y,€ Y, la integral
&

U = gfo: yo)dx

converge, la integral (54.1) se llama mvergenfe enel mmunto Y

En lo sucesivo, si no s¢ especifica alguna otra circ I solo
¢l caso en que se cumplen las condiciones:

J)—wm<a<hg + 0

2) cualquiera que sea y € Y, la funcion f(x, ) es integrable segin Riemann res-
pecto de la variable x en todo segmento [a, 7], dondep estal quea < 5 < b.

En este caso la convergencia de la integral (54.1) en el conjunto ¥ significa que
para cualquier ¥ € Y existe un limite

b

5
,Jim 05 Sl y)dx = j fox, y)dx
{(sies que b = + oo, entonces b — 0 = + o), Por cuanto

b Ll b
| S dx = {16, yydx = { fex,p)dx,
a L "

20
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de lo dicho obtendremos, para todo ¥ € Y fijo:

b
il = 0.
v-F—oI Sex,y)dx = 0
H
De este modo, si la integral (54.1) converge en el conjunto Y , entonces para todo
y € Y fijo, cualquiera que sea el numero & > 0, existe fal 3, = n.(y) < b, que si
1. £ 7 < b, se liene

b
jreods) <e. (54.2)

M
Las condiciones, bajo las cuales para las i les impropias dependientes de un
pardmetro resultan vilidos los teoremas, anélogos a los d dos en el parrafo

anterior para integrales propias, estn basadas sobre el c pto de la asi II d
convergencia uniforme de la integral.

Se supondra, segin lo abservado més arriba, que la integral (54.1) satisface las
condiciones citadas 1) y 2).

b
Definicién 2. La integral ] fix, y)dx, convergente en el conjunto Y, se llama
a

convergente uniformemente en dicho conj. . 5i para cualguier & > 0 existe tal
n, < b que para todo y € Y y todos los n tales que n, < 1 < b, se verifica la desi-

gualdad &

j f&,y}dxl < E.
L]

Recordemos que en nuestro caso b puede ser tanto finito, o sea, un nimero, co-
mo infinito, o sea, igual a + o, De este modo, la definicion de convergencia uni-
forme en la forma aducida es vélida simultdneamente tanto para el caso en que la in-
tegracion se realiza por el segmento finito [a, b], mientras que la integral impropia
surja a cuenta de que ¢l integrando no esté acotado, como para el caso en que lain-
tegral impropia aparcce a cuenta de que no esté acotado el intervalo de integracion
{a, + o],

Las definici ducidas de la con’ ia y convergencia uniforme de una in-
tegral recuerdan las definiciones, correspondicntes para las series (véanse los
pp. 36,1,y 36.3). Entre estas definiciones realmente existe una cierta relacién.

Sea (3, una sucesién tal que

n=a,q,€la,b), n=12 .., ¥ ”“_ﬂ:'mv,.=b-

A la par con la integral (54.1) consideraremos la seric
® LIL3]

¥ i fx,p)dx. (54.3)
k=1
Sﬁ n=1 Rk+ 1 fn

0= Y [ fepdx= | fe,yax

k=l ke a
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su suma parcial. En esle caso, si la integral (54.1) converge (converge uniformemén-

1e) sobre el i Y, serd, evid convergente (uniformemente conver-
gente) sobre el oomumo Y también la serie (54.3); con ello

jfcv ydx = lim j S, y)dx = lim 5,0,

es decir, la integral en consideracion es igual a la suma de la serie (54.3).

La definicién de la convergencia uniforme puede parafrasearse ademds de la ma-
nera siguiente.

Definicién 2. La integral (54.1), convergente sobre el conjunto Y, se llama uni-
JSormemente convergente sobre dicho wnjumo sl

lim sup. j flx, y)d'x' =0, (54:4)

Sy 3
En efecto, si la integral (54.1) converge unifor sobre el conj Yenel
sentido de la definicién 2, entonces para todo & > O exisie taly, < b que se cumple
la desigualdad (54.2) siendo y € Y e 5, € 7 < b, y por consiguiente,
b
R L[ f(x,y)dx[ <& <n<b,

de donde proviene precisamente (54.4). Viceversa, si la integral en consideracién
converge uniformemente sobre el conjunto Y en el sentido de la definicién 27, en-
tonces de la condicién (54.4) se infiere, para cualquier £ > 0, la existencia de tal ni-
meroq, quecon¥E Yy p, < 5 < bsevenificala desigualdad (54.2). O

Si consideramos la integral

Fo.m'< jfur »)dx,

llegar a que, evid , Ia condicidn (54.4) implica que esta integral tiende
uniformemente sobre ¥ hacia cero para g — b = 0 (en la terminologia del p. 39.4,
el parAmetro aqui no ¢s ¥, como lo fue en el punto ionado, sino la variable n).

La convergencia uniforme sobre el conjunto Y de la integral (54.1) significa tam-
bién que cn este conjunto ia funcién

S0, m = | 15, y)dx (54.5)

tiende uniformemente, para 7 — & — 0, hacia la funcién (54.1).

Efectivamente, lo dltimo significa (véase el p. 39.4) que para todo £ > 0 existe
taln, < b, que para cualquier n que satisface la condicién n, € n < b,y cualquier
y e Y se verifica la desigualdad

18(y) — ¢, o)l < £,
Pero 3 ¢ b
*0) — @0, ) = [ 1%, yMx = [ fox.p)x = [ fix, y)x.
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Por eso

< .E.

&
[ for.01dx
v

De este modo, la condicion $(y, q}:.;é(y) para y — b = 0 es equivalente al

cumplimiento de las condiciones de la definicion 2, es decir, a la convergencia uni-
forme sobre el conjunto Y de la integral (34.1).
+ -
Ejemplo. Consideremos una integral #(») = § ye ™ “dx. A titulo de con-
@
junto ¥ tomemos el semicje ¥ 2 0 (para cualquier p < 0 esta intqgral diverge). Es
facil convencerse de que la integral en consideracion converge sobre Y. Para cual-
quier & > 0 converge uniformemente en el intervalo [, + o). Efectivamente, en
este caso se comprueba con facilidad, por ejemplo, el cumplimiendo de la condicién
(54.4):
lim sup

gt yaa
"

+ o
Iye"-'dxlv: lim sup e““”’- IIm e~ %" =0.

s ettt ¥ aa - @

Mientras tanto, la convergencia uniforme no subsiste en todo el semieje. En efecto,

+ @

5 ye Mdx|=
-

lim sup
=t = ¥a0

lim su%e W],

-+

es decir, en el conjunto ¥ la condicion (54.4) no se cumple.
Teorema 1 (criterio de Welerstrass), Si existe una funcion no negativa ¢ (x), defi-

nida en el intervalo [a, b) e integrable segtin Ri en todo seg la,n], don-
dea < y < b, de tal indole que:
1) 1, y) € wix), dondea < x < b,ye¥;
]
2) la integral [ ¢ (x)dx converge,
entonces la :mtgm." (54.1) converge unifor sobre el cony Y.

DEMOSTRACION, Ante todo, en virtud del criterio de comparaciém (véase el
p. 33.3), la integral (54.1) converge absolutamente y, por lo tanto, es simplemente

b
convergente, cualquiera que sea ¥ € Y. Luego, por lo que la integral _[ ele)dx es

L
convergente, para todo & > O existe tal g, < b, quesin, € 3 < b, entonces
b
I ¢(x)dx < ¢. En tal caso, en virtud de la condicidn 1 del teorema

L]
l[f(xy)dxi lflxy)ldxsjvcr)dxm. <1 <b, er

lo que significa precisamente la convergencia uniforme de la integral j flx, y)dx
sobre el conjunto ¥. O
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Con ayuda del criterio de Weierstrass se bl por ejemplo, que la integral
+ o
dx
_[ m converge uniformemente sobre todo el eje real — oo <y < + o,
—= ‘m
i dx .
En efecto, la integral j ———— = ge, ¥ para c quicrax e ¥ se
1+ x

1 1
1+ x2 + y? ST
Del criterio de Cauchy para la wmm-;encla uniforme de Ias funmnm sesﬁn un
parametro (véase ¢l p. 39.4) se obti las.
suficientes (que también se llaman criterio de Gauchy) para la convergencia unifor-
me de las integrales,

Teorema 2. {criterio de Cauchy de la convergencia uniforme de las integrales).
Para gue la integral (54.1) converja unifc sobre el cony, Y, es necesa-
rio y suficiente que para cualquier & > 0 exista tal n < b, que cualesquiera que sean
v yn", que satisfagan las condicionesy < n" < b,gn<q” < b,ytodoy € ¥, se
verifigue la desigualdad

verifica la desigualdad

I '[ fvc,y}dx] <&, (54.6)

Efectivamente, como ya se ha observado, la convergencia uniforme de la in-
tegral (54.1) es equival a que la funcion # (¥, n) tienda uniformemente al iimit=
(véase (54.5)), mientras que la desigualdad (54.6) puede escribirse, en las designa-
ciones de (54.5), en la forma

180y, 9") = 2y, 7' ) < &.

Por eso el teorema 2 no es otra cosa que simplemente una paréfrasis del leorema
4 del punto 39.4 para el caso que ahora se considera.

Ejercicios. Investiguense la convergencia y la convergencia uniforme de las integrales pa-

ra todos los valores del pardmetro e, indiquense las regiones de variacion del pardmetro o, en
las que tiene lugar la convergencia uniforme de las integrales:

+ 1
1 g’ dx 4 dx
* 1
dx
% e dx
j? T+x-a )\

—=

3, 'j“ embemalyy
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| dx

6. Investiguese la convergencia uniforme de la integral —— cuando
(x — a)® + b?

geR. b2 b,>0 do b > 0, respecti p> 1

54.2*. CRITERIO DE LA CONVERGENCIA UNIFORME
DE LAS INTEGRALES

En este punto se demostraré el criterio para la convergencia uniforme de las in-
tegrales, anélogo al criterio correspondiente para la convergencia uniforme de las
scnes (véase el p. 36.3), )

3.5 que las funciones f(x, y) ¥ g (x, y) estdn definidas para
g€ x< + oo, ey € Y{a es finlto, Y es un conjunto numérico), con la particulari-
dad de que la funcidn f(x, y) es continua respecto de la varigble x , mientras que

a3
gix, y) tiene la derivada a—:- continua respecto de x. Si

1) fa funcidn g(x, y) es mondtona respecto de x para cada y € Y, y en el conjun-
to Y tiende uniformemente hacia cero cugndo x — o

v
2) la integral j fix, ¥)dx estd acotada como una funcion de las varigblesn € la,
L

+ w)eye Yenelconjunio la, + w) x ¥;

entonces la integral o
| gt yifix,dx (54.7)
&

converge unifor sobre el conjunio Y.

DEMOSTRACION. De acuerdo con el segundo teorema del valor medio para las in-
tegrales {véase el p. 30.3*), para cualesquieran” ¥y, @ < 5° < n”, se verifica la
isualdad

_[ B, pM e, y)x = i
= gl’,») j S y)dx + g, y) [ Sk, yMdx, (54.8)
i

donden’ < £ < n° .Enﬂuadehmnmonzjddtwum.eﬁsumlwmtmu
M > 0 que para cualesquicra (1, ) & [2, + =) x Y tiene lugar la desigualdad

"
I!.{(x,y)dx' < M. Por eso

£ £
ljftx,ndx = I[ﬂx.y)dx + [ S, p)dx
v e a

I = 2M; (54.9)

£
< |]ftx.y)dx| +
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andlogamente,

< IM. (54.10)

'i'fh'-}ldx
i

Fijemos un ¢ > 0 arbitrario. En virtud de que la funcién g(x, ¥} tiende unifor-
memente & cero en el conjunto ¥, cuandox — + oo, existe tal 5, > 2 que, cuales-
quicra que sean x > 5, ¢ ¥ € ¥, se verifica la desigualdad

£
gt ) < e, (54.11)

Con ayuda de las desigualdades (54.9), (54.10) y (54.11), e (54.8) se deduce que
para cualesquieran’ > 5,y 7" > g, tiene lugar la estimacion

<

o
|j glr, Y)f . y)dx
!

£ L
< lgln' 0 “ﬂx.y)dxf + lg(n”, ) “fev,ndx‘ <
1 4

£
aM

De este modo, la condicién de Cauchy (véase el p. 54.1) referente a la conver-
gencia uniforme de la integral (54.7) queda cumplida. O

OBSERVACION. Se podria estimar la integral en el primer miembro de la igualdad
sin recurrir al segundo teorema del valor medio, sino procediendo de manera anélo-
84 a la que se ha usado en la demostracién del criterio de Dirichlet en el p. 33.6, in-
tegrarla por partes. Esto, no obstante, haria, més engorrosa la demostracién sin que
s¢ eviten, en esencia, los razonamientos repetidos, propios para la demostracién del
segundo teorema del valor medio.

El hecho de que 1a funcidn g(x, ¥) tiene derivada continua respecto de x no es
esencial y se debe sblo a gue el segundo teorema del valor medio en el p. 28.3* se ha

< IM

M- =
4M

demostrado bajo las dic de tal icid
+an
Ejemplo, La integral S '\;":‘nx{ dx converge uniformemente para
P X
- del x "
¥ 2 ¥y > 0. En efecto, la f gix) = 5 va doparax = ly

1+x
lim g(x) = 0, con la particularidad de que, por cuanto g(x) no depende de y,
r= 4 &

dicha funcibn tiende a cero uniformemente (cuando x — + o) respecto de y; ade-
més

1 - cos 2
_—wg_

N
lI senxya‘x‘ = “
(3 ¥ Yo

De este modo, ambas condiciones del t 3 estan plidas
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Prohls 32.D s que si las funci Sflx, ¥)y glx, ¥) estin definidas para

+ o
—®m<agx<+ =eye Y, siendo la integral I Six, y)dx uniformemente conver-

H
gente sobre ¥, mientras que la funcion g(r, ¥ ) es mondtona respecto de x y estd acotada en el

+ @
conjunio fa, + ) x ¥, entonces Ja integral S #lx, ¥)flx, y)dx converge uniformemente
a

sobre Y.
Ejercicios. 7. Sug que las funci Six) y glx, ¥) son continuas respecto de

x; ademds, cuandox — -+ oo, la funcibn g (x, ¥) tiende, de manera mondtona y uniforme res-
aglx,
pecto de v € Y, hacia cero y tiene derivada continua __s_(:_y_) X 2 a,ye Y, mientras que la
X
4+ m 4o

integral I Flx)dx es convergente. En este caso la integral i Six)gle, ¥)dx es uniforme-
a I

mente convergente sobre el conjunto ¥.
Investiguese la convergencia uniforme de las integrales:

-
senfx

8. 5 e o dxparaa 2 0,p 2 0,9 = 0.
x

Infx
9. ——dxparap 2 0,q 2 0.
S pr para p

54.3. PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES IMPROPIAS
DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO

Al estudiar las propiedades de las integrales impropias dependientes de un para-
metro, nos encont a do con la per i6n de los pasos limites relati-
vos'a.diferentes variables. Por eso demostraremos, ante todo, un lema concerniente
al problema en consideracién.

Lems 1. Sean X e Y dos conjuntos de mimeros ; la funcion f(x, y) viene definida
en'su producto X x Y (véaseelp. 41.2):xe X,y e Y, X, e yy50n unos nimeros o
infinitos cualesquiera ®, + o, — @, y existen los limites

elx) = lim f(x,y), xeX, y ¢() = Um fix,p), ye¥.
¥=¥yo X=X

Si la funcién f tiende uniformemente por lo menos hacia uno de los limites cila-
dos, existen y son iguales entre si ambos limites reiterados:
lim lim f(x,y) = lim lim flx, ).
x=Xg ¥=Jg y=yo X—Xo
DEMOSTRACION, Sup por &j lo, que la funcién f{x, ) tiende unifor-
memente en X hacia ¢ (x) cuandoy — y,. Entonces, para cualquier¢ > 0 fijo existe
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un entorno U/(¥,) tal que, cualesquicra que sean y € 5’{_}-0] N Y*yxe X, severifi-
ca la desigualdad

1f6c,9) = o)l <. (54.12)
Siy e Olyg) N Yeyye Ulyg) N Y, entonces
e, xy) = fle,p)l € 16 yy) = el + lolx) — fiix, po)l < &,
Pasando aqui al limite para x — x, obtendremos
W) - v e (54.13)

Conforme al criterio de Cauchy para la existencia del limite de una funcibn (véa-
se el p. 4.11), de (54.13) se deduce que existe un limite finito

lim ¥(¥) = A.
y=xo

Se ha d ado pues la exi ia del limite reiterado
lim lim fix,y) = 4.
¥=Jyo X=xy

Fijemos ahora y, € 0{)‘01 N Y. En este caso de (54.12), para y = y,, y de
(54.13), para y, — ¥, obtend , Tespecti

|f(x.y.)-w(xl<2i. Wop-Alge (54.14)

Para todo y € Y existe el limite lim fix, ¥) = ¢(¥). Por ello, siendo fijo
X=x0

»e f}UD M Y, para & > 0 dado se encontraré tal entorno U(x,) que para cual-
quier x & U(x,) 11 X tendremos

1k, p) = b)) < e (54.15)

De las desigualdades (54.14) y (54.15) para todo x € U(xy) N X se tiene
lolx) = Al € lplx) = fe, ¥y + 1fle, p) = O+ 190) — Al < 3¢,

lo que significa precisamente la existencia del limite reiterado
A= lim plx) = lim lim fix, »). O
] X—Xg ¥ b

Teorema 4, Sea — @ < @ < b 5 + o« y supongamos que la funcidén fix, ¥}
estd definida para todo x € [a, b), y€ Y, y en [a, b) es continua respecto de x para
cualguier y e Y. Entonces, si con v € [a, b) cualquiera la funcién flx, y) tiende,
unifor en &l seg [, n) hacia la funcién g(x) cuando y — y3*\ y ia in-

* Mediante & sc denota, como siempre, un entorno reducido.
=*1-Aqul y, es un nimero o bien uno de ios Infinitos e, + o=, — o,
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regral

L
| S, p)ax (54.16)
a
es uniformemente t‘onveﬁgeme sobre el conjunto Y, entonces
[ ]
|=m j_([x yidx=| lim ftx,y)dx = j ex)dx. (54.17)
L ] 3

DEMOSTRACION, Sig < 5 < &, de acuerdo con el teorema 2 del p. 53.1, tene-

mos
"

L]
I|rn Ef(,t yidx = [ vll_m"uf(x‘y)dx = [ olx)dx. (54.18)

Por eso, segun la definicidn de la integral impropia, la igualdad {54.17) se puede
escribir en otra forma:
L) Al
lim jrodx= dim o lim | S,y (54.19)
¥~ 0 ‘i 09 g=b=0 y-yg J

De este modo, resta demostrar la posibilidad de permutar ¢l orden de los pasos
limites respecto a las variables y y n para la funcién

K
(. n) = [ flx, pydx.
Esto proviene del lema demostrado més arnba. En cfecto, de acuerdo con
(54.18), existe el limite lim #{y, ). Por otra parte existe también el limite
y=ro

L) b
lm @(y,q) = Hm [ flx,y)dx = { fix, p)dx,

§=b-0 p=E-0 = 3
con la particularidad de que, por hipétesis del teorema, la funcién tiende a su limite
uniformemente en el conjunto ¥. Por consiguente, la validez de la igualdad (54.1%)

se desprende directamente ‘de la afirmacion del lema. O
Teorema S, Supongamos gue la funcidn f(x, y) estd definida y es continug (co-

ma funcién de dos varlables) en un “‘rectdngulo” semiabierto

x.»);acx<becgyed, —mw<achsg + o=

" —wgorada + @,
En este caso, 3i ta integral () = 1; [(x, y)dx converge uniformemeste en [c, d},
M
serd una funcién contil en dicho i
DEMOSTRACION. Cualguiera que sea y, € [¢, ], la funcién f(x, ¥) tiende unifor-
memente, para y — y,, hacia la funcién f(x, y,) en todo segmento [a, 3],
@ < n5 < b(vtascelp. 39.4). Por ello, de acuerdo con el teorema antecedente (via-
se (54,17,
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b b
lim @0 = { lim f(r, y)dx = [ fCr, yo)dx = $(0). O
y=» 4 r=» -~

Teorema 6. Cumplidas las suposicil del teorema 5, se tiene
d o L] b d
[20dy = {ay{fex. y)dx = {dx{ fix, y)dy. (54.20)
L3 [ a @ <

DEMOSTRACION, Si @ < 7 < &, entonces, segin el teorema 3 del p. 53.1, tené-

mos
d L] L] d

[ ay| sex pydx = | dx{ sx, y)dy. (54.21)

£

La funcibn (¥, ) = ff(x,y)n'xes continua respecto de y, ycuandon — b — 0,

a
tiende a su limite () unifor te en el seg [¢, d]. Por eso, de conformi-
dad con el teorema 2, el p. 53.1, en el primer miembro de la igualdad (54.21) pode-
mos pasar al limite bajo el signo de la integral para g — & — 0:

d L] d
.1’?.‘10; dyjf(x.y)dx = -liﬂnj o(y, n)dy =

L d d b
=[ lim_ &(,wdy=[e0)dy = [dy{/x, pdx;

y en este caso el limite obtenido es finito. Por consiguiente, cuando n — b — 0, el
segundo miembro de la igualdad (54.21) tiene también el mismo limite el cual, por
definicién de la integral umpropia. es igual a

dx]’_r(x »ydy. O
L
Demostremos un teorema sobre la permutacién del orden de integracién para ¢l
caso en que ambas integrales son impropias.
Ti 7.8 que la funcion f(x, y) estd definida y es continua en el
recténgulo .semfaba’mo

e, »):a<x<begy<d,
—mca<bg +m —m<c<ds + o,

S§i la integral 5
§ fex, yrax (54.22)
a

es uniformemente convergente en cualguier segmento [¢c,n],c < 5 < d, y fa in-
tegral "

§ St 2ydy (54.23)
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es uniformemente convergente en cualquier segmento [a, £l 0 < £ < b, y existe,
ademis, una de las dos integrales reiteradas

LTy

b b d
dy[ \ftx, y)ldx, | dx{ Iftx, »)idy,

existen y son iguales entre sf ambas integrales reiteradas

d L] b d
[dy[ fer,pydx y | ax{ fix, y)ay,
< a L <
es decir,
d b b d
| d¥{ rx,»yax = | dxf fox, ey (54.24)
DEMOSTRACION, Supong: por ejemplo, que existe una integral
b d
[ dx| 170e, p)1dy (54.25)

yseac < 7 < d. En virtud de que la integral (54.22) es uniformemente convergente
en ¢l segmento [c, n], de acuerdo con el teorema 6, tenemos

i dyi Slx, y)dx = E dxi Slx,y)dy. (54.26)
L3 a a €
El limite del primer miembro de esta igualdad para 5 — d — 0 es, obviamente, igual a
f dyf fix, y)dx.
L4 a
Probemos que el limite del sesunda miembro de la igualdad (54.26) es igual a
j a'x] Six, y)dy,
es decir, en este caso multapunb!eelpmlhme, paray — d — 0, bajo cl signo de
integral. Comprob si se cumplen las prem del 4 de este punto. La

T
funcién #{x, 7) = I Jix, ¥)dy es continua respecto de x (véase ¢l teorema 1 del

p. 53.1) y, por hupb;esns del teorema, en cualguier segmento [a, £], @ < £ < b,
tiende u:ﬂfmemente a la integral (34.23) cuando 7 — d — 0, es decir, hacia la

funcién F(x) = i_f(x.y)dy. Por fin, la integral
€

o b L]
[ ®0x, n)dx = | dx{ flx, y)dy
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converge uniformemente respecto de 5, ¢ < 3 < d, pues
d

19 (. < [ W, )1y,

mientras que la integral (54.25) converge por suposicion.

Por consiguiente, las condici del 4 para el segundo miembro dela
Idad (54.26) quedan cumplidas, por lo cual
b d 1] a4
lim &(x, n)dx = 1t ®{x, dx = |dx , ¥y
-__ojun)x § el ] § o )

Ast pues, Ia igualdad (54.24), que sc demuestra, se obtiene de (54.26) pasando al
lin-ute paray —d ~ 0. OO

ahora a d la derivabilidad de las integrales impropias depen-
dlenm de un parametro.

Teorems 8. Supongamos que las funciones f(x, )y ——— f{ y) estdn definidas y
son continuas en el rectdngulo semiabierto
A=fagx<bcsy<d,
—m<ag<bs +mw —m<c<d< + oo

af(x ¥)

L
Si fa integral E Six, yydx converge y la integral § dx converge unifor-
a

b
memente en el segmento’|c, d], entonces la funcion #(y) = j Jlx, y)dx es conti-
nuamente derivable en dicho segmento y H

b
d _ (afx.»n
d—yif[xny)dx = S_‘ay dx

DEMOSTRACION, Representemos la funcién $(y) = jf(x, ¥)dx en forma de
una serie convergente en el segmento [c, d]:

b o el
)= [ fendx= ¥ | f&xp)ax, (54.27)
a2 n=| Tin
donde n,, m = |, 2, ..., esuna sucesion fija tal que
b
afix, »)

ela,b)yn, =ay limq,=b, y la funcié 5 dx se repr &
=

ay
a
en forma en una serie convergente en ¢l segmento [c, d]

= Ta+1

>
!‘ LH{CT5) B E S afny) . (54.28)
ay e oy

a L]
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De acuerdo con el teorema 4 del p. 53.2, todo término de la serie (54.28) es una
derivada, respectg de la variable », del término correspondiente de la serie (54.27),
porlo cual, en virtud del teorema sobre la derivacién de las series (véase d p. 36.4),
la suma de la seric (54.28) es la derivada de la suma de la serie (54.27). O

Como ya se ha observado, todas las formulaciones y demostraciones anteriores

se refieren a las integrales impropias dependi de un pard que satisf;
las condici 1yv2), indas al principio del p. 54.1. De manera sumamente
aloga se ideran también los casos mds generales, por ejemplo, si

') ga<bg + oo,

2') para todo y € Y Ia funcién f(x, y) respecto de la variable x es integrabie se-
gon Ri en [E,nl,dondea < E<n<b,

La teoria construlda de Ins integrales dependientes de un pardmetro se extiende
de modo natural al caso en que una integral depende de dos o, en general, de cierto
nimero finito de pardmetrosyy, ... , ¥,. Con ello, muchas de las formulaciones de
las definici ylos ,al lgual que !n.g demostraciones, quedan invariables,
siempre que se da a las d ',, el sentido nuevo. Esto atafie, por
ejemplo, a la definicién de la convergencia uniforme y al teorema del paso al limite
bajo el signo de integral, solo conviene considerar que y = (yy, --- , ¥, ), ¥5 s un
punto del mismo espacio o el infinito, mientras que ¥ — y, se entiende en ¢l sentido
de limite en dicho espacio.

54.4. APLICACION DE LA TEORIA DE INTEGRALES
DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO AL CALCULO
DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

Hasta ahora hemos ido dos para calcular integrales definidas. El
primero de ellos parte de la definicién de la integral como un limite de las sumas in-
tegrales y es de amplio uso en los procedimi éricosde los clculos. S¢ estu-
diard méas detalladamente en el p. 60.4. El segundo método, que ya ha sido emplea-
do constantemente, se basa sobre la bisqueda de la funcién subintegral primitiva y
la aplicacién de la férmula de Newton — Leibniz. Resulta que a veces se logra obte-
ner los valores exactos de las integrales definidas, utilizando la teoria de integrales
dependientes de un parfimetro, La ventaja de este método consiste en que en algu-
~nos/¢asos: se:calculan, con ayuda de este método, las integrales de unas funciones
‘cuyes primitivas no son funciones elementales, debido a lo cual el procedimiento
usual en el que s¢ emplea la formula de Newton — Leibniz resulta no aplicable.

Ejemplo 1. Supongamos que se pide calcular la integral

1

arctgx
J= dx. .
j;—q——yl e Lt (54.29)

Demos a conocer los métodos de su clilculo basados sobre la sustitucidn de la in-
tegral dada por alguna otra que dependa de un pardmetro y para la cual (54.29) sir-
va de valor particular. aretgxy

Consideremos una funcién f(x, ¥} = b g y la integral
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t )

1) = jf(x.yldx = jx—t}% dx. (54.30)

o
Es evidente que la integral (54.29) se obtiene de aqui cuando y = 1. Puesto que
F gxy o(l)pmx--ﬂy?"?i—x:! =0 ?l—:-;!) parax — 1y cualquiery

fijo, la i I (54.30) g€ con I.od.oy.
1dad |70 y)] ' 1 | i
Peid ad.I 1+ x4yINT = X2 < Vi1-x*
1
; | dx  _x ., ;
y de la convergencia de la integr S \I’l—x‘=2_ se que la integral
1

“3‘..?'{,':,)*)&t 5431

ay

converge uniformemente sobre todo el eje real y, de conformidad con ¢l teorema 8
del p. 54.3, s igual a " (¥).
realizar sucesivamente los cambios de la variable de integracidnx = cosp ¥
t = tg¢, obtendremos
1

w/

: dx de
J ! = =
» 5 (1 + xIp?W1 - x? i 1+ yicoste

dt 1 g i x
= = ar - :
T reyie Vet Vieyrl, i ¥,?

De aqui, por definicién de la integral indefinida, se infiere que
L g
= (p)dy =— =Sy +VT+rD+C.
JO) 510))2 5"_"—"‘14-; &

Pero, de (54.30) se deduce que J(0) = O, porlocual C = 0y
Ji) = 21 In(y + VT + 9.

Sustituyendo aqul y = 1, obtenemos el valor de la integral buscada (54.29)
J= J(l}-——ln(l + \!‘)

La integral {54.29) puede calcul <I bién ap io la integracion respecto de

arcigx
un pardmetro. Al notar que b

dy
obtendremos para J la expre-
- [

21.=fi429
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X
s 5mjh_’1? (54.32)
1
S —

1 ¢ |
(1+x2y2)d'1—x3£v’1 -x
Por esta razbn podemos cambiar en (54.32) el orden de integracion (véase el teore-
ma 6 del p. 54.3). Entonces (haciendo uso del valor, obtenido directamente més
arriba, de la integral respecto de x), encontramos

1 | 1
dx x dy x -
J=\d =— =—In(l + V).
j J'S(l +xhy T -x2 2 j\l’l —yi 2 AR

dx
, mientras que la inte| converge.
- q gral j = Be

Ejemplo 2. Calculemos ¢l valor de la integral
+ -

Io) = S mx“x de. (54.33)

Se puede mostrar que la correspondi integral indefinida no se exg para
a # 0, en términos de las funciones elementales, a consecuencia de lo cual la in-
tcsraldmnosecalcuhpme]pmeadinﬁmwhabitulmayudadelafbrmulade
Newton — Leibniz.

La integral (54.33) ¢s convergente para todo valor de a. En efecto, sia = 0, en-
tonces, evidentemente, 7{0) = 0. Si, en cambio, « # 0, entonces, al realizar el
cambio de la variable ¢ = ax, se obtendré

+@

S ’“%‘dm ), s a>0
i) =

B

E ""%'m:a-!(n, 5 a<0.

Por cuanto la integral F(1) es convergente (véase el p. 33.5), convergerd también la
integral J(z).
Con el fin de calcular 1a integral (54.33), examinemos una integral més general

SET X

He, B) = 5 e~hx dx.
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Al derivar formalmente respecto de o bajo el signo de integral, obtendremos una

+om
integral S ¢ ~P% cosadx, la cual converge uniformemente respecto del paré-

metfoa, — @ < o < + o, cualquiera que sea 8 > 0 fijo. Por consiguiente, para
B > 0 (vtase el tomo 1, p. 26.4) se tiene

e, B) _ 5 s _ B
e g T OEeRaam
de donde a
f(a.ﬁ)=j—,@i'§5+c:(m— F+CIH).

Pero 1(0, 8) = 0, por lo tanto, C(8) = 0. Asi pues,
He, 8) = arcls% , B>0.

Nos interesa, sin embargo, el valor de la integral J(«, 8) para § = 0. Resulta
més simple tratar de argumentar la posibilidad de pasar al limite bajo el signo de la
integral /{«, f) cuando # — + 0. Fijemos un niimero & > 0y mostremos que la in-
tegral I'(a, 8) converge unifor del parmetro 8 en el segmento [0,
b], cualquiera que sea a * O fijo. Erecﬂvamcme, m:e.m.ndo por partes (véase el
p. 26.4 del tomo 1), obtendremos

-

l
x a®+ 8

+ s
5 e_maoosmx+ B senax dx
T T
a* + g ;f
L3

Ie's" O
x

Elijamos 5, de modo tal que para 7 2 n, s¢ cumplan las desigualdades

Ile-mumm+ﬂman| lel + b1 £
ol + g% | ot 2
+m

-
| j maco@ax*—ﬁsmxdt"lal-#b 5 g{;
"

o + gt 2
]
+e=

ax
En tal caso paran > u‘obu:ud.rcmosl K ”‘““

dxl < &, lo que preci-

L)
samente demuestra la convergencia uniforme de la integral I{x, §) respecto del pa-
rimetro § en cualquier segmento [0, b ). Ahora, en virtud del teorema 4 del p. 54.3,
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se tiene
Ha) = Ha, 0) = lim I, 8) =

signa;

0|y

tg >
.3
asl pues,

+ o
x/2, sioa>0,
Ie) = P k=4 0, s a=0,
ol -x/2, si <O

Cabe fijar la atencién en que la derivacion respecto de o en (54.33) llevarfa a una in-
L]

tegral divergente ] cos axdy . La derivacin se hizo posible, en F(x, £), graciasala

presencia del rnclare -85 8 > 0, lamado “*factor de ia”. Sed
“método de introduccién del factor de couwrsenda” el pmcedimnenr.o por cuyo in-

termedio sccdculalamtesraldehl‘ormnj f{x)dx, pasando a la integral
je-"wxux. ivando respecto de g, | do la infegral obtenida y pasando al

Iimme cuando § — 0.

Conociendo ¢l valor de f(x) es posible hallar con facilidad también los valores
de varias integrales semejantes. Por ejemplo, podemos mostrar ficilmente (de lo
que haremos uso en adelante) que

4=

|
S ﬁcﬁr bl (54.34)
Efecti integrando por partes, encontraremos
+o + o +
5 L:;Lﬂ,,,_ui R g = 2a 5 X oy =l
Ej
t m
1 + ax)
10. —_—dx e > 0
!: BT @:2:
/1
. S Q1 F 2 e,
cos X

arctg ax
12. X
S x(1 + b3
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be — 2
- E conar +eoske =2,

54.5, INTEGRALES DE EULER

Examinemos las integrales |
B(p.g) = [x7~1(1 - x)~"ax, (84:35)
o +=
re) = [ x~le~%ax, (54:36)
o

lamadas integrales de Euler de primera y segunda especie, respectivamente, la in-
tegral (54.35) lleva el nombre de funcidn beta y la (54.36), funcién gamma.
Aclaremos, ante todo, para qué valores de los pardmetros p, g y s tienen sentido
los segundos miembros de las férmulas (54 35) y (34 36) Canndcrtmn: al pnmlplo
1a integral (54.35). En el caso g I Ia fi 1 tiene dos peculiarida-

des: cuando x = Oymndox =1, porlomalrmcsuuunoshhmwalenla[or-
ma

172 ]
Bp.g)=[ 2P0 —xftax+ | X7l - x)ldx,
o 172
172

gral en el do miembro con la integral Sx“"ldx.
1

0
y la segunda integral, con j (1 — x)?~ 'dx, que son convergentes parap > 0y

Al comparar la primera i

12

g > 0, respectivamente, y divergentes parap < 0y g < 0, respectivamente, (véase
el p. 33.3), llegamos a que el dominio de definicién de la funcidn beta (54.35) en el
plano p, ¢ seré el Angulo rectop > 0, g > 0. .

Luego, la integral B(p, g) converge uniformemente en cada éngulo recto
P 3 P@ 2 qq cualesquiera que sean pg > 0y gy > 0. En cfecto, de acuerdo con
el criterio de Weierstrass, esto se desprende (véase el p. 54.1) de la desigualdad

1 - Xl X (1= )7, 0,

y de la convergencia, demostrada més arriba, de la integral

1
Bpg qg) = jfﬂ"' (1= xy"'dx, py>0, go>0.
Por cuanto todo punto (}3, q), p > 0, g > 0, pertenece a cierto dngulo p > py,
q > gy, siendo elegidos de modo adecuado los nimeros p, > 0y go > 0, enton-

ces, en virtud del teorema 5 del p. 54.3, la funcion B(p, g) ¢s continua en todo su
dominio de definicién.
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Con el fin de ¢l dominio de definicién de la funcibn g (54.36),
representémosla en la forma

I‘(.r)—j ""dx+§ X le~%dx. (54.37)

Mompuudwlmersmandomelmdombromnhm‘en&lSx’ ldx, la
cual converge para s > 0y diverge paras € 0, Dggnmosaquehmtmnlia‘“
]

% e *dx ge y diverge para los mi ! del pardmetro s. En lo que

se refiere a la segunda integral en el miembro derecho de la igualdad (54.37), conver-
ge para cualquier valor de 5. Esto proviene, por ejemplo, de la validez, para todo s,
de la igualdad x*~'e =¥ = o(e ~*%) cuando x — + o, y de la convergencia de Ia

integral I e~ %2gx =2¢~1'2 De este modo, la integral (54.36) converge para todo
J i
5 > 0y diverge cuando s 0.

Probemos ahora que la integral (54.36) converge uniformemente en todo scg-
mento [s,, 5;], donde 0 < 5, < 5; < + . Enefecto, seas) € 5 £ 5;; entonces,
sil € x € 1, se tiene

x:-vlc-x < xB= le-x.
ysix 2 1, se tiene
x"’e"” < a...11--Ie-x
1] -
y como las integrales I 1l Ry y ! X2~ e~ *dx convergen, de la férmula
i

(54.37) se deduce, en virtud del criterio de Weierstrass para la convergencia unifor-
mede integralés (véase el p. 54.1), la convergencia uniforme de la integral '(s) en el
scgmento {5, 53], De aqui proviene, en vista del teorema § del p. 54.3, que la fun-

cidn T'(s) es continua en todo su dominio de definicion.
Ejercicio 15, Demué que las B(p, g} y T {s) son infinitamente derivables.
Problems 33. Dembuéstrese que B{p, ¢) ¥ T} son las funciones analiticas.
Demos a conocer algunas propiedades de las integrales I'(s) y B(p, g). Ante to-

do, de la formula (54.36) sc obtiene directamente

r@)>0¢>0), (54.38)

en particular, la funcion g no tiene ceros. Luego, al integrar por partes, obte-
nemos

+ o - -
TE+1)= ! Xe Fdx = —-x‘e"‘l + 5 [ ¥ le ¥dx=3sT(s). (54.39)
o o .
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De este modo, sis > n(n = 1,2,..., ), entonces

I)=(-1s=-2)..6¢= T —n). (54.40)
Para cualquier 5§ > 0 puede elegirse un niimero entero no‘negativo n de modo
tal quesea0 < s — n g L{n = 0,1, 2, ...), y en este caso I'(s) se expresard, me-
diante la férmula (54.40), en términos del valor de la funcién gammia en cierto pun-
to del intervalo (0, 1]. En otras palabras, si se conoce el valor de la funcidn gamma

en el intervalo (0,1], se puede hallar su valor en cualquier punto.

Hemos de notar, ademés, que I'(1) = [ e™%dx = 1, y, por lo tanto, en vir-
tud de la formula (54.40), ’

Ti{p + 1) = nl.

De aqui s¢ ve que Ia funcién gamma (s + 1) es una prolongacidn de la funcién
51, definida sblo paras = 0, 1, 2, ... enteros, a todo ¢l semicjes > — 1de nlme-
ros reales,

Demostraremos las siguientes propiedades de la funcién beta B(p, g).
1. Para cualesquierap > Oy g > 0
B(p.q) = B(g.p} (54.41)
Para convencerse de esto, basta efectuar el cambio de la variabler = | — xen
la integral (34.35).
2. Para cualesquicrap > Oyqg > 1

-1
B@,g)= ——Blp.g- 1) 54.42)
@.q) ey e.q- 1) (54.42)
Anflogamente, en virtud de la simetria (véase (54.41)), para cualesquierag > 0
yp>1
p=1
B(p,q)= ————B - 1,9). 54.43)
@9 il ?-1laq (

En efecto, al integrar por partes (54.35) y observar que x°(1 -—
- xP 2= kPl = x72 — xP711 — xF"), obtendremos B(p, g) =

1 1
-y =1yt 4
:5(1 - xﬂ-’aﬂ:Ml + q__ijxﬂ(j - x)7 " dx =
P P . P
1 )
u E__Ijxﬂ—lu - xf~2ax - q;.lixp—l(l — xf~ldx =
2 L

Lo -1
e =g e-n- 14,00
P ?

de donde se desprende (54.42), y, en virtud de la simetria, también (54.43).



328 34. Integraies i ! ndientes de un pardmetro

3. Para cualesquierap > 0

1-2-3..(n-=-1)
Bp,n)=B(n,p)s —————————————,
B0 = BRI W el tpr A D

Esta férmula se obtiene como Itado de la apli ]" iva de la correlacitn

n=1,2,...

(54.42), si se toma en consideracion que B(p, 1) = sx""dx - .Sip=mes
P

8
(n = Difm — 1)!
m+n-n
Entre las funciones B(p, g) y I'(s) existe una correlacién que se establece me-
diante la formula de Euler

también un nimero natural, entonces B(m, n) =

T{p)T(g)

Bip.q) = —-. >0, >0. (54.44
.9 o+ ¢ p q )
D & 1 iendo el método de Dirichlet. Realicemos en la férmula
(54.36) el cambio de la variable x = (1 + )y, t > 0:
+@
T'is) — i~ {141}y
o X ()
(+ ey S y=e =

y pongamos § = p + q,p > 0, g > 0; entonces
+ o
I‘_(p+ ) +g=1g=(1+r)y
S e dy.
U+ 0P 5 ¥ x

Multipliquemos ambos miembros de esta igualdad por /! e integremos respecto
derentre Gy + oo:
+ o + o + =

e
T +4q) —_— = Pt PHa-lg={l+fydy  (54.45
b+q j T+ pee S ¥ ly. (54.45)

Realicemos el cambio de variable = = ®
miembro de la igualdad (54.45):

+m

1
-1
5 —'L-—drzjxﬂ"(! - x¥"lde = B(p,q). (54.46)

en la integral que figura en el primer
X

(L +1pP*e

Para calcular el segundo miembro de la igualdad observemos que

+m +

!‘ Py !. yrra-lg=trilrgy -
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+m +oe

= lim E = 1dr S ypra-lg=U+irgy  (54.47)
E=40

%
En efecto, designando &(r, £) = I yPHa-lg—+D2qy dela estimacién

k
£

0O, 0) -2, ) < i yrra-le=rdy,

+w +=
! i3, Bt < ! P (¢, Ot
0
concluimos que para ¢ — + Ola funcion (¢, £) tiende hacia &(t, 0) uniformemen-
o

te respecto de ¢ € (0, + oo} y que la integral ‘! #P=18(z, £)dt converge uniforme-

mente respecto de £, pues converge la integral (54.45). Por consiquiente, en el se-
gundo miembro de (54.47) podemos pasar al limite bajo el signo de la integral exte-
rior.

Luego,

+o =
j = ldp ]‘ yp+a—1e—(l+r).vdy:
@
= + o
= [ yrra=le=rgy I Pl eV, E>0, p21, g2 1. (54.48)
& o
La permutaci6n del orden de integracion es posible aqui, porque, primero, la in-

o
tegral (P! | ypra-le= Ut " dy es uniformemente convergente respecto de f en
£

cualguier segmento [0, 4], lo que se deduce de la estimacién uniforme de la funcién
subintegral
= Iy\p-rc—le-(lu)ys aF"yﬂ*E-lg-)‘, 0<r<ga.

+ a8
y dela gencia de la integral ]‘ yP+a=\e=Ydy, segundo, la integral
o
ypra=le=y j = Ve =gy
o

converge unifi te resp de y en cualquier segmento (£, b], £ > 0, lo que
se deduce de la estimacién uniforme de la funcidn subintegral
yPTA-lgm Pl =ty g ppta=lyp=lp=it
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y de la convergencia de 1a integral I t#=1e—¥gy; tercero, la integral que figura
]

en el do miembro de la igualdad (54.48) existe. De este modo, la legitimidad
del cambio del orden de integracidn en (54.48) se infiere del teorema 7, p. 54.3 (ob-
servemos que en este caso la funcién submtegral €s no negativa).

i el bio de variable 1y = u, ¢

].v"*“’r"dy § ?-le~ldt=T(@) | ¥ le rdy.  (54.49)
£ o ¥

Por fin, +m
lim [y 'e"dy =T (34.50)

E=+0 H
De (54, 45)—(5450)ablen¢mmhf0rmuh(54“)mp 2 1,qg = 1. Siahora
p>0yg>0, , segin lo d do, se tiene
]‘(p+ IT'g + 1)
Bp+Lg+ )z ————— -,
L Al s T

Aplicando las correlaci (54.39), (54.42) y (54.43), obtendremos la férmula
(54.44) bajo el supuesto de que p > 0, g > 0. O

54.6. FUNCIONES DE VALORES COMPLEJOS
DE UN ARGUMENTO REAL

En lo que sigue se considerarin sisteméiticamente las funciones de valores
complejos w(t) = u(t) + iv(r) del argumento real ¢ (las funciones u{r) y v{¢) ad-
quieren valores reales), Yn nos encontramos con los conceptos de limite y conti-

lad de las funci il La derivada de la funcidén w(r) se determina segiin
la férmula

w ) S we) + ).

Mostremos, por ejemplo, que, de acuerdo con dicha regla, (¢/*")° = iae'™’. En
efecto,
')’ = (cosat + isenat)’ = — asenat + fucosal =

=iaf{cosal + | senat) =ice’™

Andlogamente se determina también la integral (propig o impropia) de la fun-
cibnw = u + iv:
b & b

jwu)o‘:-:]u(r)n'r-pij vi)dt, — o ga<bg + =,

L]
La integral § ((x) + #(x)dx se denomine impropia, si lo es por lo menos una
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b
de las integrales jnmdx y jv(x)dr Adwoh;ils sngral imprasie j(u(rH

+ ivix)dx se llummverawlw si convergen tanto I u{x)dx, como tamblén
b
[ v

En este caso

b

L] ]
| weo) + iveonde = | ueniax + if veoux
L] L) a

La funcién w se denomina absolutamente integrable , si lo son las funciones u y v.

Es evidente que toda una serie de las propiedades de las integrales de las fun-

ciones reales (linealidad de la integral, aditividad de ésta segim los conjumos, etc.)

se extienden Ath a las funci de valores complejos. Observemos,

por ejemplo, que si wix)=u(x)+ iv(x), donde u{x) y v{r) son funciones reales in-
1)

tegrables segiin Riemann en ¢l segmento [a, &], entonces la integral I wix)dx es
3

L
también el limite de las sumas integrales o, = ¥ w(§)Ax(r = (l{Zf esla

i=1

particion del segmento [a, b),x,_; € §; € X, A% = x; — x_ i = L2, ... , k)
De aqui, al igual que para las funciones reales, se desprende que en este caso la fun-
cién |wix)| es también integrable segim Riemann y que se verifica la desigualdad

}E w(\')dxl [ E lwix)ldx.

Esta desigualdad es vilida bién para las funci de val plejos absolu-
tamente integrables en el sentido impropio, lo que s¢ establece por medio de un pa-
so limite.
Mas, en el caso de las funciones que toman valores complejos se debe tener
cuidado al recurrir a los anfilogos de los teoremas d dos para las fi
reales, La razédn para elle es que no todas las afirmaciones validas para las funciones
d:ll.rgummorul que toman sblo valores reales, s¢ extienden a las funciones de
plejos. Con una situacid j ya nos hemos encontrado al estu-
diar las funciones vectoriales {véase el p. 15.2 y también 37.9%). Por ejemplo, las
afmmm,mjmmﬂmmdenoﬂey.wrbwmo,sldeusnmscdeva
lommadjmmmnvihdupmhs' i de plejos. Esto lo de-
el ido en el p. 15.2, si sc escribe en términos de los valores
complejos.
A saber, consideremos una funcidn f(f) = cost + /sent, 0 < ¢ £ 2x; para
ella se verifica = f(2x) = 1, {t) = — sent + i cost. Por cuanto | f" (1)l =
sen“s + cos“t = 1, no existe tal punto £ € [0, 2], que se verifique f* (¢) = 0.
Por consiguiente, el andlogo del teorema de Rolle no tiene lugar en ¢l caso dado.
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Tampoco resulta cierta la regla de L'Hospital cuya d ién se ha basad
sobre el teorema del valor medio. Probemos esto con un ejemplo *).
i
Seaf(r) =1,g(t) =1+ f¢ 12 ,0 < t < 1. Por cuanto, de acuerdo con la

férmula de Euler, e/ = ms_li + i sen—li, entonces
r t

‘ 1 1
FA2) 2 2 -
'] = cos—t—z—-n-sen—!,—-l.

Por eso, !.'5:; J@) = lim glt)=0,¥%
f(l'} it
![_ua T = }i_ng 1+ =1. (54.51)

Teniendo presente que
g =1+ (2: - ?)e"’". 0<t<l,

obtenemos
13'(:)!;]5'5—2.»‘-1;i R et
1 4 H r
ol 1
Po
£ o 5 0 | iz @l .amcuem:mde lo cual

im L9 o (54.52)
=0 2'(1)

Comparando (54.51) y (54.52), nos convencemos de que en el caso dado la regla
de L'Hospital no es aplicable.

54.7*, COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA FUNCION GAMMA
Mostremos que ¢l comportamiento asintético de la funcién gamma
+m

T+ 1= g e~ xidx, 5> -1, (54.53)

puede ser descrito, para valores suficientemente grandes de la variable independien-
te's, mediante una férmula bastante sencilla que contiene sdlo funciones elementa-
les.

*} Este cjemplo se ha tomado del libro de W. Rudin “*Fund del anilisis
lico; (W. Rudin, Principles of mathematical analysis ,2nd ed., New York-Toronte- Lorndon.
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Es fécil ver que la funcién subintegral en la integral (54.53) toma su valor méxi-
mo cuando ¥ = 5. Realicemnos en esta integral el cambio de la variable de integra-
citn, trasladando el punto x = s al nuevo origen de coordenadas: x = 5 + y,yre-
alizando, a continuacidn, la transformacitn de semejanza con un coeficiente ignal a
§: y = §t, es decir, pongamos x = s(1 + t), Obtendremos

+m ¢
Tis+ =g i*! [ =0+ g, (54.54)
~0

Examinemos la funcién
e Ee U +1), —w<t<+ . (54.55)

Por cuanto ¢ (¢} = — fe™’, la funcitn ¢ decrece cuando 7< 0 y crece cuando £<0;
en el punto ¢ = 0 la funcidn alcanza su valor méximo (0) = 1. Luego, al poner

ROE —t+ 1 +1), —1<t< - (54.56)
obtendremos
plt)=e"), —l1<t<+ o, (54.5T)
donde para 7] < | & A
O e R
¥ por cso fz
R =t o), 1—0. (54.58)

As{ pues, la funcibn gamma puede ser representada en la forma (véanse (54.54),
(54.55) v (54.57))
o
T+ D =e2! [ M0, (54.59)

-1

donde el comportamiento de la funcidn h(f) para ¢ — 0 se describe por la correla-
cibn (54.58).
Antes de pasar a la deduccién de la férmula asintbtica para I'(s + 1) con
§ — + oo, aclaremos ¢l método de su obtencidon con ayuda de unos razonamientos
que no son muy rigurosos, pero verosimiles. La gréfica de la funcién ¢(r) es de la
forma expucsta en la fig. 229. A medida que crece el parametro s, la gréfica de la
funcién [ (7)F ird “‘apretindose’ contra el ¢ie de la variable 1 y el segmento unidad
del eje de ordenadas. Estd claro por eso que la integial
| e*at, (54.60)

en el segundo miembro de la formula (54.59) se aproximara perfectamente bien para
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grandes valores de 5, mediante la integral
5

{ et (54.61)
-8

donde > 0 es arbitrario, pero fijo, con la particularidad de que, con una exactitud
tanio mayor cuanto mayor sea €l valor del pardmetro 5. En otras palabras, sis es su-
ficientemente grande, entonces tanto para — 1 < { < =~ 3, como parat > &, los
valores de la funcién e™ ) son tan pequefios que cada una de las integrales

-8 -

j ey I &) gt puede ser despreciada con alto grado de precision. Es na-

-1 ] "
tural esperar que, siendo fijado 5 > 0, el error relativo que se obtiene como resulta-
do de aproximar la integral (54.60) con ayuda de las integrales del tipo (54.61), tam-
bién puede hacerse tan pequefio como se quiera, a cuenta de la eleccién del paré-
metro 5 lo suficieniemente grande.

En virtud de (54.58), al tomar § > 0 suficientemente pequefio, podemos aproxi-

mar con éxito la integral (54.61) por medio de la integral

, o

st s
S e ldt= ,— 5 e "y, (54.62)
5

Sié > 0, el segundo miembro de esta igualdad tiende, paras — + oo, hacia la in-
tegral de Poisson (véase el p. 48.2)

j e~ iy =vx. (54.63)

De resultas, para los valores grandes de s la integral (54.60) resulta ser, en cierto
sentido, bien aproximada por la expresion V 2x/s (véanse (54.62) y (54.63)). Por esta
razbm es natural tratar de demostrar una igualdad asintética

+m 2*
[ e0gq ~ ’—.s—— Vi,
=1 ¥
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Mostremos que esta igualdad realmente ticne lugar. Elijjamos arbitrariamente &,
0<ex< -;~.aninudde($4.ﬁ!).uistetalé.0 < § < 1, que para cualesquiera
t € [— &, 5] se cumple la desigualdad

‘h(:) + 5;' < ef?,

es decir, 1 1
- (i +e)r3<h(.l')4: - (3 —a)f".

Consecuentemente (por ser monotona la funclén e*), para cualesquieras > 0se
verifica la desigualdad
_(i+2een _u-20m
e 7 gt e 2

Integrindola en el segmento [~ &, 5], obtendremos
§ L+ 202 ] H _ (282
e ! dig S eMdr < § e 2 dr. (54.64)
M 5 -

Estlmcmos ahora en cuénto la integral (54.61), que figura en el medio de esta de-

d, se dife jadelai 1 (54.60) que nos interesa. Recordando gue la
funcion ¢ (r) = e = e~ /(1 + r) (véanse (54.55) y (54.5T)) crece en el intervalo
[— 1, —8] y decrece cn [5, + o), obtenemos para todos ios s > 1:

o
0< | eOdr - I Mgy =
21 s

=B +m
= E eU= N GhiNgy 4 i elr=Dhit kg o
=1 [}

+ -

. =&
< oY Dh=8) ! enWgy 4 o= 14 ; et <

.
< [e6 VRN 4 g6 DREN [ a1 g Ce™ (54.65)
-l
donde
a; = — méx[h(— 8), @)} > 0,

-
C =" P 4 MN[0t < + .
-l
Observemos que la funcibn A () (véase (54.56)) alcanza un méximo estricto.cn ¢l

punto ¢ = 0, con la particularidad de que #{0) = 0; por ello, h(~ 8) <0y
h(E) < 0.
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De la manera semejante se estiman lambién las integrales extremas en la de-
sigualdad (54.64). Al realizar el cambio de la variable de integracion

U=t }@3. obtendremos (véasc (34.63))

+ -

L 202 T
5 e PR ! ey L
{1+ 2 (1 + 2e)

Ahora, por analogia con (54.65), tendremos

L -d(l+k)s

=g

e

L

+

' _ (4 2epi2

j e

tl+3¢hﬂ L _u+upn
5 T gy =

P _ QM= (14262
e 2 e 2 oar+

T _Usme-na _(1+2)
I e 2 e ! oarg

_ts2ps-p? £ 2E gaane = grma
<e ¢ 5 e i dr+ e ? dt )=
=

_Q+ 2e)r— 182
2

e
2

(] o oo

+

_ 1+ 205~ 1082 2
e F] —n?
= ’—I 3 du <

_ 1+ 2eMs— 182
<e T Iz € e, (54.66)
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2 0+ 2002
dondenfz:%) 0.C;me ? Vin.

Del mismo modo se obtiene ta_mbih la estimacion

3 L (-2
0 — 2 —ay 3
< ﬂ(l ~ 5 e dt £ Cye 2 (54.67)
=3

. 3 (1 - 282
donde oy = g—;i)—s-—> 0,C;=¢ I Ix.

Al poner @ = minfa,, oy, o) ¥ sustituir (54.65), (54.66) y (54.67) en (54.64),
obtendremos, rara las correspondi C4 > 0y Cs > 0(dependientes
de g):

2% 2x
L RN o P 4 Sk gy —_— 4 Cye o,
Na+as % j € A e el

Dividamos la desigualdad obtenida por ¥V2x/s

1 §
+ Ce™® f——
Vit ¢ ‘\J e

1 * hi) 1 - s
—_— ety + Cee™™ | ——
= 2r f s Vi- 2 ¥ 2r
DI

Por consiguiente, pasando al limite para s — + oo, tendremos, cualquiera que
seae > O b
1

1 1
lim h)dy :
NrE" o In S ¢ S Vi—z

=1
5

Al hacer tender aqui ¢ hacia cero, obtendremos

0w
1
L T
2x =
5
o0, que es lo mismo, la igualdad asintética b o

o
S le~'(l + OFdr ~ P—;’L $ = + oo,

22—G429
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Al multiplicar ambos miembros de la igualdad por e~*s**!, en virtud de
(54.54), obtendremos la féormula asintdtica

-

T+ 1)~V2re™Ss ¥, s—+ o, (54.68)
lamada férmula de Stirling para la funcién g esta fé la es, evid

te, una generalizacion de la formula de Stirling para ¢l factorial de nimeros natura-
les (vase el p. 37.8), que se obtiene de (54.68), si ponemos en ésta § = n, pues
I'{n + 1) = n! (vkase el p. 54.5).

54.8*, SERIES ASINTOTICAS

En el p. 37.10* estudidbamos los desarrollos de las funciones en series de poten-
cias asintdticas cuando ¥ — + . Recordemos que la seric
a4y a,
g+ —+ =+ ..+ =+ ..
0 < o
se denomina desarrolic asintético de la funcién f parax — + o, si las sumas par-
ciales de dicha serie
a ay
+ e =

5, =g+ —
A= x x"

satisfacen la condicidn
1) = 5,) = o(—xl;) X~ + o,

El concepto de desarrollo asintético de una funcién se gencraliza del modo natu-
ral a las series segn los sistemas de funciones que forman las asi llamadas suce-
siones asintdticas.

Definiclbn 3. Una sucesién de funciones ¢,(x), n = 0, 1, 2, ... , definidas en
cierfo entorno reducido del punto a (finito o infinito) lieva el nombre de 16
asintética para x — a, si para cuglquiern = 0, 1, 2, ... , tiene lugar la correlacién

Pne 1) = 0fe, &), X —a. (54.69)

Son ejemplos de sucesiones asintéticas para x — @ las expresiones enlx) =
= (x — a), siaes un punto finito, y ¢, fx) = ¥~ ",sig = + wobieng = — =,
n=0,12... .

Definicitn 4. Seq p,(x), n = 0, 1, 2, ... , una sucesién asintética para x — a
La serie

apeplx) + @y x) + o+ a, @rix) + ... (54.70)

se llama serie asintética (o desarrollo asintético) para x — a de la funcién dada f,
definida en cierto entorno reducido del punto a, si sus sumas parciales

5,060 = agpo(x) + 819,06} + .. + 8,0, &) (4.7
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fi la dicidn: para Iquiern = 0, 1,2, ... se verifica la igucldad asinté-
tica
fx) — 5,) = ole,x)), x—a. (54.72)
Lema 2. Sea ¢,(x),n = 0, 1, 2, ... , una sucesién asintdtica para x — a. Parg
que la serle (54.70) sea un desarrollo asintético de la funcién f para x — a, es nece-
sario y suficiente que se verifigue
J&) = 5,x) =0, &), x=a, n=012 ... (54.73)
En otras palabras, la serie (54.70) es un desarrollo asintético de la funcion f para
x = a cuando, y sdlo cuando, su suma parcial S, (x) sirva de valor aproximado dela
funcién f{x) con la exactitud de hastaOlp,, ., ,(x]) parax — a, es decir, el ordén del
error no supere ¢l orden del primer término que se desecha.
DEMOSTRACION DE LA NECESIDAD DE LA CONDICION (54.73). La correlacion
(54.72) paran =1, 2, ... puede escribirse en la forma
J&) = 8 &) = a,9,(6) = 0l X)), X —a,
de donde
Slx) = 5, _ () = a,e,x) + olp,(x)) =0, k), x—a, n=1,2,..
es decir, se cumple la condicioén (54.73). O
DEMOSTRACION DE LA SUFICIENCIA DE LA CONDICION (54,73). En virlud de
(54.73) v (54.69), tenemos

Jx) = 5,(x) =0 (¢, (x)} = Olole,x)) = olg,x)), x - a,

n=012..,
1o que coincide con (54.72). O
Resulta curioso notar que si para cualquiern = 0, I, 2, ... , s¢ cumple la condi-
cibn
J&x) = 8,(x} = O(g,lx)), x—a, (54.74)

mds débil comparada con la (54.72), se deduce de ella, en virtud de (54.69), la igual-
dad asintdtica (54.72). En otras palabras, ¢l cuamplimiento de la condicion (54.74)
para todon = 0, 1, 2, ... significa que la serie (54.70) es un desarrollo asintético
de la funcién f para x — a. En efecto, de (54.74) tenemos paran = 1, 2, ...,

f&x) = S, (x) = @y, {x) + Ole,x)) = Ole,(x)) =
= Ofo(p,— N = ole,_x), x~a,

es decir, la condiciém (54.72).

Si la sucesién asintética ¢, (x),n = 0, 1,2, ... , es de tal indole que existe un en-
torno reducido del punto a, en el que para todo n=0,1,2,.. tiene lugar la de-
sigualdad v, (x} = 0, entonces por analogia con el caso de lns series asintdticas de
potencias de las funciones obtenemos:

si una funcién f se desarrolla para x — a en la serie asintdtica (54.70), este de-
sarrollo es tinice y sus coeficientes se determinan sucesivamente segin las férmulas
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LES)
1
a= I 1), o= bm — [f&)- E amtx)],
k=l
B=1i2 i
No ot para la bi da préctica de los desarrollos asintéticos de las fun-

ciones dadas dicha férmula no es siempre comoda. Resulta més ficil 2 menudo ob-
tener ¢l desarrollo necesario por otro medio, en particular, en el caso de las integra-
les, integrando por partes. En este (iltimo caso la sucesién asintética [, (x)] no se
predetermina, por regla general, de antemano, sino que se construye, partiendo de
las propiedades de la funcibn dada en ¢l entorno del punto a.

Ejemplo. Desarrollemos en seric asintética, parax —~ + o, la funcién

+

o
Flx,a) = 5 %d:. x>0, (54.75)
x
{z > 0 es un parimetro), eligiendo la sucesibn asintdtica correspondi Por
cuanto
+ = £
cos/ X sent
Flx, a) = g r—“df-l-f S = dt,
x x

entonces, de acuerdo con ¢l criterio de Dirichlet (véase el p. 33.6), las partes imagi-
naria y real de la funcién F(x, a) representan en si, parax > 0, las integrales con-
vergentes. Por eso converge también la integral (54.75). Ha de notarse que las partes

real ¢ imaginaria de la integral—-; F ( 3.% ) las constituyen las integrales incomple-
tas de Fresnel (véase § 34)

+o + @

[ cost?ds, { sen02df.
x -l
Con el fin de convencerse de esto, basta realizar el bio de la variable de integr
ciont = 6%enla imesml%F ( 1,% )
Integrando por partes (54.75), obtendremos

+m +=

it ix it &
e ie e ie :
Flx,a)= g -l-n'-da‘:x—u—!u S -Fﬂ-dt=?¢—ram.a+l).
x x

Aplicando sucesivamente esta férmula a los valores de la funcién F, que se ob-
tienen en el segundo miembro, tendremos

. b 2 .t
Fle,a) = = — laF@r,a + l)=":—,-fﬂ[:T|-“i(a+ IJF'(x.u+2l] =
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e”  aite™  ala + 1)i'e™ (= Wala + 1)... (@ + n — 1it+1e™
= T T T LR *

x*
+ (=it lafe+ .. (@ + n)Fx,a+n+ 1) =
ik E' ale+ Do @+ k=1)  ala+ 1) o+ 1)
== . + x
x (u.yk ‘-n-l-l

X F(x, o + n + 1). (54.76)

k=Q

La serie .
:re_:‘ Z alo + I}..‘. (@+n-1 47
x (ix)y"

es un desarrollo asintbtico de la funcién Fx, o) para x — + eo. En efecto, la suce-
sibn de funciones ¢, (x) = e*x~"~% n = 0,1, ... , s, como es facil de compro-
bar, asintética, y para las sumas parciales 5, (x, a) de la serie (54.77) tenemos, en
virtud de (54.76):

IFGe, &) — S, 0x, o)l = |a{a+ 1) ... (@ + m)
1 PLLE P —

Fix,a+n+ I)I =

f""l
s
en
= afa + 1) ... (@ + n) S prrre f-f-‘| <
x
4o
dt
< ol + 1)... (w + n) j perr =
x

ale+ D..(a+n=1) e
= xetn =0 (xn+u )' s ahgsh s

es decir, se cumple la condicibn (54.74), y, por tanto, la seric (54.77) es, de hecho,
un desarrollo asintético de la funcién F(x, «) parax — + oo.

54,9 *, DESARROLLO ASINTOTICO
DE LA FUNCION GAMMA INCOMPLETA

Cualquiera que sea x > 0, para la funcibn gamma I'{s) se tiene

o x +m

Py = [ eletdt= [ o letars [ £lelar,
o [ x
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La funcién

v =

re.n® [ role~ar, x>0, (54.78)
x
se denomina funcién samm mcumpleta Esm definida para todos los valores reales
del parametro 5. Hal su btico parax — + oo. Realizando enel
segundo miembro de (54.78) la integracién por partes, obtendremos
+@

I'is, x) = ! Pl tdr =
x
+ o
=xle '+ 5-1) j F el = xle £ (s — DI — 1, %)

x

Aplicando sucesivamente esta férmula a los valores de la funcion gamma incomple-

1a, que s¢ obtienen en el segundo miembro, tendremos

Tis,x) =x""le %+ (s — D"~ Ze~% 4 ..

— D=2 fs—n+ " 4 (5= Dl - 2) ...

5—mT{E-n,x)=e""x (s-l)(.r—?.i;.(s—k+l)+

k=0

+ @5 — s = 2) .. (s = n)l(s — n, x).

De aqui, paran > s — | tenemos

L
o, x) = e=5 Z (s—lxs—z};.(s—k«»u':

X
k=0

=5 -1 =2 .. 6 —a)l'is—n,x) €
+ o Zf

€IE=1.ls—n) S =T i <

x
-

gl{s-—lxs—lj...&—n)l-"—_l;i— S e 'dt =
x

—-x -x
== Do b= Ml = o( , ) =+,
X

es decir, para las sumas parciales de la serie
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- 1Ms=2..ls=n+1)
x"

e~ x?

(54.79)
n=0

v para la sucesioén ¢, (x) = x~"*°*+!e =%, que es asintética (lo que se comprucba
con facilidad), la condici6n {54.73) se cumple cuando x — + . De este modo, la

serie (54.79) es un desarrollo asintético de la funcién gamma pleta I'(s, x)
parax — + o,

Enelp. 54.7*scha ado el primer término del desarrollo asintético de la
funcién gammaT'(s + 1) paras — + oo, Sé'pueden hallar también los términos si-
gui es decir, de llar la funcién gamma en una serie asintética. Esta serie
tendré la siguiente forma

1 1

2, -1 4 2 !
TG+ 1)~ @n)e™%s 1+ 3¢ — +
h ) ( T )

a f2\?
+ ks_il?'(;—) + . ), 5=+ o, (54.80

Aqui fc, ] es una sucesién de coeficientes del desarrollo en una serie de potencias (en
¢l entorno de cero) de la funcién 1 = r(z) definida mediante la igualdad

%zz = — h(t), donde h(r) viene dada por la férmula (54.56).

Puede obtenerse también el desarrollo asintético para el logaritmo natural de la
funcién gamma. El desarrollo citado tiene por expresién

InT'(s) ~ ( —-;-)lns«s+%ln21+ z W'
n=l
5= + o (54.8])

y se denomina serie de Stirling . Aqui, B, son los asi llamados nimeros de Bernoulli
que se definen mediante la igualdad

m=1 n
IR JERCES
£=0 1=0
(todos los nimeros de Bernoulli impares, salvo By = — }i , son nulos).
De la férmula (54.81) pod btener (por potenciacitn) el desarrollo asintéti-

co para la funcibn gamma en el que los coeficientes serén expresados en forma
explicita. Bl desarrollo tiene por expresién

1, % 1 1 139
T(s) ~ 2x)-e 55 14—+ - +..}, 5=+ 0.
6) ~ (e [ Tz T Tt T siseos? ] R
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La demostracién de las formulas (54.80) y (54.81) sale de los mirgenes & este
libro. La descripcitn de los métodos por cuyo intermedio se obtienen los desarrollos
semejantes se dan en el libro de M. V. Fedoriuk **Método del punto de ensilladura*’
M., 1977,

54.10. OBSERVACIONES SOBRE LAS INTEGRALES
MULTIPLES DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO
Hemos considerado més arriba las integrales **unidi ionales’” dependientes
de un pardmetro, es decir, el caso en que tanto la variable de integracién como el pa-
rémetro eran variables numéricas. Esta teorla se generaliza para el caso de las in-
tegrales miltiples que dependen de un pardmetro “‘unidimensional’’ o **multidi-
mensional”, es decir, de las integrales de la forma

Fp)= [ ftx,»)dG. (54.82)
- Aqui la funcién f(x, y) esth definida respecto de la variable x en el conjunto
abierto G C R” y es integrable segiin Ri en cualqui j D abierto y

medible segtin Jordan de tal género que B C G. El pardmetro y recorre cierto con-
junto ¥, el cual puede representarse, por ejemplo, por un subconjunto del espacio
m-dimensional R™, mientras que la integral (54.82) se entiende, en el caso general,
en el sentido impropio.
La integral (54.82) se denomina convergente, 5i para todo y; € Y fijo converge ln
integral
§ S, o)G.

Cuando n = 2, esto, como se sabe (véase el p. 48.3), s equival a la condicio
de convergencia de la integral

fLr&x, y)ldG.

A la integral convergente (54.82) (como también a toda sucesidn de conjuntos abier-
tos medibles segin Jordan G, k=1, 2,..., que agota de manera mondtona el con-
junto G) se le confronta del modo natural una serie de cuya suma sirve la misma:

[ fe )G = [ fe,3)G + T | fle, MGy \ ). (54.89)
km |

Por analogia con el caso unidimensional se define también Ja integral uniforme-
mente convergente.

Definicion S. La integral convergente (54.82) se Hama uniformemente conver-
gente, sl para todo ¢ > Oexiste uncompacto A C G tal que para cualquier conjun-
to D, abierto y medible segiin Jordan , para el cual A C D C DB C G se verifica la
desigualdad

| E S, »)dG N\ T < e.

Esta definicién es equival a la sigui




54.10. Observaciones sobre las integrales multiples s

Definicién 5° . La integral convergente (54.82) se llama uniformemente conver-

gente, si, fera que sea la idn de conjunt ﬂbiaﬂosymedfbkam.for—
dan Gy, k = 1,2, ... ,qwrmwdemw ndiona el bierto G, y el
ndmero £ > 0, existe un nid kg, dep diente de la ’_‘ dada y del nimero

¢, tal que para todo mimero k > k ¥ todos los y € Y se verifica la desigualdad
| | S, 2d(G \ Gpl<e.

Si la integral (54.82) converge unif en el conj G con relacion al
parh yeYy, la serie {54.83) es también uniformemente convergente
en G,

Para las integrales maltiples dependi de un pardmetro quedan vig los
teoremas sobre su continuidad, derivabilidad e integrabilidad,anélogos a los de-
mostrados Esta afi idén se comprueba con facilidad y no serd ¢l
objeto de nuestra consideracién detallada.

Se encuentran integrales que dependen de un pardmetro de un modo més
complejo: en las integrales citadas no sélo la funcién subintegral / depende de un
pardmetro, sino también el conjunto G, segan el cual se realiza la integracion, es de-
cir, G = Gk

Fl)= _[.f(r.y)drv (54.84)
at)

A titulo de ejemplo de tal integral en el caso unidimensional sirve la integral
]

dx
Fy)= \——, agy<h.
lx = yl®

Agui G(y) se compone de dos (salvo el casoy = aey = b) intervalos (g, ¥) y
o, b) que varian oo:lelcamhm del pardmetro y.
pl dlogo en el espacio n-di ional. Sea G un conj
toablertoenR".ysnponsamosqmp = p(x)escontinuaen G, p = p(x,y)cons-
tituye la distancia entre los puntos x e ¥, x€ G, ¥ € R", ¥ a €5 un cierto nimero.
Las integrales de la forma

uy) = 55‘_0%19 (54.85)
')
se llaman p ial laci al tipo (54.84), puesto que en calidad de con-

junto, ses{m el cual se rea]lm 1a integracién, sirve en dichas integrales el conjunto
G \ [y}, dependiente de y (¢l dominio de integracidn en la formula (54.85) s¢ ha de-
notado, como lo hacemos siempre, simplemente con G). Sia = lyn = 3, )a fun-
cién (54.85) recibe el nombre de porencial newtoniano .

Problems 34, Demuéstrese que si G s un conjunto abierto medible segiin Jordan y la
funcidnp = pix)es en su cl a, lai I (54,85) serd, paraa < n,
continua en todo el espacio.




CAPITULO VII

SERIES DE FOURIER.
INTEGRAL DE FOURIER

§ 55. SERIES TRIGONOMETRICAS DE FOURIER

55.1. DEFINICION DE LA SERIE DE FOURIER.
PLANTEAMIENTQ DE LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES

Definicién 1. La serie de la forma

a
-29 + E a, cosnx + b, sennx, (55.1)
=l
donde {a, |, [b,] son sucesiones de mirneros reales, se d ina serie frij étrica.
Sus sumas parciales son combinaciones lineales de las funci que
el sistema
1) cosx, senx, cos 2¢, sen 2x, ... , COSAX, SEN MK, ... . (55.2)

Definicitn 2. Ef conjunto de las funciones (55.2) se ilama sistema trigonométri-
.
Lema 1. El sistema trigonométrico (55.2) posee las siguientes propiedades :
1) Una integral , extendida al segmento (— =, x, del producto de dos funciones
distintas que integran el sistema es nuia (esta propiedad lleva el bre de
or lidad*) del sis (55.2)), es decir,

L s
j cosnx cosmxdy =0, n #m,

j sennx senmxdy = 0, n#m, (55.3)

"
jonsnxsenmxdx-n, mn=012,...;

2 j cos® nxdx = j sen’mxdx =%, n=1,2 ... (55.4)

* El origen del término *“ortogonalidad” sc expli enelp. 58.1,
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DEMOSTRACION. Para cualésquiera m, » enteros ¥ no negativos, siendom =+ a,
tenemos
w

sen nx sen mxdx = S[cns(n — mx — cos(n + mxldx =

H

1
2
- _senpn — myx|* _ sen(n + mx|"
An —m) )__ AUn + m) 1_
De modo andlogo se demuestran también las otras dos igualdades (55.3).
Demostremos ahora (55.4):

= 0.

B3| -

v[ws"nxdxn i(l + cos2nx)dx = w,

j sen’nxdx =

b=

j(l—ooahx)dx=t. O

Teorema 1, Sea -
j(x)=a_;+ Z a, cosnx + b, sennx (55.5)

n=l

¥ supongamos que la serie en el
memente en el segmento [— «, x]. Entonces

x

bro de esia igualdad converge unifor-

g - Ifmdx.-
ks

Ll 1
4y =0 Sf(x)cosnxdx. by = - gf(x)wnﬁxdx. n=12 .. (556
g -r

DEMOSTRACION, Por cuanto la serie, que figura en el segundo miembro de la
igualdad (55.5), converge unifi en el segr [— =, =], mientras que to-
dos sus términos representan funciones continuas en dicho segmento, entonces la
suma f(x) de la serie es continua en ¢l segmento [— =, x] ¥ la propia serie puede ser
integrada término a término (véase el p. 36.4) entre los limites de — = a 7

jf(x)dx_j a—;+ E .n"oosnx+bns=nnx)dx=
R n=1

-r

L4 - . L
=%—°Id¥+ E aﬂfcwmﬁfbn!‘mmﬁ=r%.
S n=] - -

De aqui proviene la primera de las formulas (55.6).
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5i la serie (55.5) se multiplica, término a término, por cosnx y sennx(n = 1,
2, ... ), las series obtenidas serdn también uniformemente convergentes en el seg-
mento [= x, x) {véase la propiedad 2° en ¢l p. 36.3).

Integrando término a término estas series y utilizando la propiedad de ortogona-
lidad (55.3) del sistema trigonométrico y las igualdades (55.4), tendremos

Sf(x]cosnxdx = 5 @, Cos 2nxds = na,,

-7

If(x)sennxa‘x = i b, sen’nxdx = b,

De las correlaciones obtenidas se infiere dir la férmula (55.6). O

Hemos de notar ahora que las integrales (55.6) tienen sentido no sélo para las
funciones continuas en el segmento [— , ], sino también, por ejemplo, para fun-
ciones, la integral de las cuales converge absol en este o

Recordemos que el concepto de integral absol g (como tam-
bién el de integral simplemente convergente) s¢ ha introducido sélo para las fun-
ciones definidas en cierto intervalo (@, b), — = £ a < b £ + o, que tienen tal
nimero finito depuntos x;, i = 0,1,2, ... ,k,a € x5 < x; < ... <X, < b,que
la funcién f es integrable segin Ri en cualquier seg [&;4 ;). donde
Xy <& <n <x. En este caso, si a = — oo, entonces x5 = — o, y si
b = + oo, entoncesx, = + oo. Los mimeros xg, ¥y, ... , x; $¢ denominan puntos
singulares de la funcién f. 4

Si, idas estas suposici la i 'glftx)[dxconvcrse.simpreliene

sentido y converge también la integral I Slx)dx (véase ¢l p. 33.5).

Las funciones se llaman absoluramente integrables en un segmento, s la integral
del valor absoluto de dichas funci converge en el mismo segmento.

Observemos que si una funcién es integrable segln Ri en clerto )
su valor absoluto es también mteg;rabk seglin Riemann en el mismo (véase el
p. 28.1) y, por consiguiente, una funcid grable segn R enun
¢s absolutamente integrable en &l

* 8ila integral de la funcién f converge absolutamente en el segmento [— =, =],

todas las integrales (55.6) para dicha funcién son también convergentes, puesto que
representan en si-las integrales del producto de la funcion absolutamente integrable
Jix) por una funcién da (seno o y, de do con el lema 2 en el
p. 33.5, tales integrales son absol convergentes.

Definicién 3. Supongamos que la funcidn f{x) es absolutamente integrable en el
segmento [~ =, x). La serie trigonométrica (55,1), cuyos coeficientes se determinan
por la férmula (55.6), se denomina serie de Fourier 0 , en forma mds detallada , se-
rie trigonométrica de Fourier, mientras que los mimeros a, y b, se llaman coeficien-
tes de Fourier de la funcidn f.

*) 1. B. Fourier (1768—1830), fisico y matematico francés,
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En este caso se escribe

ftt)—g;+ z a, cosnx + b, sennx.

Las sumas parciales de orden n de esta serie se designardn mediante S, (x, /) 0, de
forma més breve, S, (x). Subrayemos que aqui el signo ~ no es.una igualdad asinté-
tica, si.no simplemente una correspondencia: a una funcién se le asigna su serie de
F Elteoremnlpuedepuafrmsemtérminos ionados del modo sigui
Toda serie trigopnométrica un{formemente convergente es la serie de Fourier de
SU sumda.
Ejercicios. 1. Sup gue la funcién f es absol i ble enel

[- =, x]ysen -

f{x}—%a+ E a, cosnx + b, sennx.

En este caso, si la funcion f¢s par, setiene b, = 0,7 = 1,2, ... , s, en cambio, fes una
funcién impar, entoncesa, = O,n = 0,1, 2, ... .
2, ¢Serf la serie trigonométrica

-

sen nx
n)
=
una serie de Fourier?

En este parrafo se diardn las funci periddi es decir, tales funciones

f, para cada una de las cuales existe un T > ou!que,wnlqumaqucmxpenene-

ciente al dominio de definicién de la funcién f, los valoresx + Tyx — T pertene-
cen también a este campo y se verifica la igualdad
Sl + T) = fx).

Las funciones de este género se laman T-periddicas.

Ejercicio 3. Muéstrese que la funcién f que es igual a cero en todo punto racional y 8 uno
en todos los puntos irracionales, tiene como su periodo cualqui ional y ni
de los niimeros irracionales puede ser su periodo.

Sea f absolutamente integrable en ¢l segmento [—, 7] ¥, por consiguiente, s¢ le
puede asignar una serie de Fourier. Si la serie citada converge en cierto conjunto,
converge hacia una funcidn 2w-periddica, puesto que todos sus términos son
2x-periddicos. Resulta pues comodo que la propia funcion f sea “prolongada pe-
riddicamente’’ con el periodo de 2x. Las comillas se deben a que en la realidad la
funcion f puede ser prolongada peritdicamente solo en el caso en que f{—x) =
= /(7).

Si esta dicibn no se ple, 11 prolongacién de la funcién f una
funcidén 2 i6d btendré bajo el sup de que para cualquier pun-

2x-p ica fque se
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tox e [~ m, x) en el que gueda definida la funcidn f (recordemos que en virtud de

lai bilidad absoluta de la funcién f en el segs [= =, 7] &sta queda defini-
da en todos los p del a ibn, quizds, de su conjunto finito); te-
nemos

Fe+2ek) = flk), k=0, 41, %2, ...

Para el caso cuando f(— x) # f(x), tal prolongacién conduce a que los valores
de las funciones £y f, parax = =, no coinciden, No o por to los coefi-
cientes de Fourier de la funcidn se determinan con ayuda de las integrales (55.6), es-

1o no levaré a su cambio y, por lo tanto, las series de Fourier de la funcién dada fy
de la prolongada fcoinciden.

Diremos que en la mencionada prolongacién peribdica la funcién fpuede no ser
continua en los puntos 2xk, k = 0, & 1, & 2, ... , sila funcidn f es continua para
x = — wyx = . La funcibn prolongada f seré continua en los puntos 2xk, si f s

unua enx = — ¥ yXx = x, con la particularidad de que f{(— x) = f(r). La

idad en otros puntos se conserva cuando tiene lugar la prolongacién periddi-
ca: si f es continua en ¢l punto x € (— x, x), f seré continua en cualquier punto
X+ 2w, k=0,%1,+2...
La funci6n pmlon.g.udaf 5 deﬂ.olarh con frecuencia mediante el mismo simbolo

S que iza la fi
Sila fu:mén fes 2m- penbd:ca, al calcular sus coeficientes de Fourier {véase
{55.6)), la gracién puede reali en cualquier segmento de longitud 2, por

ejemplo, en ¢l segmento [0, 2x]:

Iy

o=t Ef(x)dx.

2r Ir
a,,=1— jfu)wmm by =— Ef(x)s:nnxdx.
x
Efecti si una funcidn ¢ tiene periodo igual a T y para cierto nimero

a € R es integrable sobre el segmento [a, @ + T, entonces, cualquiera que sea
b e R, scré integrable también ¢n el segmento [b, b + T, con la particularidad de
e b+T a+T
! el)dx = | pledx,
e+ T .

es decir, Ia integral _[ ¢ (x)dx no depende de como se elige el nimero a e R, Esta

jedad de las funci periodicas se demuestra facilmente por cambio de va-
nnb]e de integracién y recomendamos que el mismo lector lleve a cabo la demostra-
cién.
En el § 58 generali el pto de serie trigonométrica de Fourier, a sa-
ber, defini di las series de Fourier referidas a un sistema ortogo-
nal arbitrario de funciones Ahora, en el pirrafo presente, s6lo se estudiardn las se-
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ries trigonométricas de Fourier de las funciones absolutamente integrables (véase
también el p. 58.6).

Ante todo se estudiaré la cuestidn sobre las condiciones que garantizan la con-
vergencia de la serie de Fourier. Bn el caso de que la serie de Fourier de una funcién
dada f(x) converja bajo c:lmu condiciones, se aclararé a qué es igual su suma S(x)
¥, en particular, do coincide con la funcién fi{x). Se estudiard la *'velocidad™
de convergencia de las seri¢s de Fourier y las condiciones de que ésta depende. Se
mostraré que incluso en el'caso cuando la serie de Fourler de una funcién continua
diverge en ciertos puntos (ejemplos de tales serids existen), a base de la serle puede
restablecerse la propia funcién en todos los puntos. Veremos, en fin, que desde cier-
to punto de vista resulta natural considerar la convergencia de las series de Fourier
no s0lo en ¢l sentido habitual (como convergencia de una sucesidn de las sumas par-
ciales en un punte o convergencla uniforme), sino de manera sumamente-diferente,
a saber, en el sentido de la media cuadrética (véanse los pp. 55.8 y 55.9).

55.2. COEFICIENTES DE FOURIER QUE TIENDEN A CERO

Es de gran importancia ¢n la teorfa de las serics trigonométricas el hecho de que
{os coeficientes de Fourier de una funcion absplutamente integrable tienden hacia
cero cuando n — o, Se deduce el hecho de una afirmacion algo més general que se
demuestra abajo y se emplea frecuentemente en las investigaciones concernlentes a
las series de Fourier y los problemas contiguos.

Teorema 2 (de Riemann). Si lz funcidn [ es absolutamente integrable en el inter-
valo (a, b}, sea éste finito o infinito, entonces

] &
lim ! Sx) cos pxdx = lt_m-[ Sx) senwxdx = 0.

Corolario. Los coeficientes de Fourier (55.6) de una funcidn absolutamente in-
tegrable en el segmento [— =, x] tienden hacia cero cuandg n — co.

Antes de demostrar estas afiraciones, introduzcamos algunas nociones que en
adelante serdn de empleo frecuente.

Definicién 4. Pam cualquier funcidn f, definida en todo el eje numérico, la

is de un conjunto de p en !asmalesf[x) # 0 lleva el nombre de porta-

d'or de fa funcidn y se dmgr:a supp f*.

Definiclén 5. Una funcidn f, definida en todo el eje numérico , se denomina fini-
ta, siempre que su portador estd ido en cierto finito.

Definicién 6. Para todo conjunto X dispuesto en una recta numérica , la funcidn

1, si xekX,
X)) = yylx) = [0. i LEX,

recibe el nombre de funcién caracterlstica del conjunto X,

*) Proviene de la palabra latina supportus,
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! ]
i '
1 |

Ol [ b
Fig. 230

in 1 fig. 230 sc expone la funcién caracteristica de un semiintervalo del tipo
[a, b).

Definiciém 7. Una funcién f, definida en todo el efe numérico, se llama escalo-
nada finita, siempre que es combinacidn lineal de un nimero finito de funciones
caracterfsticas de los semiintervalos disjuntos dosa dos la;, b;),i = 1,2, ... ,m,es
decir, si puede ser representada en la forma

o= ¥ M (55.7)
J=l

(fig. 231), donde x;(x) es la funcién caracteristica del intervalo la;, ;) » Ay,
i=1, ..., m,son clertos nimeros reales.

No ¢5 dificil convencerse de que si no se requiere que los semiintervalos [a;, ;),
i=1,2, .. ,m, sean disjuntos dos a dos, se obtendr4 una definicién equivalente.
Esto se deduce de que la interseccidn de un nimero finito de los semiintervalos aco-
tados en ideracion es también un fintervalo del mismo tipo.

Evidentemente, toda funcidn de la forma (55.7) es finita.

Una funcién escalonads finita f es i ble en todo ¢l ¢je numérico y, ademaés,
si estd dada por la férmula (55.7), entonces

+ = m

= ” by m
Iftx)dx= ; N xiax= ¥ dex:E Ay — ay).
= =1 = i=] a fm}

Ejercicio 4. Demué que cualquier funcidn inua en un es el limite de

una sucesién uniformemente convergente de las funciones escalonadas finitas tuyos portado-
res pertenccen al mismo segmento.

¥
N
1| EI i
AR
[] L__i z

Fig. 231
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Lema 2. Para cualguier funcién f, absolutamente integrable en un intervalo fini-
to o infinito de extremosay b, — © € a < b € + o, existe una sucesién de ta-
les funciones escalonadas finitas ¢, n = 1, 2, ... , que

1°) suppe, C (a, b),
b
2% lim { I/(x) = e, (0)ldx = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que la funcidn f es absolutamente integrable en un
intervalo cuyos extremos son ¢ ¥y b. Admitamos,.para queesi ble en
cualquier segmento

[t,n], —o<a<i<n<bg + o

(el caso general de una funcién absolutamente integrable, véase el p. 55:1, se reduce
con facilidad al caso que s¢ idera). Ent: de acuerdo con la definicién de
integral impropia, para cualquier nimero fijo & > 0 existen tales nimeros £ ¥y que

3 ]
E:fu)mx + xlfu)lﬂ 4;;. (55.8)
T

La funcién f es integrable segin Riemann en ¢l segmento [£, 3] y, por consi-
guiente, si designamos con 5, la suma inferior de Darboux de la funcién f, corres-
di a cierta particién v del segmento [§, 0], tendremos

Jim,s, = Ejfu)dr.

donde &, es la finura de la particién 7. Por ello, existe una particién 7y = =4 del

segmento [£, 7] tal que si 5, es la suma inferior de Darboux para la funcién f,
correspondiente a la particion 7g, es decir, si

k
5, = max, my= _ inf__ [,

X | RXSK]
Axq=x=x_y, i=12..,k,
entonces n
€
0<g Sf(x)dx = 51 (T'
1]

donde £ es el nimero fijado anteriormente.
Pongamos
_my, si o x Sx<x, i= L2,k
L [o. six<i 6 x27. (55.9)

23—642%
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Evidentemente, ¢ {x) es la funcidn escalonada finita,

L]

suppe C 6,11 € (@,8) ¥ [elddr= T max =5,
13 =]
Por consiguiente,
!. [f(x) - wm]dx = jf[x)dx - ]w{x)dr <:— 5 (55.10)
£ £ i

con la particularidad de que por cuanto ¢(x) € f{x), ¥ € x < 7, entonces
J&) = elx) = 1flx) — plx)l 2 0.
De las desigualdades (55.8) y (55.10) tenemos:

& £ L] b
f e = weeddx = [ 1f0tdx + | ) = etlax + | 1f(x)ldx < e.
e @ £ ]

. . 1
Suponiendo, por ¢jemplo, e = oy y denotando las correspondientes funciones es-

calonadas finitas ¢ mediante ¢,, # = 1, 2, ... , obtendremos una sucesién de fun-
ciones escalonadas finitas ¢, , para la cual se cumple la afirmacién del lema. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Sea x (x) la funci6n caracteristica del semiinterva-
lo [£, 5). Para todo intervalo (a, &) > [, n) tendremos

]
cospf — cos
]h}‘ljx{xlscﬂvxdﬁr: | Iacﬂyxdx-: w_’e__""!=0’
l—‘ﬂ, " : Liae L
pucs
lcosp.t - cosm| < lcosefl + lcoswyl ‘i

v 1 v ¥

Por [ funcion lonada finita es una combinacion lineal de un

* finito de funci caracteristicas de los semiintervalos del tipo idera-
:o. 12 afirmacion del teorema queda vélida también para toda funcién escalonada
finita.

Ahora, si la funcién f es absol i ble sobre el intervalo de extremos
ayb, - o g g<bg + o, paracualquier nimero & > 0, con arreglo al lema,
existe una funcidn escalonada finita ¢ tal que

)

-0, ¥— ™.

jlf(x) - plx)ldx <;; .
Para csta i6 lonada (por para las funci lonadas el teorema
ya ha sido demostrado) existe tal », que con lvl 3 »,

&

' Svﬁx}senvxdx} < ;— .
a
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Por ello, al hacer uso de la identidad f(x) = [(f{x) ~ ¢(X)] + @(x), paralvl > »,
obtendremos

& b
|{ rersenvae| < || e - ooonseneas| +

+

L] ]
‘I w(x)semxdx‘ q.] \f{x) - w(.r)ldx +
]

+ w(x)senyxdxl <i 4L aa
} 2 72

Esto es indicio de que I.i_m If(x)mrxdx =0,
De modo andlogo se demuestra que
b
lim § flx)cospxdx = 0. O

b=

553, INTEGRAL DE DIRICHLET. PRINCIPIO DE LOCALIZACION

Sea la furlﬁénf(x) nbwlummente integrable en el seg [—= =, x). Hallemos
una expresi b para igar, de la suma parcial S, (x; f) de la serie de
Fnurier dela funclbn f, llamada también simplemente suma de Fourier de n-ésimo
orden,i = 0,1, 2, ... , de dicha funcidn . Al sustituir en 5, (x; £} la expresién para
los coericiemes de Foulicr (55.6), obtendremos

Splxi N = %"+ Z ay coskx + by senkx =
k=1
L

§ Slode + E -lw ! S(t)cosktcoskx + senkisenkx) dt =

_1
il cosk(f — dr. (55.11
e 5!(1)[ ,E , (0 x)] r. (55.11)

Pongamos

D,(u:% + ¥ coskt, (55.12)
k=1

entonces la formula (55.11) se escribird en la forma

) .=:_ So,,(r - X))t (55.13)

23
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La funcién D, {t) se llama nicleo de Dirichiet y 1a integral que figura en el segundo
miembro de la igualdad (55.13), integral de Dirichlet .
Lema 3. El nicleo de Dirichlet:
1) es una funcidn par continug 2x-periddica, con la particularidad de que
1
DO =n +;

2) satisface la condicién
2, jﬂ,,t:)dr =1 (55.14)
*

Neuwandort += 2ok k=0, =1, 2,...:
1
sen (n + E )e‘
Dt)= ——— . (55.15)
2sen—
2

DEMOSTRACION. La continuidad, la paridad y la mslem:la de un perfodo, igual &
2x, para el nicleo de Dirichlet D, (¢) se desprend de su defini-
c‘ifm, es decir, de la férmula (55. !.2) De la misma férmula se infiere también la
igualdad (55.14): para obtenerla, es suficiente integrar en el segmento [— =, ] am-
bos miembros de la igualdad (55.12):

SD,,(!)d.r = -;: 5 Scmkrd'f =%,

pues, cuando £ = 1, 2, ... : j coskt dr = 0.

Demostremos ahora la foérmula (55.15). Tenemos:

n{ﬂ—— + E coskt = ————me : (m;— + 2 Zsen;— mskl) =
zﬁﬂn;— k=1

k=i 3

n
m—l—smL+ mulpll—seng:-‘-—l-: =
e ) == :
" kw=]

2sen
2
1
en a+i t
= ek, k=20 =) x2...

t
2 sen—
2
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Observemos que por ser par el nicleo de Dirichlet,
a

| Dyt = j D, (t)dt,

por lo cual
j D,(t)dt = zj D, ()t

De aqui y de la propiedad 2° del niicleo de Dirichlet se deduce que

2
— (DM = 1, (55.16)
z L]

Indiquemos, ademés, que ¢l segundo miembro de la igualdad (55.15) tiene senti-

do sélo cuando ¢ # 2xk, siendo k entero. Pero, como
1
sen (ﬂ + 5 )r t
m — = ‘IAI:E'.D,,(:) =n+ 3

— k=
! Zseni—
2

n (544 )
la funcién SRR puede ser definida adicionalmente para ¢ = 2xk, &k = 0,
2 uu—zm
+ 1, + 2, ... , considerando que su valor en cada uno de estos puntos es igual, por

idn, definida adicional de este modo, es conti-

definicién, an + % . Una fu

nua para f = 2rxk, cualquiera que sea k entero.

Vol a iderar la funcién f, absolutamente integrable en el segmento
[— =, x]. Para nosotros seré de interés, en particular, el limite de la sucesion de su-
mas parciales S, (x) de su serie de Fourier. Hemos de notar que ¢} paso directo al
limite, para n — co, en el segundo miembro de la igualdad (55.13), s decir, ¢l paso
al limite bajo e! signo de integral, no es posible, puesto que el limite del nicleo de
Dirichlet para # — o no existe. Prolongamos la funcién f desde el semiintervalo
[ , =) en una funcién 2z-peribdica y designémosia también con f (véase en el
p. 55.1 la infor i6n més detallada sobre la prolongacion peribdica).

Demostremos el siguiente lema.

Lema 4. Para la suma parcial de Fourier S,,(x; f) de una funcién 2x-periddica
absolutamente integrable f son vdiidas las formulas

8,000 271'_ 5 D, () fx + t)dt (55.17)

-
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y 1 x
5,00 e jD,,(f}lf(x + 1)+ flx — H)de. (55.18)

Corolario, Para cualesquiera € (0, =), x € [— =, x] la suma parcial 5,(x; ) de
kr .wm de Fourier de unafunndn 2x-periddica absolutamente integrable f posee la
T repr n integral asintdtica:

&
S, ki) =% 50,(:)[}"& + 0O+ flx—Dldt +0(1), n—oo, (55.19)

DEMODSTRACION DEL LEMA. Realicemos en la integral de Dirichlet (55.13) el cam-
bio de variable de integracidn v = ¢ — x:

S,0; ) =.'l_l SDHU - xYf(t)dr =

-

r—x

=% S D, ()f(x + u)du =:_ Su,,(umx + w)du. (55.20)

Aqui hemos aprovechado otra vez la circunstancia de que la integral de una funcién
periddica extendida al segmento cuya longitud es igual al periodo de la funcién, no
depende de la posicion de dicho segmento en el eje real (véase el p. 55.1) y hemos
aplicado esta propiedad a la funcidén D, (u)f{x + ) que es 2x-peribdica segin u.
Asi pues, la férmula (55.17) queda demostrada.

Con ¢l objeto de demostrar la formula (55.18), repr el |
miembro de la igualdad (55.20) en forma de una suma de dos integrales cuyos mter—
valos de integracitn son [— , 0] ¥ [0, x]; en la primera integral realicemos el cam-
bio de variable u = = fy hagamos uso de que el niicleo de Dirichlet es par:

D,(— u) = D,(u)
(véase el lema 3). Como resultado tendremos:

8,00 ='l SD,,tulﬂx + w)du =

- fn,wmw i+ Epn(umx Sl
]

i
= ID,,(r)f(x— ot +:_—ID,'(H)J"L¥ + u)du =
L] o
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=—'L jn,,mmx + 1)+ S — DML,

La férmula (55.18) también queda d 1a. O
DEMOSTRACION DEL COROLARIO. Fijemos-un namero §, 0 < & < =, y represen-
temos el segundo miembro de (55.18) como una suma de dos integrales de la manera

siguiente: [ *
Sy = — j+’_5. (s5:21)
w
Por 1a funcién . es inua y, por lo tanto, acotada en el segmen-
2 sen%

< ———-—1 - )‘ mientras
1

2 scn? 2 sen2
la funcién f(x + 1) + f(x — 1), para cualquier x € [— =, =] fijo es 2x-peribdica
seghin ¢ y absolutamente integrable en el segmento [~ =, «], entonces en [3, x] serd
absolutamente integrable también el prod de dichas funci
fle+0) + flx = 1)

Jsen-—f—-
2

el teorema 2 ¢n el p. 55.2), la segunda integral en el segundo’'miembro de Ja igualdad
(55.21) tiende hacia cero cuando n — oo, es decir,

LJMM sen (n +l )rd’f = g(l), n— e
x t 2
2 sen—
2
Sustituyendo esta expresién en la férmula {55.21), obtendremos la (55.19). O
De la férmula (55.19) se infiere una propiedad importante de las series de
Fourier, llamada principio de localizacién. Enunciémoslo en forma de un teorema.
Teorema 3 (principio de localizacibn). Si f es una funcidn 2x-periddica absoluta-
mente integrable , la existencia y el valor del limite de la sucesidn de sus sumas ,w!-
ciales de Fourier S, (x; f) en todo punto xy€ (— =, %] di de sélo de la
y del valor del Hmm , para n — oo de la integral
&

to {5, »] (a saber, paratodore[s, x]:0 <

. Por esta razon, de acuerdo con el teorema de Riemann (véase

- jo.mmxo + 1) + flxg — O,

donde & es un nimero positivo m mwm como se qmem
Subrayemos qu: en la exp i I de la integral citada figuran sélo los
1 de la fi Sfenel fxo —ﬁxﬂ+ 5]y, de este modo, la existen-
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cia y ¢l valor del limite de las sumas parciales de la serie de Fourier de la funcion f
solo dependen de sus propiedades en el entorno del punto x;, o, como suele decirse,
de sus propiedades locales en las cercanfas del punto x;,. .

Del principio de localizacidn proviene que si en un entorno, tan pequeno como

se quiera, del punto x, las funciones /'y g coinciden, entonces los limites iim §(x;;

s o

£y lim S(x; g) existen o no simultdncamente con la particularidad de que si di-
A=

chos limites existen, son iguales. Es de interés particular que las series de Fourier de
tales funciones son, en el caso general, diferentes, pues en las férmulus para los co-
eficientes de Fourier figuran los valores de la funcidn en todo el segmento [— =, 7].

55.4. CONVERGENCIA DE LA SERIE
DE FOURIER EN UN PUNTO
En este punto se considerarin las funciones 2x-periédicas absolutamente in-
tegrables en un segmento de longitud 2, las cuales tienen sblo puntos de disconti-
nuidad de primera especie, a consecuencia de lo cual en todo punto x; del eje numé-
rico existen limites unilaterales:

*Eﬂ:ﬂflxa+ k) = fixp + 0), .]i"faﬂ‘x“ — k) = flxg — 0)

Definicién 8 (de Lebesgue *)). Un punto xyse Hama punto regular de la funcién f, si
+ 0) + - 0]
flrg) = -{“o_’_szfg__)_

Evidentemente, todo punto de continuidad de una funcitn es su punto regular,
Si xg es un punto de discontinuidad de primera especie, a titulo de sus derivadas
unilaterales £ (x} ¥ f_(x) intervendrén los limites
iimf(x+ h) = flix + 0)

£300) = lim* -
S = h) = fx = 0)
Sy = N T

En aquel caso cuando la funcidn es continua en el punto x, y, por ende,
S+ 0) = f(x = 0) = f(x), la definicién enunciada de las derivadas unilaterales
coincide con la-aducida anteriormente (véase el p. 9.1).

Para'que la enunciacidn del teorema sobre la convergencia de la serie de Fourier
sea' mas codmoda, introduzcamos una designacién

SO+ + &= 0 = fx + O - f&x ~ 0. (55.22)

Es obvio que en el punto regular x la funcién f2(f) tiene por expresién

S = flx + 1) + flx — 1) = 2Ax).

* H. L. Lebesgue (1875—1941), matematico francés,
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Nos haré falta el siguiente lema sencillo.

Lema 5. Para la funcidn f, 2x-periddica y absolutamente integrable en el seg-
mento de longitud 2=, las integrales

] L ]
ji;(‘_“m, 0<s<m, y}i&"—m (55.23)
i 2 ;

convergen o divergen simultdneamente.
DEMOSTRACION, En efecto, para cualquier §, 0 < 8 < « la funcién S es
2 sen—
continua y, por ende, integrable segin Ri en el 5, =). Entre tanto,

Lafunubnf‘({)(xesf‘;o}:s bsol integrable en dicho scg )y, por
% f30)

2 sen’-
2

elp es también absolutamente integrable ¢n ¢l seg-

mento [, x], ¢s decir, para cualquier §, 0 < § < , la integral

j Vi “:' dr (55.24)
Zsenz—

converge (véase el lema 2 en el p. 33.5).

Elijamos ahora un & > 0 de modo tal que en el segmento [0, 8] la funcibn /3(r)
no tenga puntos singulares (véase el p. 55.1), a excepcidn, quizds, del puntor = 0,
es decir, que paratodo g, 0 < £ < §, sea integrable segiin Riemann en el segmento
[, 8]; esto es siempre factible, puesto que la supuesta integrabilidad absoluta de la
funcion f estipula que /'y, por consiguiente, también £ sblo disponen de un nimero
finito de puntos singulares (véase de nuevo el p. 55.1).

f;(t} _fun

Ahora diremos que las funciones™—* —— s0n equivalentes parat — 0,

2 sen—
2
C5

Py 2 sen-L

llm =1

ey
por lo cual, de acuerdo con el criterio de gencia de las i llamado cri-
terio de comparacidn (véase el corolario del teorema 1 en el p. 33 3] aplicndo alas
magnitudes absolutas de las funci en ideracion, las integrales

& &

LFA a3 1]
me d"j L0
I 1
2 sen—
2
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convergen o divergen simultineamente. Siendo convergente la integral (55.24), de
aqui se deduce de inmediato que las integrales (55.23) también convergerén o diver-
gerdn simultdneamente.

Temnd{cﬂlﬂindemll} Si que una funcion 2x-periddica f es ab-
grable en un seg de longitud 2x,
En este caso , si x es punito de ¢ inuidad o punto de di: inuidad de primera

especie y, para cierto 6, 0 < § < =, la integral

(]
3

conyerge , entonces la serie de Fourier de la funcidn f converge en el punto x hacia el

o fx +0)+ ftx — 0)
LadEeiid

Corolario 1. Cumplidas las condici del Len Iquier punto regular
de la funcién f (en particular, en todos los puntos de continuidad de f) la serie de
Fourier de dicha funcién converge hacia su valor en el punto gue se considera.

Corolario 2. 5i f es una funcidn 2x-periddica absolutamente integrable en un
segmento de longitud 2x y si en el punto x existen f(x + 0),f(x — 0), £i(x}yf_(x),
entonces la serie de Fourier de la funcién converge en el punto dado hacia el valor
(55.26).

Corolario 3. La serie de Fourier de una funcidn f, continuamente derivable a
trazos en el segmento [~ =, x], converge en todo punto del intervalo (— =, v) hacia
&l valor (55.26), y en los puntos x = — = yx = =, al valor

J=x+ 0+ flx—0)
2

Corolario 4. La serie de Fourier de una funcidn continua derivable a trozos en el
segmentc |— 1, x] converge en todo punto del intervalo (— =, x) hacia el valor de
{a funcién en este punto y en los puntos x = — x y x = r, al valor (55.27).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Al utilizar las formulas (55.18) y (55.16), tendre-

mos
sy (ELOL R0

(55.25)

(55.26)

(55.27)

=._:._§D,,(.r)[mr+ 1+ flx = Ode — 3

1

f{x+0)+f(r—0)_2_5D“(_,w=
r

=:_—jD..(t)[ﬂr+ )+ flx— 1) - flx + 0) - flx - O)dt =

=LJ f“” seu(n+ )m (55.28)

L1
2 -
Sﬂ‘l
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Supongamos que la integral (55.25) es convergente. En este caso, segin el lema
5, converge también la integral
»
5 [l ar.

t

2 sen—
2
e S0 o -
en otras palabras, la f - es absc integrable en el segmento
ne-
[0, =]. Por eso, de do con el tec de Ri (véase el p. 55.2),

T
-,

lirnij f(t) sen (n+ )rd’f:l]

o=ty
2 seﬂ
2
por consiguiente, en virtud de (35.28):

m S,,(x;f):ﬂx+ 0) + flx — 0)_ O
A—= 2

El corolario 1 proviene inmediatamente del teorema, en virtud de la definicién
de punto regular de una funcién, [

Demostraremos el corolario 2. De conformidad con el teorema 4, basta probar
que si existen los limites f(x + 0),f{x — 0)y las derivadas unllat:rnlcsf' {x), f(x),
la integral (55.25) converge para cierto § > 0. Ante todo, debido a la uustmc:a del
limite finito

m 2 _ lim [ru+r1:fu+og+

=0 I
- 1) - -
+ ’L’riﬁ—"’] = 130 = 100,
la f‘unmérn'r’m estéd acotada en cieno entorno del punto t = 0. Por eso existe tal &,
ncscw,queenel [0, 8] 1a funcid "#estsacotaday,porlotmw,

no tiene puntos singulares, a consecuencia de lo cual es integrable segiin Riemann en
este segmento (véase el p. 33.1, como también la observacién 4 en el p. 44.7). Una
funcién, integrable seghin Riemann es integrable absolutamente, razén por la cual la
integral (55.25) es finita, O3

Con el fin de demostrar el coroldrio 3, prolongamos la funcién f, definida en el
segmento [~ =, ), de una manera periodica con el periodo igual a 2 desde el se-
miintervalo [— =, * ) & todo el eje numérico y designemos la funcién obtenida con
f- Por definicién de Ia derivabilidad a trozos (véase la definicién 1 en el p. 30.2), Ja
tuncrtmf satisface las condiciones del corolario 2. De oonformndad con este corola-
rio, la serie de Fourier de la funcién £, que coincid , con la serie de
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Fourier para f, converge en todo punto x hacia
S+ 0) + fix — 0)
e
Sixe (- =, ), setiene f{x = 0) = f{x + 0) y, por lo tanto,
fe+ 0+ /-0 _fix+0)+/x - 0)
2 2
M=r+0+fl-7-0
2

. Cuando x = — =, la serie men-

cionada converge hacia

fa+ 0+ fix=-0
2

fA-x-0=fix -0 =flr=0,flx +0) = f{— 7+ 0)=f(— = + 0).

. ¥ 8i x = x, hacia el valor

. Dado que fes peribdica, se tiene

Por esto

fi= 7+ 0) + fi- 1—I]]=f(:'+0)+f[1-0]=f(—r+m+fﬁ'—0)
2 2 2 ’

a

El corolario 4 proviene directamente de los corolarios 1 y 3. O

Ha de ser notado que en las férmulas (55.26) y (55.27) la suma de la serie de
Fourier de la funcién f viene expresada en términos de la propia funcién £, definida
en el segmento [— =, x], ¥ no mediante su prolongacién periédica fa todo el eje nu-
mérico.

Si la funcién f satisface las condiciones del corolario 4, es decir, es continua y de-
rivable a trozos en el segmento [— w, x] ¥, ademds, f{— ) = f(r) (s decir, su
prolongacién peribdica a todo el eje numérico coincide con ella en todo punto de
[— =, =], incluidos los extremos), ent en todo el segs [= =, ] la funcién
J esigual a la suma de su serie de Fourier:

f(x}=%‘]+ Z a, cosnx + b, sennx.

Aal

Por esta razén tal funcién en todo punto del segmento [~ , ] puede ser repre-
sentada con cualquier grado de precisidn por la suma parcial de su seric de Fourier,
es decir, por una combinacién lineal de senos y cosenos de los arcos miltiples (suele
decirse también que la funcién citada se aproxima por la suma de arménicos
senicillos *)). El hecho de que en el caso dado ¢l periodo es igual precisamente a 2
no es esencial: el caso en que el perfodo arbitrario T > 0 se reduce con facilidad al
considerado, simplemente por cambio de variable (véase el p. 55.12).

Ejemplos. 1. Hallemos la serie de Fourier de la funcién chx, — = € x € .

*) Se llama arménico sencillo (en la fisica, principal ) una idn de [a forma
A cosnx + B sennx, donde A y B son unas constantes, n ¢ un nimero natural.
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¥
R yeehE
-IK\ /1 E ’ﬁ
/ N, I
(Y ! N I
b, | s ol
) g T
H i 1 1 H
Six -2 - [ T n m
Fig. 232
Calculemos sus coeficientes de Fourier:
r
= shx _ 2shx
1 SEs - r
L
1 2shx
a, =— | chx cosnxdx = (= 1 ¥
" ox j ( y w(l + n!i
Delnquelnruménchxapus:dadnocquepamellab =0n=12...
La funcitn chx es lerivable y, por lo lanto, satisface las condiciones

del corolario 4 del teorema 4; ademds, la funcidn toma valores iguales en los extre-
mos del segmento [— x, 7], por lo cual su serie de Fourier en todos los puntos del
segmento [— =, %] converge hacia la propia funcién chx:

chx-E 1+ 22 [ l)”——}—cosnx)

Esta seric converge uniformemente, lo que se desprende de su comparacién con la

i 1
serie numérica convergente ———.
L E 1+n
Al
Las gréficas de la funcién ch x y de la suma S (x) de la serie de Fourier correspon-
diente se exponen en la fig. 232.
2. Hallemos la serie de Fourier de la funcibn shx, — r € x < «.
En virtud de que esta funcién es impar, tenemos
a,=0 n=012,..,
¥, luego,
2n sh

1
b,=— | sh = (=1 !'——s, n=1,2 ...
'5sxsemu (-1 e n
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¥
| o

= R SRR
i
’ A
s R

T Gx W= /|0 & im dx &

Fig. 233

La funcidn sh x es continuamente derivable y satisface las diciones del coro-
lario 4 del teorema 4, pero sh(— =) # sh«; por eso, en todos los puntos del inter-
valo (— =, 7} la serie de Fourier de la funcién sh x converge hacia la propia funcion:

2shx n
iz ' — —— SCRAX, — A< X<
x Z( P 1+n w 4
=
h(— h
Y‘“'“‘P““W’X=-w:rx=x.hmiadmmr’( )+ s T_o

2

La serie de Fourier de la funcién shx ya no converge uniformemente hacia la
funci6n en todo ¢l segmento [— , =] (en efecto, de lo contrario su suma deberia ser
continua en el segmento [~ «, 7], mientras que ¢lla tiene discontinuidades en sus
extremos). Las grificas de las funciones shx y de la suma S(x) de su serie de Fourier
estdn expuestas, para la comparacién, en la fig. 233.

3. Desarrollemos la funcién

L2

fe) = ;". 0<xg 2n,

en la serie de Fourder.
Aunque la funcion f parece ser algo artificial, su serie de Fourier es de la forma
muy sencilla y permite obtener toda una seric de formulas interesantes.
Prolongamos, de manera 2x-periddica, Ia funcién f desde el semiintervalo [0,
2x) wtodo el eje numérico. De resultas se obtendré una funcién impar, en virtud de
To cual todos sus cocficientes de Fourier a, serén nulos; a, = 0,7 = 0,1, 2, ... .
Culcugmos los coeficientes b,. Integrando por partes, obtendremos

b, . Efuxsennxdxn
L4 2




35.4. Convergencia de la serie de Fourier en un punto 367

Asi pues,
(55.29)

En virtud del corolario 4 del teorema 4, para 0 < x < 2r tiene lugar la igualdad

*T=X Sen nx

{55.30)

Cuando x = 0, esta igualdad, evidentemente, no se verifica, puesto que la suma de
la serie obtenida para x = 0 ¢s nula y f(0) # 0.

La gréfica de la suma de la serie (55.29) va expuesta en la fig. 234. Diremos que
esta serie a ciencia cierta no converge unif enel [0, 2=], puesto
Que su suma no es en éste una funcién continua (la convergencia uniforme de la se-
rie (55.29) se ha investigado en el p. 36.3).

Al sustituir en (55.30) x por 2x y dividir ambos miembros de la igualdad obtenid
por 2, obtendremos

%
XK E e P (55.31)
4 2
k=]
Sustrayamos esta igualdad de (55.30):
- B K Gaven (55.32)
4 % -1

k=]

Al sustituir la expresion obtenida pam-:—. en (55.31), obtenemos

x =2 (= l)ﬂ-lﬂ_
E n
=l

Esta igualdad es justa ya pam x = 0, y, en virtud de que ambos miembros de la

Idad son i ién para —x < x < 0, es decir, en todo el intervalo
(— ¥, ), PEro, por supuesto, No en sus extremos, donde la suma de la serie es igual
a cero.
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Senalemos, ademés, que al poner en (55.32) x = — , obtendremos la asi llama-
da serie de Leibniz 4

+ 5 TR

W=
~| -

=1-

|-

L3
4

con la gue ya hemos chocado antes (véase el p, 37.7, ejemplo 2).
Ejercicios. 5. Héllese la serie de Fourier de la funcién fix) = |xl, — » € ¥ € =, ycon

1
ayuda de esta serie calcdlese la suma de la serie E & = I)}w
k=1

6. Héllese la serie de Fourier para las funciones

a) fix) =x%0gx <23

W) =xt -rgxgw

¢)fix) = x*para 0 € x < =, y al semiintervalo [= w, 0)la funci6n f se ha prolongado
de manera impar,

Con ayuda de los desarrollos obtenidos caledlense las sumas de las series

- -
1 (- tp-!
E ﬂ} ! ”2 )
ne] L

55.5*. CONVERGENCIA DE LAS SERIES
DE FOURIER PARA FUNCIONES QUE SATISFACEN LA CONDICION
DE HOLDER

En este punto daremos a conocer una condicidn suficiente més débil, en compa-
racién con la de derivabilidad unilateral (véase el corolario 2 del teorema 4 en el
p. 55.4), que también asegura la convergencia de la integral (55.25) y, por lo tanto,
la convergencia de la serie de Fourier de la funcién fhacia el valor (55.26), siendo f
2r-peribdica absolutamente integrable en el segmento de longitud igual al periodo.

Definlcién 9. Una funcién f, definida en el intervalo (x, b), lleva el nombre de
Juncidn que satisface a la derecha la condicidn de Hislder de exponente o en el pun-
0 x,, siempre que existen el limite finito a la derecha f (x5 + 0) ¥ unas constantes
M > 086 > Otales que para cualquier h, que satisfaga fa condicién 0 < h < §, se
verifica la desigualdad

|ftxg + B) = flxg + 0)] < MR®, (55.33)

Una funcidn f, definida en el intervalo (a, xp) se llama funcidn que satigface a la
izquierda la condicién de Holder de exponente o en el punto X Siempre que existen
el limite finito a la izguierda f(x, — 0), y unas constantes M > 0y & > 0 tales que
para cualquier h que satisfaga la condicién 0 < h < 8, se verifica la desigualdad

U'{,tu - h) —f(xo - 0)| < Mh=, (55.34)

Una funcidn f, que satisface en el punto x, la condicién de Holder de cierto ex-

ponente tanto a lu derecha como a la izquierda, se denoming funcidn que satisface
la condicién de Hélder de exponente dado en el punto que se considera.




35.5%. Convergencia de las series de Fourier 369

Una funcién, definida en cierto segr , s¢ llama funcién que satisface la con-
dicién de Holder de exponente dado en chcho segmento, si en todo punto de éste sa-
lisface la condicién de Holder de exponente citado, y ademas, en todo punto interior
del segmento tanto a la derecha como a la izquierda; en el extremo izquierdo del seg-
mento a la derecha, y en el extremo derecho, a la izquierda.

Observemos que la asl lamada condicién clisica de Holder de exponente dado
consiste en lo siguiente: de la funcidn f se dice que ella satisface en ef punto x la condi-
cidn cldsica de Holder de exponente o > 0, i existen tales & > 0y M > 0 que para
cualesquiera h, |h| < &, se verifica la desigualdad

Ifx + k) = f(] £ MIhl™

Es obvio que en este caso, gracias a Ja condicién o > 0, la funcién fes siempre con-
tinua en el punto x: de lim |hi® = 0, > 0, se deduce que limuf(.x + k) = f(x).

An&logxmmtesedmmnan las condiciones clasicas unilaterales de Holder.

Asi pues, la diferencia de la condicion de Holder en consideracion de la clésica
consiste, particularmente, en que, de conformidad con nuestra definicién, una fun-
cién que satisface la condicién de Holder en un punto puede ser discontinua en el
mismo.

La condicién de Hulder de exponente uno se llama, cominmente, condicidn de
Lipschitz*),

Ejercicios. 7. Demuéstrese que si una funcién satisface en clerto punto la condicion de

Holder de exponente o, entonces para 0 < § < o satisface también en el mismo punto la
condicién de Holder de exponente 8.

8. Demuéstrese que si una funcién tiene en cierto segmento una derivada acotada, satisfa-
ce en el mismo la condicién de Lipschitz con una misma constante M.

9, Demuéstrese que si una i face en cierto segr la dicifin clésica de
Holder de exponente o > 1, ¢S en este segmenio constante.

10. Demuéstrese que la funcién f{x) = 2%, x 2 0, 0 < o < |, satisface en ol punm
x = 0la condicién de Holder de exp a, y no satisface en el mismo ni .
de Holder de exponente § > .

Teorema 5. Supongamos que la funcién f es absolutamente integrabie en el seg-
mento [~ w, x\. Sisatisface en el punto x € (— =, %) la condicién de Holder de expo-
nente a, a0 > 0, enfonces su serie de Fourier converge en este punto ¥ su sumg es
igual a

: ;

en particular, si la funcidn, ademds, es continua en el punto x € (—, ), su serie de
Fourier converge al valor de la funcidn en el mismo punto:

Jim §,06.9) = fC0.

% R, Lipschitz (1832 — 1903}, matematico alemdn.

246429
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Si la funcidn [ satisface la condicidn de Holder a la derecha en el punto
¥ = —w, yalaizquierda en el punto x = x, entonces su serie de Fourier converge
en estos punios y su suma en los mismos es igual a

S(=®) + fim)
—

DEMOSTRACION. Elijamos &, 0 < & < w, de modo tal que, primero, en el seg-

mento [0, 5] no haya otros puntos singulares de la rmuénf-‘-&g—) a excepcion, quizds,

del punto x = 0, y, segundo, que para cualesquiera A, | 41 < &, la funcién f satisfa-
ga las condiciones de Htlder (55.33) y (55.34) en el punto x. Entonces, en vistade la
formula (55.22), para la funcion /3 (¢), tendremos

FQJ < I/IX'H)—I(X+0) 4 l‘[f(«\r— 1) — flx—0) < M

t -

Por cuanto la integral j e > 0, converge, entonces, en virtud del criterio

de comparacion, converge también en nuestro caso la integral (55.25). Por ello, el
teorema 5 proviene del teorema 4, J

Como conclusién observemos que si la funcién f tiene en el punto x una deriva-
da derecha f_, entonces fsatisface en este punto a la derecha la condicion de Hilder
de exponente 1. Efectivamente, del hecho de que el limite finito

Sx + h) — flx + 0) .
Jim, T fim

existe, se deduce que se encontrard tal § > 0 que para cualesquiera i, (k| < 5, se
verificard la desigualdad

lu:ﬁ_“_‘” -l <,
h
de donde, al poner M= 1£.(x)| + 1, obtendremos
<flx+-'!);f(x+°3‘ :
por consiguiente,
1fix + k) = fix + O)| € MIhl, Ikl < 8.
La afirmacién anéloga es licita también para las derivadas a la izquierda.

Problema 35, Una funcién f, definida en el [a, b], se llama funcidn de la clase
de Holder H* (M) en dicho segmento, si para cualquier par de puntos x y x + & del mismo,
x¢€[a, bl x + hela, b], se cumple |z desigualdad

IfGe + B) = f)] < MIRI®,

en otras palabras, si la funcién f sati dicién clésica de Holder de un mismo expo-
namqyoonmndmmnnnmuenwdnslo:punmddmmoh,b]
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Demuéstrese que si una funcién 2x-peribdica y absolutamente integrable en un segmento
de longitud 27 pertenece en cierto segmento [g, 5] a la clase de Holder (M), 0 < o < 1,
M > 0, entonces en todo [e*, »°1, ido en el intervalo (s, &):
D<a<a <b <b < Ir, laserie de Fourler de |a funcién f converge hacia esta funcién
uniformemente.

£5.6. SUMACION DE LAS SERIES DE FOURIER POR EL METODO
DE MEDIAS

Supongamos que la funcién f es absolutamente integrable en el segmento [,
x] ¥ satisface la condicidn f(—x) = f{x), y, por lo tanto, es prolongable de modo
2w-periddico.a todo el ejereal. Sean §,,(x) sus sumas de Fourier y-D, (x), losniicleos
de Dirichlet, n = 0, 1, 2, . . . (véanse (55.11) y (55.12)).

Consideraremos las medias aritméticas:.
5400 + S0 + ... + 5,00

n+1 i

2,0 =20 DO L.+ D
n+1
La suma ¢,(x) sc lama suma de Fejer*) de n-ésimo orden de la funcién f,
mientras que ¢ (x) es el micleo de Fejer de n-ésimo orden.
De la fbrmuln -
5,00 = — 5 D, ()f(x + w)du

o) =

n=0,12,. (5535]

(véase (55.17)), obtenemos -
o.{x) = %_ j‘ &, (W) (x + wydu. (55.36)

de las sumas o,,(x) cuando n — oo, es decir, exa-
mmemos la sumamﬁn “dé la serie de Fourier por el método de medias aritméticas
{véase el p. 35.15).
Estudiaremaos ante todo las propiedades del nicleo de Fejer.
Lema 6. El niicleo de Fejer posee las siguientes propiedades.
1°. La funcién ®,(x) es par, continua y 2x-periddica, con la particularidad de
que
+1
2,0 ="——;

(35.37)

2°, Para todo t el niicleo de Fejer es no negativo: &.(t) = 0;

el S @ (0dt == ‘Ew (ndr = 1;
s

* L. Fejer (1880 — 195%), matemético hingaro.

24*
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4°. Cugndo t # 2km, k =0, £ 1, +2, .
2+ 1
il ey
& (1) = .
2(n+1)m25

Corolario, Para todo & fijo, 0 < § < , tiene lugar la igualdad

®,(1) = 0. (55.38)
n-@mig il g«

DEMOSTRACION. Demostremos al principio la propiedad 1°, La paridad, la conti-
nuidad y e carécter peribdico del nficleo de Fejer provienen inmediatamente, en vir-
tud de la formula (55.35), de las mismas propiedades del niicleo de Dirichlet (véase

¢l lema 3enel p, 55.3). Luego, por cuanto D, (0) =k + % Lk =0,1,2,,.., en-

k+_l) =
2

1 [n(n+l}+n+l]‘n+l
2

tonces

8,0 = —— 2 DY) =
n+1 n
k=0

Demostremos la propiedad 3°.

x

& j & (Ndt = : E 2 j Dy(ryde = 1,
* n+1 x

- k=0 -

Por cuanto el nticleo 4, (¢) es par, de aqui se infiere que

Esﬂmw=1
L3

ey

¢ (Ndt = 1.
= iy

Demostraremos ahora la propiedad 4°, de la cual se deduce, evidentemente, la
propiedad 2°, Paraf # 2kr, k = 0, %1, 2, . . . , tenemos

(n+ 12,0 = Z"D("J= Z" sen(k+)
Zaena
X 23'311 sen + — n
(x

1
=0 4521122 45:1122 e}

fcoskt — cos(k + 1)¢] =
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¥
3 1
1} 13
-x -+ 0 F FEE]
Fig. 235
g+ 1
1 = cosln + It e 2 t
= - = F (]
4sen— 2sen?—
2
Observemos que la férmula (55.37) puede ot se, ademés de la propiedad 4°,

pasando al limite y haciendo tender ¢ hacia cero y este procedimiento es factible en
vista de que el niicleo de Fejer es continuo,
DEMOSTRACION DEL COROLARIO. Haciendo uso de la propiedad 4° del niicleo de

Fejer, obtenemos a4+
. sen? t g
0% ‘Itf.gx‘ Ll e 2n+ D b ‘11'1’&'!‘ ¥ mzfi i :uﬂ + l)se.nz%.

Por cuanto el segundo nmmbm de la desigualdad obtenida tiende a cero para

n — oo, de la esti id se ded direct (55.38). O
La forme aproximada de la grifica del nicleo de Fejer estd expuesta en la
fig. 235.

En este punto sblo se consideraran aquellas funciones f que son continuas en el
segmento [— 7, x] ¥ toman en sus extremos valores iguales: f(—x) = f(r). Es obvio
que toda funcién de tal indole puede ser prolongada de modo 2x-periddico desde el
segmento [—x, %] & todo el ¢je numérico R. La funcién que se obtendrd, la desig
remos con f, serd continua en todo el eje R.

La funcion de partida f, como cualquiera funcidn continua en un segmento, es
acotada, es decir, exlste una constante M > 0 que \f{x)| € M, xe[—7, 7). Est4
claro que en este caso

If)) € M, x€eR,

es decir, la I‘undénfesm acotada en todo el ¢je R.

Ademas, la iun::lbnf e uniformemente continua en todo el eje R. Efectivamen-
te, siendo continun en cualquier segmento finito, por ejempio, en [0, 4x], es en
dicho segmento uniformemente continua (véase ¢l teorema 5 en el p. 19.7)."Esto
significa que para todo & > 0 existe tal §, 0 < § < 2xr que para cualesquiera
x,€[0, 4x), x; € [0, 4x], Ix; — x| < &, se verifica la desigualdad

Ife) = Tt < =
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Pero, para x| y x; arbitrarios de tal género que lx; = x;1 < b, se encontrardn
unos ntmeros entercs n y m, para los cuales x, = Ly - 2me [0, 4x], xz"_dx@
— 2mme [0, 47) v ix, = x,| < &, y, por cuanto f(xl} = fle}), Jie)) = fixy)
son 2r-periddicas, entonces

Fixs) = Faepl = 1figey) — Foepl < e

Esto precisamente es indicio de gue la funcién f es uniformemente continua en
todo el eje numérico R,

En lo que sigue, una funcién prolongada de modo periddico se designard con ¢l

mismo simbolo f que la funcién prolongable.
Teorema 6 (de Fq}a') Si umfunddn es continua én el segmento [ =, 7] y toma

en sus ig , la idn de sus sumas de Fejer converge unifor-
en este seg kacia la misma ﬁmﬁdﬂ
Corolario. 5i /g serie de Fourier de una fi , que es inua en el seg

[ =, x] ¥ toma en sus extremos valores iguales, converge en cierto punto, converge
hacia el valor de la funcién en dicho punto.

DEMOSTRACION. Supongamos que la funcidn f es continua en el segmento [,
7]y f{—=) = f(x). Prolonguémosla de modo 2r-peribdico a todo el eje numérico
R. Estimemos la diferencia f(x) — o, (x) entre la funcién f y su suma de Fejer o, ,
empleando con este fin Ia representacion de la suma de Fejer en la forma (55.36) y
las propiedades del nicleo de Fejer demostradas en el lema 6 y en su corolario. Eli-
jamos arbitrariamente ¢ > 0. Tenemos

1f(x) = 0, (x)| = ’JQ’) g [ (fjdf—— g ®,(0Slx + f)drl

- ] 5 &, O - ftx + mm, <

-

T -4 & (3
1
€— 5'@"(f)lfu1—f(x+ Hlar ik j w2 s L ‘[ , (55.39)
Ll T " X
- -8 &
donded > Oseha:lemdo deummmera ial que el valor del mddulo de continuidad
w(f; /) de la funcién f lad

o N < 5 ;
Esto 5 bien posible, puesto que la funcibn f es uniformemente continua en todo el
ejenu.m&icoR Por eso, para todo x € R:

& j ®,(010) — flr + Nidr € === “’” N S & (0dt € 3"; s @,(Ndt =§.
=5 it e (55.40)
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Las dos integrales restantes se estiman de un modo igual: 1a funcién f esté acota-
da en toda la recta numérica, es decir, existe tal constante M > 0 que para cuales-
quiera x € R tiene lugar la desigualdad

! « M.

Por consiguiente, para todo x e R:

%I@n(r)lf(x)—-f(x-p nlde s%i(’_(r)[lf(xn + Iftx + Djdt <

M | ™
< Ewn(r)m <77 mix ﬂ,(r)id: "

M-8 3,00 <2M mix (0.
- fgigr dgigr
De acuerdo con el corolario del lema 6, el do miembro de la desigualdad obte-

nida tiende hacia cero cuando n — oo, por lo cual existe tal 7, que para cualesquicra
n 2 ngse cumple la desigualdad
k- 5&,,(:) 10 — fix + Oldt < % ! (55.41)
*
Por analogia, para todo x € R y cualesquiera n 2 7y
-3

L. 5 &, (V) — flx + )l dr <§ : (55.42)
x
De (55.39), (55.40), (55.41) y (55.42) tenemos para x € R arbitrario y todos los
Az ng

£ E &
I - l<-+—-+_—=c¢
f(x) = 0,(x) gyt N

es decir, la sucesidm [0, } converge uniformemente en todo el ejc numérico R hacia la
funcién f. O

DEMOSTRACION DEL COROLARIO. Cualquier serie convergente se suma por el mé-
todo de medias aritméticas a su suma (véase el p. 35.15). Por ello, si la serie de
Fourier de una funcién, gue es continua en ¢l segmento [— =, ¥] ¥ toma en sus extre-
mos los valores iguales, converge en cierto punto hacia algiin niimero A4, entonces el
limite de la sucesidn de medias aritméticas de las sumas parciales, es decir, de las su-
mas de Fejer es también igual a 4 si HlimmS,,(xo:ﬂ = A, setiene "lhnaa,(xo) = A.
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Pero, segin el lema demostrado, nli_muv"(xo) = flxg), por consigulente, también
Jim 5,0/) = fixg. O

Subrayemos que la serie de Fourier de una funcién, que es continua en el seg-
mento [—r, x] y toma en sus extremos los valores iguales, puede divergir en algunos
puntos, No obstante, de acuerdo con lo demostrado, si la serie converge en cierto
punto, converge necesariamente hacia el valor de la misma funcién en dicho punto.

Observemos en conclusion que para una funcidn, que es continua en un segmen-
10 ¥ tOma en sus extremos valores lsualﬁ, la serie de Foumr, sea convergente o di-
vergente en los puntos aislad tabl ela funcidn indica-
das resulta suficiente formar, sirviéndose de sus sumas parciales, las sumas de Fejer;
la sucesion de las (ltimas ya converge vy, ademés, uniformemente hacia la propia
funcién. De este modo, incluso el estudio de la seric divergente puede resultar atil.

55.7. APROXIMACION DE LAS FUNCIONES CONTINUAS
POR MEDIO DE LOS POLINOMIOS
Definicién 10. Las funciones de la forma

"

%f_' + E Apcoskx + BysenkxA2 + B1> 0

se llaman poli i0s trig ftricos de n-ésimo orden,n = 0,1,2,... L.

T 7 (de Welerstrass), 5i la funcidn f es continua en ef segmento | - x, x] ¥
J(==) = f(n), entonces para todo numero & > 0 existe un polinomio trigono-
métrico T(x) ‘al que

fix) - Tix)) <¢, —v<xg 7

En efecto, en virtud del teorema 6 (véase el p. 55.6), a titulo de tal polinomio tri-
gonométrico puede tomarse, por ejemplo, la suma correspondiente de Fejer o,(x),
que ¢s, evid nte, un poli io trigonométrico de orden no superior a a.

Teorema 8 (de Welerstrass), Si la funcién f es continua en el segmento [a, b, pa-
ra todo & > 0 existe tal polinomio algebraico P(x) que

If(x) — P <&, a<x<bh

DEMOSTRACION. Apliquemos linealmente el segmento [0, =] sobre otro segmento
la, B]:

— 0 0gt<T a<x<b,

T

b
x=4a+

yseaf‘(r}—f(a +
[0, =1. Pmlongunoslademedo impar al segmento [—, 0], es decir, pongamos
S = (=0, si te[-m, 0]

) La funcién f* estd definida por esta férmula en

* Aqui se considera que 8, = 0.
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La funcién f*, obtenida de esta manera, es continua en [— =, =] (;por qué?) y
Sf*(—x) = f*(x). Por eso, de acuerdo con el 7, para cualquier niimero
£ > 0 existe un polinomio trigonométrico T'(¢) tal que

If (0 — T <%.

Como se sabe, coskr ysenkf, k = 1,2,. .. ,¥, porlo tanto, también el polino-
mio trigs étrico T(t) son funci analiticas, a consecuencia de lo cual se de-
sarrollan en las series de potencias que convergen en toda la recta real y, por consi-
guiente, convergen uniformemente en todo segmento finito (véase el § 37):

T = z gtk
k=0
Si P,(¢) son sumas parciales de esta serie, debido a su convergencia uniforme en el
segmento [ — =, w], existe tal ndmero 7, que para 1 = n, s tiene

170 - P, <%, —r<t<
Al tomar, para concretar, n = n,y suponer P(f) = P,,g(r). tenemos
L)) — P&}l < () — T@)! + 1T() — P))] < % +§ <e

-a
Volviendo a la variable x, es decir, j ‘-r::r';_“ t i

fu}—P(r:_:)|<£. a<x<h,

donde P (u:_ a) ¢s, evid un polinomio. O}
- 4a,
OBSERVACION. Supongamos que la funcidn f es continua en el segmento [a, b).
Elijamos una sucesién de los nimeros e, > O,n = 1,2, ... , que tiende hacia ce-

1
O (por ejemplo, €, = — ) ; entonces, de acuerdo con el teorema 8, para todo
n

n = 1,2,...existe un polinomio P, (x) (aqui n es nimero de orden y no el grado
del polinomio), tal gue

ey =P )l <¢,, a<x<b (55.43)

Es evidente que para n — o se tiene P, (x) = f(x) en el segmento (a, b].

Asl pues, toda funcién continua en un segmentc sirve de limite para la sucesion
de polinomios uniformemente convergente en dicho segmento. Anteriormente
(véase el teorema 8° en el p. 36.4) ya se ha demostrado la afirmacién reciproca, es
decir, toda funcién que sirve de limite para una sucesion de polinomios
uniformemente convergente en cierto segmento (v més ain, para una sucesion de
cualesquiera funciones continuas) es inua en dicho

De este modo, ¢] teorema de Weierstrass establece la propiedad caracteristica de
las funciones continuas, y sblo continuas.
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Resulta curiose notar que ¢l concepto original de continuidad de una funcién
mmuﬁdnmlafmm«dm este coneepto de ningn modo estaba

llgnda con las clases les, en particular, con los poli-
¥, m:n ningunas representaciones analiticas de las fun-
ciones en términos de los polinomios.

El teorema de Weierstrass muestra que la clase de funciones continuas introduci-
da de este modo no esta lejos, en cierto sentido, de la clase de polinomios. A sa-
ber, cualquiera que sea la funcidén f, continua en un segmento, y por pequefio que
sea el niimero ¢ > 0, prefijado de antemano, siempre existe un polinomio que en
todo el segmento se diferencia de la funcién fa lo sumo en &, s decir, un polinomio
que aproxima la funcidén con cualquier grado de exactitud dado de antemano. No es
dificil obtener también la representacién analitica en forma de una serie de polino-
mios para la funcién continua en un segmento. De (55.43) tenemos

Jix) = nl'i_m_P,,(x), agxsh, (55.44)
o bien -
@ =P@w+ T 1P, 00— P (55.45)
A=
{P,(x) son los poli ios), con la particularidad de que en ¢l segmento [a, b] los po-

linomios P, (x) en (55.44) tienden a su limite uniformemente y tambitn uniforme-
mente converge la série (55.45) en dicho segmento. En este caso, tanto la existencia
del limite (55.44), como la del desarrolto (55.45) constituyen una condicién necesa-
ria y suficiente de la continuidad de la funcién fen el segmento citado. Esto justifi-
ca la idea intuitiva sobre una funciébn como expresién analftica p de una
variable independiente y unas constantes por medio de las operaciones algebraicas y
analiticas.

Observaci Al pueden hacerse también sobre el primer teorema de
Weierstrass (teorema 7).

§5.8. COMPLETITUD DEL SISTEMA TRIGONOMETRICO
Y DEL SISTEMA DE POTENCIAS ENTERAS NO NEGATIVAS
DE X EN UN ESPACIO DE FUNCIONES CONTINUAS

En este punto se parafrasearn los teoremas demostrados anteriormente y se de-
ducirdn de éstos algunos corolarios sencillos.

Definicion 11. Sea X un conjunto de las funciones definidas en el segmento
[a, ). Un sistema de funciones

Prodgiin o iVl (55.46)
se llama compileto para el i X en el sentido de aproximacién uniforme, si
cualquiera que sea la funcién f € X, para todo ¢ > 0 existe tal nimero finito de fun-
CIONES Py s Ppys + + + 1 Py PETIENECIENTES al sistema (55.46), y tales mimeros \,, X,

A que -
f0) —[h e, () + Mg, () + o0 + Mo, (0] < 8
para cuglesquiera x € [a, b).
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En otras palabras, el sistema de funciones (55.46) forma un sistema completo pa-
ra ¢l conjunto X, si toda funcién de X puede ser aproximada con la exactitud re-
querida mediante las combinaciones lineales de funciones del sistema (55.46).

Haciendo uso del concepto de letitud de un sistema, los teoremas 7y 8 del
phrrafo preced pueden parafra de! modo siguiente.

Teorema 7', El si de funcit trig étricas (35.2) es completo, en el
sentido de aproximacion uniforme, para el conjunto de funci que son i
en el segmento [—n, x] y toman en sus extremos va.'am Iguales,

T 8. Un de las p ias enteras no negativas de x, es decir, el
sistema

P S (55.47)

es conw.‘eio en el sentido de aprmmaﬂdﬂ uniforte, para el conjunto de fodas las
JSunciones que son i en dado.
Definlclén 12. Supongamos que las _fundom J g vienen definidas en el seg-

mento [a, b]. El nimero
/ § U6 — geandx

se denomina desviacién estdndar en el segmento [a, b] de la funcién fde lag. ®

Definicion 13. Ef sistema de funciones (55.46) se llama completo, en el sentide
de la aproximacién media cuadrdtica, para cierio conjunto X de funiciones definidas
en el segmento [a, bl, si, cualquiera gue sea la funcién fe X, paratodo e > 0existe
tal combinacién lineal finita de funciones del sistema (55.46) que su desviacidn es-
idndar en el segmmra [a, b] de la jh.lmfdn fes Werfar ae.,

Ti 9, El si: de_funcii ftricas (55.2) es ipleto en el sen-
tido de la aproximacidn media mdrﬁ:ica en un conjunto de las funciones que son
continuas en el segmento [—w, x| y toman en los puntos = y — = un mismo valor.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién continua en el segmento [ — =, =], con la par-
ticularidad de que f(r] f{ #). De conformidad con el teorema 7°, para todo
£ > 0 existe un poli trigy étrico T'(x) tal que

£
Ifix) = Tx) €« —, —-vsxs 7
v VIx
De aqui para la desviacién estdndar de este poli io de la funcién ftenemos

H _j'[f:xl ~ Tpjdx < % f _I'dx e

En lo que sigue veremos (véase el p. 58.6) que la acotacién fx) = f{— ), wtili-
zada por nosotros en la demostracién del teorema 9 (s6lo en este caso se podria refe-
rir al teorema 7°), no es esencial. A saber, el sistema trigonométrico (55.2) es
completo en &l sentido de la media cuadrética en todo el conjunto de funciones con-

* Pod decir 4

de la funcién 3 de la f*, por cunnto Ja expresion
en consideracién no cambia su valor, si f ¥ g cambian de lugar.
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tinuas en el segmento [—w, x], y, mis ain, se puede mostrar que es completo tam-
Inixl cn e senudo de la media cuadrética en el conjunto de todas las funciones de
) ble en el [—=, 7.

Observemos gue el sistema trigonométrico (55.2) es incompleto a ciencia cierta
en el conjunto de todas las funciones continuas en el segmento [—, ] en el sentido
de la aproximacion uniforme, es decir, en el sentido de la definicion 11, En efecto,
si f es una funcién tal que para todo & > 0 existe un polinomio trigonométrico 7,
de tal indole que

I_{(x)—T(x)l{t. ~-TEXS W,

entonces de la condicion 7,(z) = T,(—) parag — 0 proviene que f(x) = Sfl=m).

En la aproximacion de las ﬁmmoms en e sentido de la media cuadritica me-
diante los polinomios trigonométricos desempefian un papel especial las sumas par-
ciales de la serie de Fourier de la funcién que se aproxima. En ¢l punto que sigue se
mostraré que la suma parcial de n-ésimo orden tiene desviacién estdndar minima de
la funcién dada en comparacién con cualquier polinomio trigonométrico de gra-
do n.

En fin, se puede mostrar que si la funcidn f posee el cuadrado integrable en el
segmento [— =, x], entonces la desviacitn, que experi sus sumas parciales de
Fourier S, (x) tiende a cero cuando n — <, 0, como suele decirse, la funcién f de
cuadrado mtegrab!e es un limite, en el scmndo de la media cuadrética, de sus sumas
parciales de Fourier (véase el p. 58.6). Todas estas circunstancias atestiguan en fa-
vor del estudio de la aproximacion de funciones en ¢ sentido de la desviacion estin-
dar,

Por analogia con el teorema 9 se d ta ¢l teo iguiente
T 10. El si dep i yno negarfvas dex. es decir, el siste-
ma (55.47) es completo en el ido de la aproximacion media cuadrdtica en un

conjunto de funciones continuas sobre cualquier segmento dado.
DEMOSTRACION. Sea f una funcién continua en cierto segmento [a, 5]. Enton-
ces, para todo & > 0, de acuerdo con el teorema 8°, existe tal polinomio P que

U(x)—PmmJb”_. a<x<b,

- a

/I () - P(ol2dx < &. O

55.9. PROPIEDAD MINIMAL DE LOS COEFICIENTES
DE FOURIER. DESIGUALDAD DE BESSEL E IGUALDAD
DE PARSEVAL

En este punto examinaremos las series de Fourier para unas funciones in-
tegrables cuyo cuadrado es también integrable en el segmento [— , 7] {la integrabi-
lidad aqui se entiende, por regla general, en el sentido impropio). Es imp in-
dicar que si la funcién f es de tal género que tiene un niimero finito de puntos singu-

de donde
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lares (véase el p. 55.1) en el segmento |-, r].ummnbleugﬁnknmmnencml
quier segmento que no contiene ningln punto singular y ¢l cuadrado de ésta /2 es in-
tegrable en el segn y [~ =, 7], de la desigualdad

Ifl =
se infiere que la funci6n f es integrable en el segmento citado. Lo reciproco, en el
caso general, no es clerto. Bxisten funciones positivas (por ejemplo, la funcién

m——'—-—) , integrables en el segmento [~ «, ] cuyo cuadrado, no obstante, ya no es in-
X

tegrable en el mismo.

De este modo, el conjunto citado de ﬂuu:lones de mdrado integrable en el seg-
mento [—w, x] constituye un subconjunto propio del de todas las fun-
ciones absolutamente integrables en el segmemo [==, 7].

Observemos que andlogamente se introduce también el concepto de funcidn de
cuadrado integrable para cualquier intervalo finito.

Teorema 11, Sea f una funcién de drado il ble en el seg [-x, 7]
Entonces, si 8, (x) es su suma de Fourier de né.mno orden, se tiene

[ V() — S,091dx = i { e = T,(01ax, (55.48)
- x -r
donde el minimo en el do miembro de la igualdad se toma segiin todos los poli-
nomios trigonométricos T, de orden no superior a n.
Siag,a,,b,,n = 1,2,. .. s0ncoeficlentes de Fourier de la funcidn f, se veri-
Jfica la desigualdad - .
2
%, E 2+bigt Sﬁ(x)dx. (55.49)
x
A=) -
que lleva el nombre de Bessel®).

DEMOSTRACION. Sea i
A
T,(x) = ?0 tgid,,coskx + By senkx,
en este caso, abriendo los corchetes en la expresion
*
[ re) - 1,000 %dx (55.50)

y haciendo uso del lema 1 del p. 55.1 (en particular, la ortogonalidad del sistema tri-
gonométrico), obtenemos

S[f(x} T,(Ndx = Sﬂmdx+x(_°+ EA§+3§)-

X k=1

* F. Bessel (1784 — 1846), matemitico y astronomo alemén.,
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-2 [1:—0 jf(x)dx G i E Atjf{xjcoskxdx +

gl

* Ll 2 L
+B§§ﬂx)senkxdx] = Sﬁ-(x)dx-e-r (%Q-F E A7 +Bf) =
fufS - k=]

-2 [‘_‘_g;;_o £ Z apAy = bkﬂk] = Iﬁ(x)dt +

k=l

g :
+s[‘-“‘—“2—°°’—+ E (A,{—ak)2+(s,{—uk)-‘*] =

k=1

L]

—r[%h E a§+b§], (55.51)

k=l
De la expresidn obtenida se ve que la magnitud (55.50) adquiere ¢l valor minimo
cuando A, = ag, A, = a3, B, = b, k = 1,2, ..., es decir, cuando T, (x) es la

suma de Fourier §,(x) de orden n de la funcién f. La primera afirmacion del teore-
ma queda demostrada.
Si T,(x) s la suma de Fourier de orden n, de (55.51) se desprende que

S[f(xl - §,(9)%dx = 5;:@4; - [‘1:9 + E at + bi] , (55.52)

- k=l

de donde

jﬁmax-« [%ﬂ Y, a§+o§] >0,

- km ]

Esta desigualdad es licita para cunlqu::r n natural Pasando en la misma al limite
para n — 2, pbtendremos una desig

jﬁ(x)dx—w[f;M E a§+b§:| =0,

ka|
Ia gue, obviamente, es equivalente a la desigualdad (55.49). O
De la desigualdad de Bessel se deduce que para una funcién de cuadrado in-
tegrable la serie

-

";-34- Z af,+bf|

ns |
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converge. El término general de la serie convergente tiende a cero, por lo cual en el
caso dado ,lim.a,, = j'Ilm.b“ =0.

De este modo hemos blecid que los coefici de Fourier
tienden a cero (véase ¢l p. 55.2), pero esta vez para una clase de funciones més est-
recha (como lo indicamos al principio de este punto) que antes, a saber, para la clase
de funciones. de cuadrado integrable.

En el punto 58.6 s¢ mostrari que en realidad la formula (55.49) queda licita con
el signo de iguaidad. Por ahora demostraremos este hecho stlo para ¢l caso en que
la funafm Ses oontinua ¥ 2x-peribdica.

3 que la funcion f es continua en el seg [==, =,
J(==) = }'(w)-yau, aub,n=12... .mmwgﬁcimm de Fourier. En este
caso se verifica la igualdad

-
1 ﬁ a% | 2
= (¥)dx = = + Z s+ b,
- n=
Hamada igualdad de Parseval®).

DEMOSTRACION. Debido a la completitud en el sentido de aproximacion media
cuadrética del sistema de funciones trigonométricas (55.2) en la clase de funciones
continuas que toman valores iguales en los extremos del segmento (-, «}, siendo
todo £ > 0, existe para la funcién fun polinomio trigonométrico T'(x) de cierto or-
den k tal que

r

5 ) — T())%dx < e. (55.53)
-r

Con arreglo al teorema 11 (véase (55.48)), para la suma de Fourier §,(x) del mis-
mo orden k se cumple la desigualdad

o=

T

§ U0 ~ Sp00)de < [ U0 = Teolax.
De aqui y de las formulas (55.52) y (55.53) obtenemos:

-

e 4+ 404

x k
g jﬁtx)dx— [‘f% E a3+a3] -
T 2
=r =

%S V) — S,00)dx <~ gvm TP < .

T -r

* M. Parseval (1755 — 1836), matemético francés,
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Por cuanto esta desigualdad es vélida para cualquier £ > 0, su primer miembro es
igual a cero. O
Corolarlo. Cumplidas las suposici del

lim | e - S, 01 = 0.

En efecto, en virtud de! teorema 12, para n — o ¢l segundo miembro de la
igualdad (55.52) tiende a cero. O

5§5.10. CARACTER DE CONVERGENCIA DE LAS SERIES
DE FOURIER, DERIVACION DE LAS SERIES
DE FOURIER TERMINO A TERMINO

Analicemos la relacidn que existe entre las series de Fourier de una funcién y la
derivada de ésta,

Teorema 13. Sea f una funcidn continua en el segmento [—x, |, f(—m) = f(x)
¥ Supongamos que -

Six) ~ i; + ¥ a,cosnx + b,sennx.
LRI

Si la funcién f e continuamente derivable a trozos en el segmento [~ 7, ¥] {vé-

ase la definicidn 1 en el p. 30.2), entonces

S @~ Y, —nasennx .+ nb,cosnx,
n=
e5 decir, la serie de Fourier de la derivada se obtiene de la serie de Fourier de la mis-
ma funcién por derivacién formal término a término ®).
DEMOSTRACION. Sea

S )~ 320 + ¥ a,cosnx + §,sennx.

LR

Teniendo presente que f(x) = f(~) e integrando por partes, obtenemos

a=1 Srmm =10 - Sl = 0,

+ i gf(:]senmdt = nb,,
T

a, = i Sf' (f)cosmedt = -l-j'(f)wsnt
T E

L
-r

B, '%SJ’ (t)senntdt = ft)sennt

-
-

# Sin suposiciones algunas acerca de la convergencia de la serie de Fourier de la derivada.
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= [f{t)wsmdl: -may n=12....0
L

Pasemos al estudio de la velocidad de convergencia de la serie de Fourier en de-
pendencia de la suavidad de las funciones. Previamente demostremos ¢l lema.

Lema 7. Sup que la funcidn f tiene en un segmento derivadas continuas
de orden hasta k — 1 inclusive ¥ una derivada continua a trozos de orden
k(k = 1)*, con la particularidad de que

SH-x) = fOUm), j=0,1,...,k-1,
y sea "
fx) ~ %q + z a,cosnx + b, sennx.

A=l

En este caso
£ &
Iaulsf—, Ib,,lsn—';. me= 1,2 ...,

@
donde €, > 0y la serie E &2 converge.
am |

DEMOSTRACION. Al aplicar sucesivamente ¢l teorema 13 k veces, obtendremos

S8 ~ Z a,cosnx + f,sennx,
LN
donde o bien
a, = £nfa,, B, = xn*b, (55.54)

o bien
o, = xnkb,, B, = xnfa, (55.55)

con la particularidad de que, segan la desigualdad de Bessel,

i o
Lo+ Bi< § rPePex. (55.56)
A=] -7

Pongamos g, = Va2 + 2. En virtud de la desigualdad (55.56), 1a serie E £2 con-

verge. A=l

~ * Decimos que cierta funcidn tiene derivada continua & trozos en el segmento dado, si
dicha funcién es continuamente derivable a trozos en ¢l mismo (véase la definicién 1 en el
p- 30.2). De este modo, si la funcién tiene derivada continua e trozos en un segmento, puede
suceder que en un namero finito de puntos del mismo segmento ella no tenga en absoluto deri-
vada, Po{ ejemplo, la funcidén f{x) = Ixl en el segmento [~ 1, 1] tiene derivada continua a
trozos, mientras que en ¢l punto x = 0 no la tiene.

25—6429
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Si es licita (55.54), se tiene

la |'—_Av_g._._11'+ _eii__
n

Andlogamente, .
1b,| a"—:, k=1,2,....

De manera semejante esta estimacion se obtiene para el caso (55.35). [m]
Ti 14, Sup gue la funcién f tiene en el segmento | - =, =) deriva-

das continuas hasta el orden k — 1 inclusivo y una derivada continua a trozos de or-

den k(k > 1), con la particularidad de que f(—7) = fOx), j =0, 1, ...,
k — 1. Entonces, la serie de Fourier de la funcidn f converge uniforme y absoluta-
mente en todo el segmento {~x, x| a la propia funcion f y

Ift) = 5, 06M € = k—'ﬁ ¥
donde ”li_m”n, = 0({n,] es una sucesidn numéncn'), ¥ 8,(x; /) es la suma de Fourier
de n-ésimo orden de la funcidn f.

De este modo podemos decir que en el segmento [— 7, %] se cumple uniforme-
mente la estimacién
1
-k +

10y - S, 00/ = o(rx 2). i
Observemos preliminarmente que si [u,} v [v,] son las sucesiones de niimeros no
negativos de tal indole que
z < +m y ): Vi< 4o,

Aml LR

¥ uy,< J i ul ’ f: vi (55.57)
1 n=1 =1

En efecto, esta igualdad se obti do al limite, de la des-

igualdad de Cauchy — Schwartz Euv ;):u?!zvz cuando
a=1 A=

A= |
N — o= (véaseel p. 18.1 y 35.8*) (indi que la desigualdad (55.57) es un caso
particular de la desigualdad (35.33) del p. 35.8% parap = g = 2).
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 14. Sea

entonces

Jo) ~ % + 2 @ cosmx + b, senmx, (55.58)

S.an = -Q+ E a,cosmx + b, senmx.

moa ]
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N

W

3

mx m
Fig. 236

Segfin el lema, & 5
"
la,,| < -, 1byl < m_'; (55.59)

donde ¢, son de tal género que la serie
}: €2 (55.60)
m=1
converge.

Aplicando las desigualdades (55.57} y (55.59), estimemos el resto r,, (x) de la serie
(55.58):

-

|rn(x)|=| z ammsm+bmsmmx‘xs
m=an 4+l
» P =
SR T s

<2 ¥ ¥ ”—fﬁ‘ (55.61)

man+| m=n+1
Pongamos -
& 2
X, = z 2,
M=+ 1

Ya que la serie (55.60) es convergente, tenemos
"li_m&xn = (55.62)
Luego, indiquemos que en e} segmento [m — 1, m) se verifica la desigualdad
1

1 1 T oax
o = = (fig. 236) y, por consiguiente, o £ j lﬁ. Por esto
m>

j 'y - & :
o xE 2k~ ek T
Ly "

F
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De este modo, de (55.61) se desprende la estimacién

Ir () < 2 55.63
r(x ’ == ( )

Pongamos, por fin, 7, -~——_-—IV’;T en virtud de (55.62) ljmr;n= 0. Por

ello, de la igualdad (55.63) obt

nl l
et 1)),n-l,z,”
k- j
. n

¥ aquf el infinitésimo n, no depende del punto x.

De conformidad con el corolario 4 del teorema 4 (el p. 55.4), la serie (55.58) con-
verge hacia la funcidn f(x), por consiguiente, 7, (x) = f(x) — 5 (x, /)y, deeste mo-
do la convergencia uniforme de la serie de Fourier con la estimacion mencionada
queda demostrada.

Su convergencia absoluta también se demuestra, puesto que hemos obtenido la
estimacién (véase (55.61)) .

ol €

la,t + b, | € —n_

maan sl ﬂ* -3

de la que se deduce que la serie de Fourier de la funcién f no sélo es absolutamente
convergente, sino que una serie formada de las magnitudes absolutas de sus térmi-

nos y, mas ain, una serie -

E la, | + 1b,]
m= |
converge con la misma *“‘velocidad” —12_. [
1
a3

El teorema 14 ensefla que cuanto mds suave es la funcidn f (es decir, cuanto ma-
yor es ¢l niimero de derivadas que tiene f), tanto mayor es la velocidad de conver-
gencia hacia ella de la serie de Fourier. En este caso la desigualdad (53.63) hace po-
sible estimar el exrror que se obtiene al sustituir la serie de Fourier por su n-ésima su-
ma parcial,

De este teorema proviene, en particular, para & = 1, que la serie de Fourier de
toda funcidn periddica de periodo 2=, continua y continuamente derivable a trozos
(:e:: 6;1 p. 30.2), converge uniformemente sobre todo el periodo hacia la misma
fi N

Ejercicios. 11, ;Serd uniformemente convergente la serie de Fourier de la funcién

fix) = Ixl, =» € x £ »? yConvergird unifor ung serie obtenida por
término a término de la serie de Fourier de esta funcién?
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12. Muéstrese que la serie de Fourier de una funcién continua periddica lineal a trozos (la
definicion de la funcibn lineal a trozos véase en el ejercicio 6 del p. 19.7) converge hacia esta
funcién nmfwmmeme

13. Sirvitndose del resultado del ejercici dente y del resultado del ejercico 6,
p. 19.7, dmu.&ﬁeudlmm'—'dglp SSTsuh:eln H s de funci
peribdicas i los poll .

55.11. INTEGRACION DE LAS SERIES

DE FOURIER TERMINO A TERMINO
En este punto se probaré que las series de Fourier pueden integrarse término &
término.
Teoremn 15. Sea f una funcié inua en el seg [— =, 7] y supongamos
que =
“—; + z a,cosnx + b, sennx (55.64)

es su serie de Fourier. Tenemos en este caso
1

T I o=
Sj(x)dx = .i EQ? + E i(ﬂncosu + b sennx)dx =

a=1]

= —ﬁ + E ‘,,"‘““" + —" (1 — cosnt), (55.65)
A= |
¥ la serie que figura a la dmha converge uniformemente.

Di que la afi sobre la convergencia (incluso de la convergencia
uniforme) de la serie (55.65) tiene lugar sin suposiciones algunas sobre la conver-
gencia de la serie de partida (55.64).

DEMOSTRACION. Examinemos una funcién

L]
F{) = i [f(x) - %"] d. (55.66)

Esta funcién es continua en el segmento [~ x, ] y tiene en éste una derivada conti-
nua F (1) —f(f)-wy
F(x) — F(—x) = i_f(,x)dx Tay = 0.

Por eso, en virtud del teorema 14, su serie de Fourier converge hacia ella y, ademas,
uniformemente. Designemos sus cocficientes de Fourier mediante A, A4,. B,
- T 0 B SECRE Entonces, en vista de lo dicho

F(n) = 04 E A,cosnl + B senni. (55.67)

a=1
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Hallemos los coeficientes de esta serie. Integrando por partes, obtendremos

"

1 =
A=~ § Flycosntdr = Fry 0
w n

2 n

—-Lg[f(:)—an]scnmdr= —b"". =12,
nw

Por analogia,

Para hallar A, pongamos en (55.67) 1 = 0. Al notar que F(0) = 0, obtendre-
mos

A

Zoy A, =0, dedonde Zo_ By

2 2 n
=1

LS |

Asl pues,

=

Fit) = E %scnm‘ + % (1 — cosnit).
-l

De aqui y también de (55.66) proviene precisamente la formula (55.65) y la con-
vergencia uniforme de la seric (55.65) es el resultado de la convergencia uniforme de
la serie (55.67). O

it sennx
Problema 36. Demuésirese que la serie trigonométrica convergente E — o &5
A=l A

una serie de Fourier de ni funcidn egr
.

Indiquemos que si I f(x)dx = Oy, porende, a; = 0, entonces como resultado
de la integracién término a término de la serie de Fourier de la funcién fse obtiene
de niuevo una serie de Fourier de cierta funcién F, a saber, como se deduce de lo de-
mostrado,

x

Ax) = ;{ fndt.

Dado que para cualquier funcién primitiva @ de la funcién f, continua en el seg-
mento [=x, 7], es valida la férmula de Newton — Leibniz
®(x) - #(-%) = [ Slgax,
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T
la condicién E Six)dx = O serd equivalenie a que todas las funciones primitivas de

[ toman en los extremos del segmento [— =, ] valores iguales.

55,12 SERIES DE FOURIER PARA EL CASO
DE UN INTERVALO ARBITRARIO. NOTACION COMPLEJA
DE LAS SERIES DE FOURIER
La teoria de las series trigonométricas de Fourier de las funciones 2x-peribdicas
se extiende facilmente al caso de funciones periddicas de cualquier periodo 2/, Para

ello resulta suficiente aplicar el segmento [—1, /] sobre el segmento [—x, x] median-
te la aplicacién lineal:

y:;x, -lgxgl, arsysmm

y ¢l problema se reduciré al caso ya iderado. Se d ing serie de Fourier de la
funcién f de periodo 2/ respecto de la variable de pariida x una serie de la forma

a, nwx nxx
EQ + Z 2,008 —= + bysen —=
n=1
donde

! i
(]
ay = % jf(t)dl'. a, = ;1 Ef(r)ous % dr,

=
1

!.f(r)sm"Tﬂdf, T

-1

i

b =

—

En particular, si la funcién f es par, se tiene

a, nrx
f) ~ —2" + Z ap 008 =,

n=]

donde

'
a,,-%g_r(qms”_}“dr, W L e
[]

y si f es impar, entonces

f{x}-.z b, sen "—:.x.
nw 1
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donde i
bnaf.'ij(;)m."—:!d:, nal,2....
Como lusion, indiq demds, la asi I d Ho-'at‘mmmpwadehs
series de Fourier que es de uso fr en las Aticas y sus ! Sea

Jx) ~ %9 + a,cosnx + b, sennx. (55.68)
"=

Como se sabe (véase el p. 37.6),

cosnx =% (€™ + g, (55.69)
sennx = %(ﬂ — e=") =% (e~ 5t — gy, (55.70)

Al sustituir (55.69) v (55.70) en (55.68), obtendremos
"o

Jx) ~ 2+ 2 = (@, = be™ + - 3 (a,, + b i)e=,

Suponiendo i
a
co—-zl’, cnni(nn—-b"!), c__ =—{a, + b0,
tenemos -
S ~ Z c e, (55.71)
ne e
donde, evidentemente, ¢_, =¢, n =1, 2, .... Al recordar que

cosakisena = e+ (véase Jp a7, .6), tendremos

<, m-ta -bh) = — If{x)(oomx isennx)dx = J;gftx)e inx gy, ),

- =—(u,,+b,,f)-—5f(xJe“'“dt. n=12.

o bien, al reunir ambas férmulas y afladir el caso de n = 0,

= .2.!; 5;(;”-3“@ n=0,%1,%2... (55.72)

-

4 Véage en el p. 54.6 ln definicién de la integral de una funcién de valores complejos.
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Al sustituir (55.72) en (35.71), obtendremos
J&) ~ 5'; E e"’“[f(r}e—""dt. (55.73)

Asl pues, hemos escrito la serie de Fourier en la forma compleja y s¢ han obteni-
do las expresi para sus coefici

Sdlo nos resta aclarar el concepto de convergencia de la seric de forma (55.73).

Se denomina suma parcial de n-ésimo orden de la serie

of (55.74)

ne -m

"
la suma S, = ¥ z,. La seme (55.74) se llama convergente, si existe
k= —p

§ = lim S, en este caso S se denomina suma de la serie y se escribe

s= ¥ z,

§ 56. INTEGRAL DE FOURIER
Y TRANSFORMACION DE FOURIER

56.1. REPRESENTACION DE UNA FUNCION EN FORMA
DE LA INTEGRAL DE FOURIER

» Supongamos que la funcién f es absolutamente integrable en todo el eje real.
Escribamos para ella una integral, correspondiente, en cierto sentido, a la serie de
Fourijer en la que la sumacién segim el indice n se ha sustituido por la integracién
respecto de cierto pardmetro:

=

| le0)cosxy + bO)senxyidy, s6.1)
[
donde &
ap) =1 5 fycosyrat, (56.2)
L3
bly)-é S S(ysenyrdr, (56.3)

=

Las férmulas (56.2) y (56.3) recuerdan las férmulas para los coeficientes de
Fourier.

Definicién 1. La integral (56.1) se Hama integral de Fourier de la funcién f.

Substituyendo (56.2) y (56.3) en la integral (56.1), transformemos esta dltima del
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modo siguiente:

i [a(v)cosxy + b(y)senxyldy =

o

S S(t){costycosxy + sentysenxy)dl =

Sty
&

4o o

5 dy S f(cosylx — ndt, {56.4)

[} —m

1
T

Asl como la suma de una serie de Fourier de una funcién es igual, en ciertas con-
diciones, a la misma funcion, la integral de Fourier representa también la funcién de

partida,
Teorema 1. Supongamos que
1) la funcién f es continua a (rozos en cada segmento finito y absol in-

tegrable en toda la recta real;
2) en el punto x existe una derivada a la derecha f_ (x) y una derivada a la iz-
quierda f (x). Entonces, para el punto citado x se verifica la formula

+m +oe
S+ +fx-0 1 S
L

2 dy 5 fltycosy(x — nydt. (56.5)

—=
La férmula (56.5) lleva el nombre de Fourier.
DEMOSTRACION. Consideremos una integral

L o
sw =+ 5 dy S Fcosyx - vy, (56.6)
D L
donde 7 > 0, y x es un punto fijo en el que existen derivadas unilaterales £ (x) ¥
fL&).
Es obvio que la integral de Fourier
m e
B i dy S S@)cosylx ~ 0t 6.7

serd el limite para la funcion (56.6) cuando 5 — +9=, es decir, 5(7) es en este sentido
un‘andlogo de las sumas parciales de las series de Fourier.

De conformidad con el teorema sobre la integracion de integrales dependientes
de un pn:ﬁmetm (véase el p. 53 1), para todo nimero ¢ > 0 tenemos

[d.v [m)casyu - tdt = jfmd: j cosy(x — ndy
o

Efw sem(x 1)

di. (56.8)
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En efecto, ya que la funcién f{¢) es continua a trozos, sirviéndonos de las rectas
paralelas al eje Oy, podemos dividir el rectdngulo — £ < 1 € £, 0< y € g, en
un namero finito de rectdngulos, en cada uno de los cuales la funcién
S cosy (x — 1) ya seré continua, como funcién de dos variables, hasta la frontera
(si en la frontera de los rectdngulos mencionedos por valores de la funcidn f se to-
man, cuando sea necesario, sus limites unilaterales, es decir, f{t + 0) o bien
J(t — O)). Al aplicar el teorema 3 del p. 53.1 & todo rectingulo y sumar los resulta-
dos obtenidos, obtendremos precisamente la férmula (56.8).

De la desigualdad obvia

Ifcosyix — 1) € (@)

+es
y de la convergencia de la integral I Lf(0)] dt proviene la convergencia unifor-

me, en el seg [0, 7] resp del parh », de la integral
F() = j fltycosy(x — e, (56.9)
es decir, £

Fo, 8 = [flncosy(x — nar
={

tiende al limite (56.9), para { — + o, uniformemente en el segmento [0, n].

Luego, la funcién F(y, £) es continua respecto de y. Efectivamente, la funcién f
esth acotada en el segmento [—£, £]: 1/ID) € M, —f < t € £. Designemos
conw(s) el médulo de continuidad de la funcidén cosy(x — ), 0 € ¥y < 3,
—f < t < £. Entonces, ilmuwwj = 0, ¥y, por €so

IFy + Ap, §) — FO, B <
§
< j L@ leos(y + A»)(x — 1) — cosylx — Nldt € 2MEw(dy)— 0
&
cuando 4y — 0.
En virtud del teorema 2 del p. 53.1, en el primer miembro de la igualdad (56.8)
podemos pasar al limite bajo el signo de la integral para §{ — +oo,
Como resultado tendremos

soy =2 § 1)
™

seny(x = 1)
x =1t

dt.

.
Esta integral es finita, pues (véanse (56.6) y (56.9)) es igual { F(»)dy, donde la
o
funcién F(¥) es continua como un limite, para £ — + oo, de una familia de fun-
ciones F(y, E) convergentes segan y.
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La integral S(n) es un andlogo de la integral de Dirichlet para las serles de
Fourier. Al poner u = { — x (compé#rese con (35.17)), obtendremos
o

sen
M du,
u

St) =L 5 S+ %)
s

Repr do la integral obtenida como una suma de dos integrales
4= 0 .
= +
=i+

y realizando en la primera de ¢llas Iz sustitucién ¥ = —{, obtenemos

+oe

S =+ S e+ 0 + s - 015" ar

Al recordar (véase el p. 54.4) que para n > 0

i ﬂdf:l.
1 2
obtenemos
St) ..W:% I U(x-t-f]-'-m—f”%‘“Q"-
—Lr(x+o)+f<x—m1££ =
senntdil +

o3 E Sk + )~ fix +0)
x t

43 I’fu—:)—fu—n)
x t

senyrdr.  (56.10)

Consideremos, por ejemplo, la primera integral que figura en el segundo
iembro de esta igualdad. Dividimosla en dos integrales:

-1

Por cuanto
Jim Jx + 1) - flx + 0)

= +0 1

=6
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+ 6 - + 0]
um.onoesﬂx )’ﬂx )esnna’- idn continua a trozos de la variable £ en el

segmento [0, 1), por lo cual, en virtud del teorema 2 del p. 55.2.
1
lim I Jix + 1) = fix + 0)
1= +t=

” senptdt = 0. (56.11)

A +
ufunmbnﬂx, )l:sta.mblén-“- i & trozos en cualquier segmento del semieje

t21,y, como
F‘ir"—”[ < 1ix + 1),

se tiene

+oe +
S ‘/{x:fl‘d,g S 1t + Dlde = EII(S)Idn; Slﬂnldss +eo,

£+1 —m

declr,ﬂ"t+ 9 o absol

integrable en este semieje, y, por lo tanto, en vir-

tud del mismo teorema.
+oo

lim I @ senqrdt = 0. (56.12)
rT—tm
Por fin, de la convergencia de la integral [ %‘ dt (véase el p. 33.6), al reali-
[]
zar el cambio de la variable 4 = ¢, obtenemos
+= +®=
lim 5 f‘”:mmqrd:-f(xq-m lim 5 S gu=0. (56.13)
LR = ko= u
L
De (56.11), (56.12) y (56.13) se deduce que

o

tim L E wmw;d{ i

= +=X
De modo anélogo se demuestra que

“I'I]_l g L{x_._”._;_f‘;{___ozscnﬂ;d; =0,

- e x

De aqui, en virtud de (56.10), obtendremos
S+ 0) + flx — 0)

]im S m = 3
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Por cuando el limite en ¢l primer miembro es igual a la integral de Fourier (56.7), la
igualdad (56.5) queda demostrada. O

Los requisitos impuestos sobre la funcidn en este teorema pueden debilitarse al
exigir, por ejemplo, que la funcidn sea absolutamente integrable en todo ¢ eje nu-
mérico y satisfaga en todo punto la condicion generalizada de Holder. No lo hemos
hecho para hacer la demostracién mas simple (compérese con la demostracion del
teorema 4 y sus corolarios en el p. 55.4).

Ejercicio 1. Demuéstrese que si la funcién f es, en adicion a las restricciones impuestas

sobre ella en el teorema |, par o impar, entonces quedan validas las siguientes farmulas: para
una funcién par

to +om
DRI A i Sl 5 Foncoeyrar,
T
a
para una funcidén impar
+ o o
M‘];ﬂ'ﬂng i sen yx dy i Sysenyedr.
x

56.2. DIFERENTES FORMAS DE NOTACION DE LA FORMULA
DE FOURIER

Para simplificar las notaciones se considerar4 en adelante que la funcién fes ab-
solutamente integrable en todo el eje numérico R vy en todos los puntos de éste es
continua y tiene derivadas unilaterales. En este caso para cualguier x € R, de acuer-
do con el teorema 1, resulta licita la férmula de Fourier

hm el

foy =~ S dy [ FOcosy(x = 0,

¥, por cuanto la funcién subintegral es par respecto de la variable y, entonces

+ % 4o

j[x)-% j dy 5 S(#)ycosy(x = ryde. {56.14)

Por ser obvia la desigualdad
lf()seny(x — O < 1AL,
siendo vigentes las restricciones impuestas-sobre la funcién f, existe también la in-
tegral 4o
[ f@senyix — oet,

con la particularidad de que, en virtud del criterio de Weierstrass (véase el p. 54.1),
converge uniformemente en todo el eje numérico de la variable y y, por consiguien-
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te, es una funcién continua de y. Por eso para cualquier niimero # existe una in-
tegral

n T
j dy j f(Oseny(x — nar, (56.15)
y es, ademés, nula, puesto que la funci6n subintegral es impar respecto de y. 5in em-
bargo, asumidas las suposiciones referentes a la funcién f, no se puede garantizar la
existencia de la integral impropia

j dy § F@)seny(x — ndt. (56.16)
Para obtener las formulas necesarias, hemos de introducir una gencralizacién més
del concepto de integral.

56.3. VALOR PRINCIPAL DE UNA INTEGRAL
Introduzcamos la siguiente definicion.
Definiclén 2. Sea ¢ una funcién integrable en cualquier segmento finito. Si exis-

te un limite finito .

lim j elnde, 3 >0,
.

4o

se denominard valor principal de la integral j w(x)dx y se designard brevemente

—e

V.. +ow

L]
vp. | p(x]dxd-ﬁ—[‘l_h}m | veads. (56.17)
RN 2

Subrayemos que la diferencia de esta definicion de la que caracteriza una in-
+as

tegral impropia i @ (x)dx, en ¢l sentido de 1a definicion dadaen el p. 33.1, consiste
—e=

en que para la funcién ¢, integrable en cualquier segmento finito, la integral

+ oo +=
| w)dx se definia como un limite de las integrales j @ (x)dx, cuando tendian

independientemente ¢ hacia — o0 y 7 hacia + o, En el caso que se considera ahora
T

sdlo se exige la existencia del limite de las integrales citadas S:p(x]dx para un ca-

so particularen que £ = —npynp — +oo, ¢

: De este mismo modo se determina también el valor principal de la integral

impropia en un punto: supongamos que @ < ¢ < by la funcion o es integrable se-

gun Riemann, para cualquier £ > 0, en los scgmentos [a, c—&] y [c + &, b] (se su-

pone, naturalmente, quea < ¢ — £y c + & < b); entonces el valor principal de la



400 38._Int de Fourier ‘ormacidn de Fourier

integral | ¢(x)dx en el punto c se determinara mediante la formula

b
|

A veces, cuando ello no pueda llevar a las equivocaciones, la integral en o sentido
del valor principal se designa simplemente con el simbolo integral, omitiéndose las
letras v.p.

Si para una cierta funcién existe la integral impropia, dicha funcién di
también del valor principal de la integral y éste coincide con la integral 1mpropi.a de
la funcién. Lo reciproco no es cierto: para una funcién puede existir (y, por consi-
guiente, ser finito) el valor principal de la integral, mientras que la integral impropia
es divergente.

B o

b =t
o Jowte = tm [ o+ oonar].

c+e

+o ]
Por ejemplo, las integrales _[ xdxy ! g no existen como impropias, no obs-
X
—. -1

tante existen en el sentido del valor principal, el cual en ambos casos es igual a cero.

56.4. NOTACION COMPLEJA DE LA INTEGRAL DE FOURIER

Volveremos a la férmula de Fourier (56.14) v la escribiremos en otra forma, sir-
viéndonos del concepto de valor principal de la integral. Puesto que la funcién sub-
integral en la integral (56.16) es impar respecto de y, con arreglo a la definicién
enunciada del valor principal de la integral, tenemos

v.p. [ dy | fOseny(x ~ i = 0. (56.18)
Al muliiplicar ambos miembros de esta igualdad por ZL ¥ sumar con la integral
v
(56.14), obtendremos
fo) = 2_' i dy 5 fl)e¥ = Ny, {56.19)

donde la integral exterior se entiende en el sentido del valor principal, La férmula
(56.19) lleva el nombre de notacidn compleja de la integral de Fourier.

56.5. TRANSFORMACION DE FOURIER
Si ponemos

4+

it ~tr gy
b0) = — j fine="ar,

la férmula (56.19) tendra por expresitn
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e

1 :
= VP — (el dy. %
J&xy=v.p ﬂ_'rj (»)edy (56.20)
Definiclén 3. La funcidn & que se pone en correspondencia con la funcién f por
la férmula v
1
L] = WP ——— =iyt
) =vp. 7 S SeYdr, (56.21)

-

se denomina transformacion de Fourier de la funcidn f y se designa F [} o bien E

En esta definicidn f(f) es, en el caso general, una funcién de valores compléjos
del argumento real. Notemos que la funcién & = F[/] puede adquirir valores esen-
cial plejos incl cuando la funcibn f toma sblo valores reales.

La transformacién de Fourier est4 definida, en particular, para todas las fun-
ciones absolutamente integrables. Por ejemplo, empleando para la formacién
de Fourier de 1a funcién fla designacién f, podemos escribir la formula (56.20) en
la forma

1 ;
X} = V.p, — edy, 20"
J® ”mjf‘”’ iy (56.20°)
Esta formula permite restablecer la propia funcién £, si se sabe su transformacién de
Fourier f. Se d ina fé de in idn.
Definiclon 4. La funcidn ¥ que se pone en correspondencia con la funcién S me-
diante la férmula o
1 ,
¥(y) = vp. — e dt, 56.22
o) 2 = I S} { )

se llama transformacidn inversa de Fourier de la funcién [ y designa por F~) 1.

La transformacién de Fourier y la transformacién inversa de Fourier estan defi-
nidas en un conjunto de funciones, para las cuales las integrales (56.21) y (56.22)
existen en el sentido del valor principal. Este conjunto contiene dentro de si, en par-
ticular, el conjunto de todas las funciones absolutamente integrables en todo el cje
real, para las cuales las integrales en las formulas (56.21) y (56.22) pueden entender-
se como integrales impropias ordinarias y no sblo como integrales en el sentido del
valor principal. El término *‘transformacion inversa de Fourier” se justifica por lo
que la transformacion £~ ! convierte la transformacién de Fourier F. Con més pre-
cisién, es vélido el siguiente lema.

Lema 1. §i una funcidn f, continua y absolutamente integrable en todo el eje,
tiene en cada punto derivadas unilaterales finitas, entonces

FUFIM = FIFT'U = £

DEMOSTRACION. La primera férmula de inversién, es decir, la férmula
F=V[FIA] = f es simplemente otra notacién de la formula ya demostrada (56.19).

26—6429
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Probemos la validez de la segunda férmula de inversién. Por cuanto el coseno
es una funcién par, podemos en (56.14) cambiar de lugares { y x;

4o o

]
fx) = E S dy E Sieyoosy(t — x)dt,
¥, por ser impar el seno (compérese con (56.18)},
4= =

v.p. S dy jf(l]seny(f — x)df = 0.

-

Por es0, a la par con la formula (56.19), tenemos también

S = 1 K dy j Flnet = D,
2x
o bien o e

g A L n.vd] i
I m5 [m j St | e dy,

donde la integral exterior se toma en el sentido del valor principal. Esta formuia
puede ser escrita en la forma

FIFF!i =£0

Indiquemos que la validez de las férmulas de inversion puede demostrarse tam-
bién para restricciones més débiles impuestas sobre la funcién en comparacion con
aquellas que prevén la existencia en cada punto de las derivadas unilaterales,

Lems 2. Supongamos que para las funciones f, y f, existe la transformacién de
Fourler (la transformacion inversa de Fourier, respectivamente). Entonces, cuales-
quiera que sean los mimeros h, y b, para las funciones h,f + hyfy también existe
la trangformacion de Fourier {}a transformacién inversa de Fourier, respectivamen-
te), con la particularidad de gue

FIN + M) = NFIL + VIR
FInS, 1000 = NFUA) + WP, respectivamente).

‘Esta propiedad lleva el nombre de linealidad de la transformacién de Fourier (de
1a transformacién inversa de Fourier, respectivamente). Ella proviene inmediata-
mente de la linealidad de la integral y de las f6 las (56.21) y (56.22).

Corolario. F[0] = F~'[0] = 0.

En efecto, por ¢jemplo,

Fl0] = F[0-0] = 0-F[0] = 0.

Esta Gltima propiedad se deduce, naturalmente, asimismo de las formulas (56.21) y
(56.22).
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Lemn 3. La transformacién de Fourier F, al igual que la trangformacion inversa
de Fourier £~ son las aplicaci biunt de un conjunto de funclones conti-
nuas absolutamente integrables en todo el efe real, que tienen en cada punto deriva-
das unilaterales, en dtro conjunto de funciones, para las cuales las integrabies
(56.21) y (56.22) existen en ¢l sentido del valor principal.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar s6lo la biunivocidad de las aplicaciones
FyF~", puesto que lo demés ya ha sido demostrado mas arriba. Demostremos, por
cjemplo, la biunivocidad de la aplicacién F. Sea FIf|] = Flf]; entonces

FUFIA = FUFI).
De aqui, de acuerdo con el lema 1, se desprende que
fi=f 0

En todo caso la transformacién de Fourier esta definida para las funciones abso-
lutamente integrables. En los puntos gue siguen se estudiarén las propiedades de es-
ta transformacién. Més edelante ain se mostrard como la transformacién de
Fourier se generaliza a las clases méas amplias de funciones, a saber, a las funciones
de cuadrado integrable (el p. 58.7%) y las asi Il das funciones generalizad

56.6. INTEGRALES DE LAPLACE

Hallemos la transformacién de Fourier } de la prolongacidn par de la funcién
e~ ™, a > 0, desde la semirecta x > 0a toda la recta numérica, es decir, hablando
sencillamente, la transformacién de Fourier de la funcibn f{x) = =9/,
-0 < X < +oo;

b

Joi—-L S emalrl o=ty
Var
- o 4=
1 g ]
B T~ Wy + — axg gy =
Vi j = ‘[ 5

L

+om

‘e
1 F 1
= — emle = gy 4 e—la+ gy =

T x
1 1 - 1 2 a
= —{ —— = = e———
Vi \a—-iy a+iy xat + y?
La aplicacion de la transformacién inversa de Fourier a la funcién
obtenida da la funcién de partida

)

+m
oo L S ﬁ%ﬂdy, 20
VZx a4y

-

26*
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Recordando que ¢ = cosxy + isenxy y notando que, en virtud de que la fun-

s

cién subintegral de la integral i penxy

@+ y

zdy = { obt
+m + o
a cosXy 2a COS XY
i = — b s yx 20
x S ;ﬁ*‘}’zdy ks i a 4-)'1@

e—wx

Hallemos ahora la transformacion de Fourier }d: la prolongacion impar de la
funcién e~ %, a > 0, desde el semieje positivo x > 0, es decir, la transformacién de

Fourier de la funcién
—a x>0,
s = { e

- x <0,
Tenemos
1] +om
1 1 %
i —eMeWdr 4 — | e~edx =
'? ) R § § Var J

1 1 i 1 _ 2y ;
V2r a—-iv a+ly x @ + ¥t ’
Al aplicar nuevamente la formula de inversién de la transformacion de Foutier, ob-

tendremos

+om

4o
- 1 2 ¥ ; 2 Y SEn Xy
e = - = i dy = = . 8
mj ( J:;T—”z)‘m-" 'i Fy ol x>0
Asi pues, hemos logrado no sblo hallar la transfosmacion de Fourier de fas fun-

ciones en consideracidn, sino también obtener directamente de la formula de inver-
sidn (56.20°) los valores de dos integrales

4
cosxy Lo W _
[ songon o0

g
ysenxy Ll

dy =~ e %, x>

A mEg T 2l

[
Estas Oltimas se llaman integrales de Laplace.

56.7. PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES
DE FOURIER DE LAS FUNCIONES ABSOLUTAMENTE INTEGRABLES
En este punto ¥ en los que siguen seran ideradas algunas propiedades de la
transformacion de Fourier de la funcién f, la cual se designard, como hasta ahora,
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mediante J o F{f]. Se supondr4, ademds, que la funcién ftoma, en cl caso general,
los valores complejos, mientras que su argumento ¢€s, como siempre, real.

Lema 4. Si la funcidn f es absolutamente integrable en todo el gje numérico, su
trangformacion de Fourier }'{y} estd acotada en todo el eje, con la particularidad de

que o

1
Por g — | 1
PO < 5 j £0)1 dx. (56.23)

Corolario. Si una sucesidn de las funciones absolutamente integrables f,(x),
n=12,...,yunafuncidn absol integrable f(x) son de tal género que

+=

lim { If,0 — f@)ldx =0,

enttonces la ﬂ;msidn Liq',, () converge uniformemente en todo el eje numérico hacia
).

la funcién
DEMOSTRACION, La desigualdad (56.23) se infiere de la formula (véase (56.21))

+m

for = § fe)e™ Dy, (56.24)

1
Var
si se tiene presente que le~ %1 = 1, O

El corolario se¢ deduce inmedi de la desigualdad (56.23) y la linealidad
de la transformacion de Fourier, pues

+om

-~ 1
o) =F)l = 1L,00= 70 € =~ | U, ~feHde. O
6M2x%
Lema 5. §i la funcién f es absolutamente integrable en todo el eje numérico, su
transformacién de Fourier {(¥) es continua y

lim fu) = 0. (56.25)
¥ ohe

DEMOSTRACION. Sea f{(x) = u(x) + iv(x), donde u(x) y v(x) son unas funciones
reales absolutamente integrables, Por cuante f(x) = wi{x) + iv(x), para demostrar
la continuidad de la funcién _,?(y) es suficiente demostrar la continuidad de las fun-
ciones u(x}y v(x). Aqui 4(x) y ¥(x) son, como siempre, las funciones de valores re-
ales de un argumento real, mientras que x(x} y v(x) son, en el caso general, fun-
ciones de valores complejos de un arg real.

De acuerdo con el lema 2 del p. 55.2, para cualguier funcién f(x), que es real y
absolutamente integrable en todo el eje, existe una sucesion de funciones escalona-
das finitas ¢, (x} n = 1, 2, ..., tales que

+oe

sim | oyt~ sontax =
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En virtud del corolario 4, la sucesién [3,,0')] conyverge uniformemente hacia la fun-
cién f(¥). Para convencerse de que la funcién f()) es continua , es sufuciente de-
mostrar que las funciones ¢, (¥) son continuas (véase el teorema 8" en o p. 36.4).
Mostrémoslo. Toda funcién escalonada finita es una combinacién lineal de fun-
clones de un solo escalon (véase el p. 55.2), con més precision, de funciones
caracteristicas de los semiintervalos de tipo [¢, b). Por &s0, ido a la linealidad de
la transformacién de Fourier, la continuidad de la funcié serl d rada, si
probamos que para la funcién caracteristica de cualquier semiintervalo [a, 5) su
transformacién de Fourier es continua.

Ses « una funcién caracteristica del semiintervalo [a, b), es decir, w(x) = 1, si
agx<b ywx) =0, 5x <adx > b Entonces, en virtud de (56.21), para
¥ # 0, tenemos

b b
A 1
0)=—|e % = - ~Wd(—ixy) =
¢ m§ ;ymj’ "
o a x=5 TP -
ot i o ol e |
yV2x G ¥Vix

En el caso de y = 0, en vista de la misma formula (56.21),
b
A 1 b—a
@) = — |dy = —
u"ﬂ_[

Viw
&
Asl pues,
tp= By _ =i
%’7 il
yVor
:r(y)= b ~a
ara =0,
Var g
Es evid que ef do miembro de esta igualdad es una funcién continua para

cualquier y # 0. Probemos que es también continua cuando y = 0.

(g™ — gm i S| .
e = ___lim — [{1 = i} ==
iy A ‘,T”linoy (1 = ity + o0
. - o(y) b—-a
—-(1 - =—1 b~ —_— - —
(1 = iay + 0O o Jm, [ a+ 3 ] 52

¢s decir: la funcién w(y) es realmente continua en el punto y = 0.

De este modo queda demostrada la continuidad en todo el eje numérico de la
transformacion de Fourier }° de una funcién f absolutamente integrable en todo el
eje numérico que toma valores reales. De aqul, seg(n lo dicho anteriormente, pro-
viene inmediatamente la continvidad de la transformacién de Fourier fde la fun-
cién f = u + iv absolutamente integrable en todo el eje numérico, es decir, de una
funcidn que, en el caso general, toma también valores plejo:
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La igualdad (56.25) se infiere del teorema 2, p. 55.2. En efecto, supongamos
nuevamente al principio que la funcidn fes absolutamente integrable en todo el eje
numérico y toma sblo valores reales, entonces

4o

for = % [ S S)cosxydx = i S- ﬂx)senxydx]

donde, en virtud del teorema citado, las partes real e imaginaria y, por consiguiente,
la propia funcién F() tienden a cero cuando y — . 2
Ahora, si f = u + iv, entonces, segin' lo demostrado lim w(y) =
¥y=mow

= lim C(y) = 0, por consiguiente, lim f(y) =0,
F=an F= &

56.8. TRANSFORMACION DE FOURIER DE LAS DERIVADAS
Te 2, Sup que una funcidn f, absol: integrable en todo el

efe numérico, fmle n derivadas absolutamente integrables y continuas en todo el
eje. Entonces,

FU™ = @)FFIA, k=01,...,n, (56.26)

y existe una constante M > 0 tal que
IF € ——. 56.27
< |y'| (56.27)

DEMOSTRACION, Supongamos primero que la funcién f admite sblo valores rea-
les. Sif es absolutamente integrable en todo el eje junto con su derivada f~ y esta de-
rivada es continua, entonces

S0 =S + {f ©dt.
o

+@
Dado que la integral [ If* (0} dr converge de conformidad con la hipotesis del

o
4

teorema, entonces converge también la integral I S (t)dr, par lo cual, en virtud de

la definicion de convergencia de una integral, existen los limites lim jf’ (Hdt y,
T 10
o

por consiguiente, los limites lim f(x}. Ademis, de la convergencia de la integral
¥ dhoe
=
j f(D)de se deduce que los limites citados son iguales a cero: lim ftx) = 0. Al
P 1.
aplicar la integracién por partes a la formula de la transformacion de Fourier, ob-
tendremos:
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1
Fl ol el =y dx =
v Vir 5 A ]
o o _l.f(x)g_“)‘ i . fle~®dx = iyF{]
Vir R '

De este modo, la derivacion de una funcidén cenduce a Ja multiplicacién de su
transformacién de Fourier por el factor iy.

Siahora f = w + iv, donde u y v son funciones reales, y esta vez de nuevo fes
absolutamente integrable junto con su derivada f° = ¥ + iv’ y esta Gltima es con-
tinua, entonces

FU') = Flu' + iv'] = Flu'] + iF[v'] = Flu] — ¥Flv] =
= ¥F[u + iv] = FY).

La formula (56.26) queda demostrada para n = 1. Para n arbitrario ésta se ob-
tiene por induccion.

La funcion FIA"™] estd acotada (vease el lema 4), por lo cual la cola superior
M= sup  F[f™)] es finita y, por consiguiente, la estimacién (56.27) se

-may g dw
desprende de la formula (56.26) para k = n. O

Asl pues, cuanto mayor ¢s ¢l nimero de Jas derivadas absolutamente integrables
que tiene la funcidn f, tanto més rdpido tiende a cero en el infinito su transforma-
cién de Fourier.

Ha de no arse que el teorema 2, al igual que su demostracién, quedan en v, or
también en el aso cuando la derivada de n-ésimo orden de la funcién en considera-
cidn no es continua, sino que tiene un nimero finito de discontinuidades de primera
especie (véase el p. 5.1), conservandose sin cambios otras suposiciones. En efecto,
en el caso dado la derivada citada es, en cualquier segmenta finito, una funcién con-
tinua a trozos (véase el p. 28.3) y por esta razdn la integracion por partes, a la que se
recurre en la demostracion, es licita (véanse los pp. 30.2 y 33.2)

Ejercicio 2, D é que la formacién de Fourier F{¥) de la funcién

1 1
Jix) = W“ igual a O (;‘) cuando y - @,

56.9. CONVOLUCION Y TRANSFORMACION DE FOURIER

Supongamos que las funciones ¢ ¥ ¢ estan definidas en todo el eje real. En dife-
rentes pr Aticos se emplea a lo la asi llamada convolucidn de
las funciones ¢ 'y ¥, la que se designa por ¢ + ¥ 0, six es el argumento de la convolu-
cién, mediante (¢ « ) (x) y se determina con la igualdad

o

(o » $)(¥) = j el {x — Odr. (56.28)

-

En este punto supondremos, para simplificar, que las funciones en considera-
cion ¢(f), ¥ {1, x(r) admiten sdlo los valores reales. La integral (56.28) existe a cien-
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cia cierta, si ambas funciones estén das y son absol integrables *).
Ademés, la integral (56.28) y, més aim, la integral
o

§ lewvix - pldt
son uniformemente convergentes en todo el eje real. Efectivamente, en virtud de
que la funcidn | esté acotada se tiene |¢| < M, donde M es una constante, por lo
cual para cualquiera x y 1
le(Oylx — D1 € Mle()

y la afirmacidén enunciada se deduce, en virtud de la integrabilidad absoluta de la
funcién , del criterio de Wmersmass para la convergencia uml'nnn: de integrales
(véase el p. 54.1). De los raz ducidos se desp jemés, que si las
funci @ ¥ ¥ estan acotadas y son absolutamente integrables yconlmuas su con-
volucién f es también continua, acotada y absolutamente integrable. En efecto, la
continuidad de la funcién f proviene de la convergencia uniforme de la integral
(56.28) y el cardcter acotado, de la estimacion

e s 9)0)| < j le®ylx — Hldt <M § le() dr.

-
Demostremos la integrabilidad absoluta de la con\roluubn. Sea f = ¢ »y; lenemos

+m

5 o)l dx = g dx j (DY lx — nd-" <
g e +@ = o
< [ | leyx ~ nidt = { lende | 19t - nldx =

i j le(nl dr l Iy (s)l ds. (56.29)

=

El cambio del orden de integracion en este caso es posible en virtud de que (véase el
teorema 7 del p. 54.3) la integral j le (O (x — 0!drl converge uniformemente en

+= K 4w

todo ¢l ¢cje, la integral 5 lelNy(x — Hldx = lenl E Ig{x — Nl dr converge
uniformemente en cualquier segmento finito (;por qué?), ¥ la integral reiterada
4= 4o

[ ax 5 le (N (x ~ fidr existe, segin s¢ pone de manifiesto de la Ultima igual-
“m S

dad de la formula (56.29).

* La existencia de la integral (56.28) puede garantizarse bién para las
mis generales, sin embargo no nos detendremos en esto,
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De este modo, asumidas las suposiciones especificadas, podemos aplicar a la
l‘unciéuf e & la operacién de convolucidn con una funcién continua acotada y
ble (como ltado, se obtendra nuevamente una funcién de
la misma clase) o Ia transformacion de Fou.nw
La operacién de convolucidn de las funciones es conmutativa y asociativa en la
clase de funciones en consideracion. En efecto,-al realizar en la integral (56.28) el
cambio de la variable x — ¢ = 5, obtendremos

o +om
eriv= fo@vE-ndt= [ok-sEds=yey
Luego, realizando en la integral que viene abajo el cambio de la variable
t =y — §, cambiando ¢l orden de integracion y haciendo la sustitucion
x = y + £ = g, obtendremos

S +on

@eVex= | x0 - 0dx | e¥ix - nat =

+e ]

- jx(y—x}mrjw—aw—y+ade=

e

= | vb - Dt g Vix = p +OX(y - x)dx =

= j o - )t I VODX(E — mdy = G ex)re = v (e x).
La posibilidad de cambiar el orden de integracién en este caso también se desprende

del teorema 7d &l p. 54.3. En efecto, investiguemos la convergencia uniforme de las
integrales s

X0 =20 [ ey = B0 =y + D, (56.30)
PO =B | -y + DX - dx. (6.31)
Puesto que las funci ¥y x son acotadas, se tiene 1| € M, |x| € M, don-

de M es una constante, por lo cual
X — Dol — Hylx — x + £ < Moy — B,
ey = Dlx = y + Hxv = ») < M Ixy — 0)l.

De estas igualdades y del hecho de que las funciones ¢ y x son absolutamente in-
tegrables se deduce, de acuerdo con el criterio de Weierstrass, que las integrales
(56.30) y (56.31) convergen uniformemente respecto de las variables x y £, respecti-
vamente (la variable y esté fija) en cualquier segmento finito (;por qué?). Por fin,
existe una integral reiterada

+u 4

§ dx | Ixtr - el — HYE -y + DIdE = (el + 1) = Ix1.
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De este modo, todas las condiciones del teorema mencionado 7 del p. 54.3 estén
cumplidas.

Cabe nmar que al considerar las convoluci de las funci se pueden debi-
litar abl e las restricei que se imponen sobre las funciones de con-
lucién. No ot lad ion-de las propiedades de luci en este

caso exigirla, ante todo, unos teoremas mas delicados sobre el cambio del orden de
mtesracuén No lo hicimos aqui con €l fin de simplificar la exposicidn.

Jamos ahora al dio de la t fi cién de Fourier de la convolucién
de dos funcumes Transformemos, para la comodidad, ia definicion de la convolu-
cién ¢ « , afadiendo el factor adicional 1/v2¥:

w-i'——- Sﬂ PO (x — D).

Teorema 3. Sean ¢ ¥ ¥ las funciones acotadas, contii ¥y absol in-
tegrables en todo el eje numérico. En este caso {enemos

Fle « y] = FlelFl¥).

DEMOSTRACION, Las funciones ¢ ¥ ¥ son acotadas, continuas y absolutamente
integrables y por ello la funcién ¢ = § posee las mismas propiedades, en particular, es
absolutamente integrable y para ella puede considerarse la transformacién de
Fourier

+
Floodl = jF e~ ‘Vdr eV & — ndt.

Cambiando aqui ¢l orden de integracion (lo que es posible eh virtud del teorema 7

del p. 54.3) y realizando ¢l cambio de la variable x = ¢ + 5, obtendremos

Flp 4l =% _r e W)t Y Yix = Ne= Dy =

—= —-=

v'_" S- wlfe~dr — S" ¥is)e~ds = Fle)Fl¥l,

es decir, la transformacion de Fourier de una convoluciﬁn de dos funciones es igual
al producto de las fi i de Fourier de dichas funciones. [J

El teoremna 3 puede ser demostrado también para restricciones més débiles impues-
tas sobre las funciones en consideracién, pero no nos detendremos en esto.

56.10. DERIVADA DE LA TRANSFORMACION DE FOURIER
DE UNA FUNCION
Teoremn 4. Si Ja funcidn f(x) es continua y las funciones f(x), xf(x), . .. ,
X" [(x) son absolutamente integrables en todo el eje numérico , entonces la transfor-
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macidn de Fourier de la funcién fserd una funcidn n veces derivable en todo el eje
numérico y

*FRNA = Fix*f, k=0,1,..

DEMOSTRACION. Supongamos primero que la funcidn f toma sdlo valores reales.
Derivando formalmente la integral

4

1
Fil = — =¥ gy
in = j fixye

respecto del pardmetro y y observando que |xf(x)e~** = |xf(x)!, obtendremos
la integral absoluta e uniformemente convergente

-] I xf(x)e~%dy, —~o» <y < 0.

Por consiguiente (véase ¢l p. 54.3, teorema §) en este caso la transformacidn de
Fourier F[f] de 12 funcién f es una funcidn derivable e

iF N = FIxN.
Si, ahora, f = u + iv, donde 1 ¥ v son unas funci reales ob
FA=Flu+ivl=(Flu + FW) = Flu] + F V] =
= —iFlxu] + Flxv] = —iF[xu + xv] = —iF[xf.

A continuacién, por induccién ob que lat formacion de Fourier
F[f] dela funcién ftiene derivadas hasta el orden » inclusive e i*FR){7] = Flx*/],
k=0,1...,n 0

Corolarlo, 5/ las suposici) del teorema estdn cumplidas, todas las derivadas
FRU, k =0,1,...,n, son continuas y tienden a cero cuando su argumento
tiende al infinito.

En vista del lema 5, ¢l corolario se deduce inmediatamente, ya que las derivadas
F“’ngson las transformaciones de Fourier de las funciones absolutamente in-
tegrables.

Se puede mostrar que si los productos del tipo é?'%1°f(x) son absolutamente in-
tegrables, asumidas clertas restricciones impuestas sobreg > Oya > 0, esto conduce
a que la transformacién de Fourier s¢ hace ain més suave, a saber, la transformacién
mencionada pertenece ya a unas u otras clases de funciones analiticas.

La férmula que determina la transformacidn inversa de Fourier se diferencia de
1a que dh 1a transformacion directa de Fourier (véanse (56.21) y (56.22)) s6lo en que
el nimero e bajo ¢l signo integral tiene i sustituido por —7 en el exponente de la po-
tencia, razén por la cual para la transformacibn inversa de Fourier son vélidas las

propiedades analogas a las d radas para la transfor i6n directa de Fourier.
% 1

Ejercicios. 3, D quelat fe i6n de Fourier de la funcién f{x) = R
5

s dos veces derivable en todo el eje numérico.
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4. Demué quela 1 ién de Fourier de la funcién f(x) = xe™'*" es infinita-
mente derivable en todo el eje numérico.

§ 57. ESPACIOS FUNCIONALES

57.1. ESPACIOS METRICDS

Definicion 1. Ef conjunto X = [x, ¥, Z, . . . | se llama espacio métrico X, sien
un capjunto de pares ordenados (x, y) de el de este conji viene definid,
una funcién no negativa p(x, ¥), Ik fa di ia (o métrica), tal que:

1) o(x, ¥) = Ocuando, y sélo cuando, x = y;

Y olx, y) = p. x), xe X, ye X;

3) plx, ¥) < plx, 2) + 0(z, y).xex yeX zekX

Las condiciones 1, 2 y 3se d de di !

Los elementos del espacio métrico llevan ¢l nombre de punios,

Ejemplos. 1. Una lidad de todos los niimeros reales R forma un espacio
méirico, siempre que la distancia entre los niimeros reales se define como valor ab-
soluto de la diferencia entre ellos:

elx, ) =lx~yl, xeR, yeR.

2. Un conjunto de todos los nimeros complejos € forma también un espacio
métrico, si la distancia entre los elementos del conjunto se define scgln la formula
p(z,2’)=lz-2'V,zeC, 2" e C.

3. Un espacio euclideo R" de di ibn n (véase el p. 18.1) s un espacio métri-
co, si la distancia entre sus puntos x = (x, ... X )ey = (¥,... , ¥, sedeter-
mina por la férmula (véase (18.1))

plx, y) = ’ ¥ o=
i=1

4. Sea X cierto conjunto. Consideraremos un conjunto de funciones numeéricas
que son acotadas en X y que toman valores reales (0 complejos). Para dos funciones
de esta indole ¢ ¥ ¢ pongamos

gl ) = sup. () = ¥(D1. (51.1)
te

82 comprueba con facilidad que la funcién p (¢, ¥) es una métrica. La validez de las
propiedades 1 y 2 de la distancia se ve claramente. Comprobemos la validez de la
propiedad 3. Supongamos gue ¢, ¥ ¥ x son unas funcjones acotadas definidas en el
conjunto X. Para todo elemento f € X tenemos

Te() — x(Nl = el — ¢@] + [FO) - xO) <
< lef( — (O + @ - xl,
por lo cual
te(t) = x(0l < ﬂ}plw(f) = ¢l + S\:;)W(l‘) = x(,
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de donde
9&p!¢:(r} - x{Ol < sgp!p(f) — ¥+ sup () — x ()1,

es decir,
ple, x) € ple, ¥) + pld, x).

5. Sea G un conjunto abierto medible segiin Jordan del espacio euclideo
n-dimensional R". Un conjunto X de las funciones continuas en la clausura G del
conjunto G forma un espacio métrico, si la distancia entre las funciones pEXY
¥ € X se determina mediante la formula

ple, ¥) = [IW(x) — w(x)1dG.

En efecto, si ple, ¥) = 0, sdeclr s Elﬂx) ~ ¢(x)1dG = 0, entonces, en vir-
tud del corolaric de la propiedad 9° de las grales miltiples (véase el p. 44.6),
w(x) = ¥(x) para todo x € G y, por ende, para todo x € G. La propiedad 2° de la
distancia es, en este caso, evidente, y la propiedad 3° se comprueba con facilidad: si-
¢, ¥ ¥ x son continuas en G, se tiene

ole, ¥) = fle@) - x(aldG = [Ilp(x) — ¥(9) — [P ~ x(dG <
< Jlet) = ¥IdG + [lum - x(AG = o, 9) + o (¥, X).

Enelcasoenquen = 1y @ = [a, b], la métrica introducida para las funciones
continuas en el segmento {a, b] tiene por expresion
b

ple¥) = [lot) — vl dx. (57.2)
a

Un i i también se introduce del modo natural para las funciones
que estén definidas en un intervalo infinito. Por ejemplo, cuando @ = - ®,
b = + e, la distancia para dos funciones continuas y absolutamente integrables en
todo el eje numérico, ¢ y ¥, s¢ determina segln la férmula

+a@

ple,¥) = | lo@) — p(nlax. (57.3)

Todo subconjunto de un espacio métrico X es, a su vez, un espacio métrico res-
pecto de la misma métrica y se llama subespacio del espacio X.
finiclbn 2. Dos espacios métricos X y X' se llaman isoméiricos, si entre dos
punios suyos existe una correspondencia bi a f que iene inalterabie la dis-
tancia, es decir, una correspondencia tal que si

=fx), ¥ =/0), xeX, yeX, xeX, yeX,
entonces p(x, 3) = p(x", y') (tales correspondencias se denominan isometricas).

Definiclén 3. Sea X un espacio métrico; la ién de sus p [x,) se de
na convergente al punto x & X, si lim p(x, x,) = 0, es decir, si para todo nimero
Pt

& > 0 existe un ntimero n, tal que para cualesquiera mimeros n > n_ se verifica la
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desigualdad p(x, x,) < £."En este caso se escribex = lim x,, o bien x, — x cuando
n= =

n — co, y se dice que el punto x es el limité de la sucesidn dada,

Por ejemplo, la convergencia en los espacios métricos considerados en los
casos 1 y 2 significa una convergencia ordinaria de las sucesiones numéricas {reales
o complejas, respecti ). En el ejemplo 3 la convergencia de la sucesion estd
representada por la convergencia d: una sucesibn de puntos en e espacio
n-dimensional con la que ya nos hemos encontrado anteriormente (véase el
p. 18.1). Es un espacio métrico de las funci definidas y acotadas en cierto con-
junto, donde la distancia entre las funciones se determina segtn la férmula (57.1), la
sucesidn de funciones fe,} converge hacia la funcibn ¢, si

lim sup lo() = @, =0,

es decir, si la sucesién de funciones fi,| converge uniformemente en el conjunto X
hacia la funcién ¢ (véase el t. 1; p. 36.2).

Por fin, ¢l ejemplo 5 proporciona el tipo de convergencia de las funciones en ¢l
sentido de cierta métrica integral. Cuando n = |, la convergencia es similar a la que
se ha encontrado en el p. 55.2 (lema 2) y en ¢l p. 56.7 (corolario del lema 4).

Ejercicio 1. El conjunto E de un espacio métrico X se llama acotado, si
def
dify = sup plr,y) < +=,
reE yekE

1a magnitud 4 (E) se d ina didmetro del conj E.L - que toda ibn conver-
gente de un espacio métrico es acotada,

Definicén 4. La sucesién (x,] de puntos de un espacio métrico X se llama funda-
mental, si para cualquier niimero g > 0 existe tal mimero n-que se cumple la des-
igualdad

plx,, x,) <e,

cualesquiera que sean los namerosn 2 n . ym 2 n,.
Lema 1. 5i lg sucesidn (x,) converge, es fundamental.
DEMOSTRACION, Sea 1im x, = x. En este caso para cualquier nimerp £ > 0
LR -

existe tal nimero 71, que para tados los nimeros n = n, se verifica la desigualdad
£
olx, x,) < 3
Por consiguiente, sin = A,y m = n, entonces
£ €
Py Xp) S 200 X) + ol X)) < S+ o <2 D

Definicion 5.Un espacio métrico se llama completo, si toda sucesion fundamen-
tal de sus puntos converge hacia un punto que pertenece al mismo espacio.

Es mdenle que un espacio métrico que es isométrico respecto del espacio

un espacio métrico pleto.

Ejemplos 6. Los espacios métricos de los ni reales y complejos rep

1an los ejemplos de espacios métricos completos. El espacio euclideo n-dimen-
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sional R" (véase el p. 18.1) s también completo. Los nimeros racionales ofrecen un
ejemplo de espacio métrico incompleto.

7. Consideraremos un espacio métrico de las funciones definidas y acotadas en el
conjunto X, donde la distancia entre las funciones se determina mediante la formula
(57.1). En este espacio la ién de funci ¢an =1,2,,.. ,esfundamental,
siempre que para cualquier nmero ¢ > 0 existe un nimero n, tal que se verifica la
desigualdad

e wp) = sup ley(¥) = e}l < &

cualesquiera que sean los nameros n = n.ym = m, esdecir, si la sucesion {p,] sa-
tisface el criterio de Cauchy sobre la convergencia uniforme de la sucesién en ef con-
junto X (véase el p. 36.2). En'vista de este criterio, la sucesion [ ] converge unifor-
memente en el conjunto X hacia cierta funcion ¢, es decir,

Ii_ll:_st? le(x) — ¢, () = 0. (57.4)

Mostremos gue esta funcidn ¢ es también acotada y, por lo tanto, pertenece al
espacio en consideracién. En efecto, en virtud de (57.4), para todo nimero & > 0,
en particular para £ = 1, existe un niimero n, tal que se verifica la desigualdad

lex) = ¢, () < 1;
cualesquicra que sean n1 2 n, ¥ x € E, razbn por la cual
le(x) € le(x) — "ﬂlml + |pﬂl(x)| <1+ '“F |¢,”(X)|A

Puesto que la funcién ¥, esta acotada, lo es también la funcidn . Hemos de-
mostrado de este modo que el espacio de funciones que s¢ considera es completo.

Se puede probar que el espacio métrico de funciones consideradas en el
ciemplo 5 no es completo.

Para cualguier espacio métrico X se introduce de modo natural el concepto de
g-cntorno U(x, ) del punto xe X, & > O:

Ulx,e) =y:yeR, o0 % <&,

¥ luego textualmenie, al igual que para el espacio n-dimensional R" (véase el t. 1,
p:'18:2), se'introducen los conceptos de punto adherente de un conjunto, de puntos
limites y aislado, de puntos interior y de frontera, el concepto de clausura 4 del con-
junto A, el de conjuntos cerrado y abierto.

Para los espacios métricos arbitrarios son vélidos también los lemas 3, 4, 57 6,
demostrados en ¢l p. 18.2, para los conjuntos abiertos y cerrados de los espacios
euclideos n-dimensionales, con la particularidad de que las demostraciones aducidas
en el p. 18.2, quedan en vigor también en el caso general.

Definlelén 6. El conjunto A de un espacio métrico X se llama denso en el espacio
X, si la clatisura A del conjunto A coincide con el io X:A = X,

Por ejemplo, un conjunto de los nimeros racionales es denso en el conjunto de
nimeros reales.

Es evidente que la propiedad de un conjunto de ser denso en el espacio se conser-
va cuando se realizan las aplicaciones isométricas de este espacio.




57.1. Espacios métricos 417

Definicidn 7. El espacio métrice completo X ® se llama completacién del espacic
métrico X, sien el espacio X * existe urnt subconjunto X*, denso en X'* e isométrico
respecto del espacio X.

Por ejemplo, ¢l conjunto de nimeros reales ¢s una pl ion del ] de
nimeros racionales.

A veces resulia comodo “identificar’ los elementos de los espacios Xy X7 que
corresponden uno'al otre ¢n la correspondencid isométrica de los espacios Xy X7, y
eonsiderar, de este modo, el conjunte X comao un subconjunto de su completacién
X*. Explicaremos més detalladamente la operacién de identificacién de los elemen-
tos de dos espacios isométricos X e Y. Scan X ¢ ¥* unos espacios me.-muos,
YcrY* v fi X— Y la aplicacidn isométrica. E el
X* = XU {¥*\ Y}, gue se obtiene del espacio X por.i ndmﬁnacsteﬂmmdd
conjunto Y* . Y. Deestemodo: X* N X = Y* N ¥ Definamos para los puntos
xe X*eyeX* ¢l concepto de distandia p . {x, ¥}. Introduzcamos, con ¢l fin de co-
modidad, la aplicacion F: X* — ¥*, que se da por la férmuila

Fo™ [ﬂx}. 5 X X,
x, $ XeX*NX
Estd claro que F es una aplicacibn biunivoca (biyeccion) del conjunto X*
sobre ¥*.
Ahora, para cualesquiera x € X'* ¢ y € ¥* pongamos
ayalx, ¥) = p(Flx), FON.

Es facil comprobar que 1a funcidn p ., {x, ), definida del modo indicado, satisfa-

ce tres axiomas de distancia y, por lo tanto, X'* e un espacio métrico, mientras que

la aplicacion F aplica isométri el espacio X* sobre ¥'*, con la particularidad
de que, realizdndose dicha ay iém, el conjunto X se convierte en Y. Por eso, si
el conjunlo ¥ fue denso en el espacio ¥*, ent el j X serd denso en el

espacio X,

Cuando decimos ‘‘identifiquemos en ¢l espacio ¥* ¢l conjunto X con el espa-
cio ¥, que es isométrico respecto de X', sobreentendemos el estudio del
espacio X* ¢n lugar de Y™.

Mostremos que para cualquier espacic métrico incompleto existe su completa-
cién, es decir, probemos que todo espacio métrico incompleto s un subconjunto
denso en cieno espacio métrico completo,

Tevrema L. Para todo espacio métrico existe su completacion.

DEMOSTRACION.

1. ESTRUCTURA DE LA COMPLETACION X* DEL ESPACIO METRICO DADO X.

Dos sucesiones {x,| ¢ [v,] de elementos del espacio X se llamardn equivalentes, si

lim plx,, v) = 0. (57.5)
" -

La equivalencia entre dos jones [x,] e {v,} se designa mediante el simbole
¥, = )i 1a equivalencia posee las sigui propiedades:

1°. Cualquicr sucesidn x| es equivalmtc a si misma: [x,] ~ ).

2°.8ixt ~ v I entonces [y, | ~ lx].

39 Silx,l ~ ey, ~ lz,l entonces fx,f ~ iz,).

27 6420
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Para nosotros serfin de interés sblo las sucesiones fundamentales del espacio X.
El conjunto de éstas se descompone en las clases disjuntas de las i equiva-
lentes entre si. Designemos estas clases por x*, ¥*, z*, . . . , y su totalidad mediante
X*. Bi una sucesién fundamental [x,} esté contenida en la clase x*, esto se escribird,
como siempre, de la manera siguiente: [x, ] € x*.

1I. DETERMINACION DE LA DISTANCLA o* (x*, ¥*) EN X,

Sean [x,] e [y,] dos sucesiones fundamentales del espacio métrico X, La sucesion
numérica p(x,, y,) serd tambitn fundamental, es decir, satisfar la condicién de
Cauchy (véase el p. 4.7). En efecto, para cualesquiera nameros ny m

Pl ¥,) < plx,, x,) + pfx, . ¥, + a0, ¥

¥, por lo tanto, en virtud de la simetria de los indices n y m,
lo(x, ) = plx ¥ )l S plx,x,) + 2O Y- (57.6)

De lo que las sucesiones [x,} e {¥ ] son fundamentales se deduce que para cual-
quier nmero & > 0 existe un nimero #, tal que s¢ cumplen las desigualdades

Pty X, <52 O < % 7.7

cualesquiera que sean los nimeros n 2 n, y m > n,. De (57.6) y (57.7), para
nzn._ym 2 n,obtenemos

lotx,, ¥ — plx v ! < e

Por consiguiente, la sucesién numérica o (x,, ¥,)] es fundamental, es decir, satis-
face la condicién de Cauchy y, por ende, es convergente.

; i del

Sea [x,lex*, [y,fey*. P por defi p*lx*, y*) = lim plx,, »,).
En virtud de lo d lo, el limite ionado existe. Mostremos que la funcion
2*(x*, ¥*), definida de esta forma, no depende de la eleccitn de las i fun-

damentales [x ] € x* ¢ [v,] € ¥* y satisface los axiomas de distancia.
Sea fx,) € x*, [x,] € x*, [y,] € ¥*, [y;] € ¥*. En este caso

ple, p) < plxy, X)) + ol 30) + 00, 1)

¥
lplxy ¥,) = plxy, »)| < plx, X)) + 00, ¥7)-
Por ser equival las iones {x i, [x;}, ¥, respectivamente, iy,], Lv,}, ob-
tendremos (véase (57.5)):
nl'_l‘:'llupix,., x,) = "li_m“p{y", yr=10
¥, por consiguiente,

ﬁli_l_nmp{x,,. Y= ,iEnop(x,;.y_.',).

III. COMPROBACION DE LOS AXIOMAS DE DISTANCIA PARA p*(x*, ¥*).
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Sea [x;} ex*, b} €y*, (z;) € 2" Sies que p*(x*, »*) = 0, entonces lim p(x,,

¥ = 0, es decir, las sucesiones {x,] e [v.] son equivalentes lo que implica 1a coinci-
dencia de los elementos x* e y*: x* = y*, De la igualdad o(x,. »,) = p(¥,, x,), pa-
sando al limite paran — o=, obtendremos p*(x*, ¥*) = p‘Uv‘ Xx*), y de la desigual-
dad o(x,, »,) < o(x,, 2,) + (2, ¥,) obtenemos

2%(x*, ¥*) £ p*(x*, %) + p*(z%, ).

Asl pues, X'* ¢s un espacio métrico,

IV. CONSTRUCCION DE UN SUBESPACIO DEL ESPACIO X*, ISOMETRICO RESPECTO
DEL ESPACIO X,

Sea xe X. La sucesion x, = x, n = 1, 2, . .., ¢5 cbviamente fundamental.
Pongamos en: wnmpoudmuaawdoxeXunpmox‘eX‘talquc [x) e x*:§i,
asumida la correspondencia citada, al punto x le corresponde el punto x*, y al punto
¥, el punto y*, entonces, evidentemente, para x # y tendremos x* # »*, con la
particularidad de que p*(x*, y%) = ,.lim..p(x’ » = plx, ), es decir, dicha corres-

pondencia realiza una correspondencia isométrica biunivoca entre el espacio X y un
cierto subconjunto X' del espacio X™*.

El punto x* del espacio X™, correspondiente al punto x € X en la corresponden-
cia analizada lo denotaremos también, para simplificar, mediante x, y el espacio X*,
mediante X, Se puede considerar que los p correspondi de los ios X
y X' quedan simplemente identificados (véase la observacidon que sigue la
definicion 7), En estas designaciones se tiene una inclusién isométrica

X C X

V. DEMOSTRACION DE LA DENSIDAD DE X EN X*.

Probemos que todo punto x* del espacio X* es un punto de adherencia del con-
junto X, Con este fin basta mostrar que para cualquier punto x* € X'* existe una su-
cesibnx, € X, n = 1, 2, . . . , que converge hacia x*.

Seanx* € X*y [x,] €x* x, € X. Un punto del espacio X*, que contiene una su-
cesion fundamental cuyos términos son todos iguales a un mismo punto x,,, lo desig-
naremos, de acuerdo con el convenio asumido anteriormente, también mediante X
Demostremos que la sucesibn i, }, x, € X*, converge al punto x* € X'*, Fijemos el mﬁ-
meroe > 0,Deloquela sucesién {.t ] es fundamental se deduce que existe un nimero
n, tal que se cumple la desigualdad

plx,x,) < % (57.8)

cualesquiera que sean los nimeros # = n,ym > n,. Observando que segiin la defi-
niciébn de distancia en X™

o*xt, x,) = _}En“n R ) B
de la desigualdad (57.8) obtenemos, paran = n,,

Pt x) <2 <,

-ohd
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es decir,
. -
Jim g%, 5) = 0,
{“:? que implica que x* es un punto de adherencia del conjunto X. Asi pues,
= X*,

V1. DEMOSTRACION DE LA COMPLETITUD DEL ESPACIO X*.
Sea [x*] una sucesidn fundamental de puntos del espacio X*, x, e X y p*(x?,

x,) < 2 »a = 1,2,. .. .Tales puntos x, existen en vista de que X es denso en X*.
n
La sucesién [x,] es fundamental. Efectivamente, notando que

0¥ (X, Xp) € 0*(x,, X7) + 0" (X7, XP) + po(xh,x,) < i + p%(x:, X% + ’l”

elijamos el niimero 7, de modo tal que sea

£ 1 & 1 =&
W) <—, —<—, —<=
p7 e X0 3 n 3 m 3
para cualesquieran = n, y m 2 n,. Entonces
Pt X,) = 0 (s X,) <§ + % +§ = (57.9)

para cualesquicra n = n, y m > n,, es decir, la sucesion {x,] es fundamental.
Denotemos mediante x* la clase de sucesiones equivalentes a la que pertenece la
sucesién {x,]. Es obvio que

o (X%, X7 < p*(x%, x,) + p%(x,, X7) = 0% (x*, x) + % s

Pero, de (57.9) obtenemos, cuandom — e yn 2 n,:
pt(x%x,) = lim plx,, x) < &
-0
Por consiguiente,
lim p*(x*, x,) = 0,.

por lo cual también
lim o*(x*, x2) = 0.
Py

De este modo, hemos d ado que la ién fund I dada [x?} con-
verge en X*. La completitud de X* queda demostrada. [J

Ejercicio 2, Dx - que la pletacién de un espacio métrico es Unica salvo unos
espacios isométricos.

Definkeibn 8. Una funcidn numérica f (de val reales o complejos), definida

enel cbnjum‘oA del espacio métrico X, se llama continua en el punto x, e A (0, mds
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detalladamente, continua respecto del conjunto A en el punto x, € A), si para todo
nimero & > 0 existe un nimero & = 8(c) tal que se cumple la desigualdad

) = fxghl < &

cualesqulera que sean los puntos x € Ulxy, 8) N A.

Definlctén 9, Una funcidn f, definida en el conjfunto A del espacio métrico X, se
denomina continua en el conjunto B C A, si es continua respecto del conjunto A en
fodo punto x, e B.

Ejudc!o 3. Eninciese, con ayuda del de ién, la de la conti-

nuidad en el punto x, de la funcién £, definida en el conj A 2 x,, y demiusirese que esta
deﬂnluénuaqumlmenladeﬂmuén 8.

Al igual que en ¢l p. 36.4 (véase el t. 1), se demuestra textualmente que el limite
de una sucesién de funciones continuas convergente uniformemente en-¢l espacio
métrico es una funcién continua.

Ejemplo. Consideremos un espacio métrico de funciones f, acotadas y continuas
en cierto espacio métrico X, la distancia entre las cuales se determina segtn la for-
mula (57.1).*Por cuanto el cardcter fundamental de la sucesién (f,] en el sentido de
la métrica (57.1) significa que esta sucesién satisface la condicion de Cauchy de
convergencia uniforme en el conjunto X, entonces toda sucesibn fundamental de
las funciones continuas [f,] converge uniformemente hacia cierta funcion f. Esta
funcién f es, segiin lo dicho anteriormente, continua y, de acuerdo con lo de-
mostrado més arriba en este punto, acotada en X, es decir, pertenece al espacio de
funciones que se considera.

De este modo, un io de funci las y contis en el espacio métri-
co X es espacio métrico coms‘ero. Es, evidentemente, un sabespacio de todas las
funciones ac das en X cuya d ia s¢ ha determinado segin la férmula (37.1).

En pmicular. ya que toda funcién continua en cierto compacto A, dispuesto en
el jonal R”, esth la (véasc el p. 19.4), entonces el es-
pacio de funcim::s oominua.s en el compacto A con la distancia definida segin la
férmula (57.1) es completo.

Definicién 10. Sea X un espacio métrico. La funcidn f, definida en un conjunto
depmqwd’madm (x,¥), dondexe A, ye B,A C X,B C X, sellama continua en
&l punto (x, ¥o), xq€ A, ¥, € B, 5i para cuglquier mimero & > 0 existe un nimero
& = 8(g) > D tal que se verifica la desigualdad \f(x, ¥} — flxg ¥g)| < & cuales-
fuiem que sean los pares (x, y) de tal género que xe Ulxy, & N A4, ye Uly,

) N B.

Una funcion, continua en todo punto (x, y) de cierto conjunto de pares, se deno-

mina continua en este conjunio.

Ejercicios. 4. Compruét los axi de di ia para la funcién p(w, ¥) definid
mediante la férmula (57.3) para ¢l espacio de funci absoly i bles y i
eu todo el eje numérico.

5. Dése un ejemplo de idn de las funci i que ge &N Cierto segmen-:

1o en ¢l sentido de la distancia (57.2), pero no converge en el mismo segmento en & sentido de
convergencia en un punto (es decir, en el sentido de la definicion 3, ¢l p. 36.1).
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6. Dése un ejemplo de sucesidn que converge en Cierto segmento en «) sentido de conver-
SENCia eN UN PUNLD, PEFO QUE IO CONVATRE &1l ¢l mismo segmento en el sentido de la distancia
(57.2).

7. Demuéstrese que un espacio de lag funci onti en el segr (2, &), la distan-
cia entre las cuales se determina por la formula (57.2), no es completo.

57.2. ESPACIOS LINEALES

Definlcion 11, Un conjunte X = [x,y,2,. . . | se llama espacio lineal real (o es-
pacio vecrorial sobre un campo de niimeros reakes), si:

a todo par ordenado (x, ¥) de eleme x e Xeye X sele ha puesto en corres-
pondencia un el del esp X, llamado suma de x ¢ y ¥ denotade por
Xy

a todo elemento x € X v a todo nimero real h se les ha puesio en corresponden-
cia el inico elemenio del espacio X, Namado producto de \ por x y denotado me-
diante Ax,

En este caso se cumplen los siguientes grupos de axiomas:

L.a)x +y =y + x para cualesquiera xe X e y € X;

blx + o + 2) = (& + ¥} + Z para cualesquiera xe X, yc X y2€ X;
c) en X existe un el i/ fo nulo p di do por0,tafquex + 0 = x
para cualquier x € X;
d) para todo x € X existe un elemento del conjunto X, Namado opuesto al
X, que se desi) diante —x y es tal que x + (—x) = 0.

2. 8) I = x parg cualguier x e X;

b) Nex) = (M) x para todo x € X y cualesquiera niimeros reales \ y a.

3.a) (\ + ple = Ax + ux para todo x € X y cualesquiera niimeros reales \ ) p;

Ib}?\(x + ¥) = Ax + Ay para cualesquiera x € X, y € Y ¥ cualquier nimero
real A,

Para todo par de elementos x e X e ¥ € ¥ ¢l elemento x + {—y) se llama dife-
rencia de los elementos x ¢ ¥, y s¢ denota mediante x — y.

Si en la definicién aducida de espacio lineal real se sustituyen todos los nameros
reales por los complejos: h, p € C; se obtendra, entonces, la definicion del espacio
lineal complejo.

Bjemplos: 1. El conjunto de todos los nimeros reales (complejos) formaun es-
pacio Iineal real (complejc).

2. Sea X cierto conjunto. La totalidad #{X) de todas las funciones f: X' — R
(f: X*— C, respectivamente), para la definicién natural dé su sumacién y.multiplica-
cién por los nimeros reales (complejos):

0, + O ELE + L9, M@ M),
fieF(X), f,eF(X), feF(X), AeR obiem MeC,

serd un espacio lineal real (complejo).

3. El conjunto de todos los polinomios de una variable con cocficientes reales
(complejos) es un espacio real (complejo) lineal.

4. El conjunto de todos los polinomios de grados, no superiores a m natural, de
una variable con los coeficientes reales {complejos) es un espacio lineal real (comple-
io).
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5. Un espacio de toda clase de sucesiones numéricas {x}, x, € R (o bien x,€0C),
n €N, para la definicién natural de la operacion de su sumacién y multiplicacién
por un niimero (véase el p. 4.9) es también espacio lineal,

Definkcln 12. Un conjunto X* , contenido en él espacio lineal X (real o comple-
Jo), se ltama subespacio de este espacio, si todas las combinaciones lineales de ele-
mentos del conjunto X’ se contienen en él.

En otras palabras, el conjunto X" C X es un subespacio del espacio. X, si para
cualesquiera dos clementos xe X”, y € X* y cualesquiera ntmeros A& R, ue R
(A € C, p € C, respectivamente) tiene lugar la inclusién

A 4+ uwye X',

Es evid que ¢l sub io X" del espacio kincal X es, a su-vez, un espacio li-
neal,
Si_X es un espacio lineal y x € X, entonces la totalidad de todos los elementos del
espacio X del tipo hx, donde A son nimeros cualesquiera, sirve de ejemplo de sub-
espacio del espacio X,

El conjunto de las funciones de valores reales y continuas en cierto conjunto
X C R"es un subespacio del espacio de todas las funciones de valores reales, defini-
das en X. .

Los elementos de los espacios lineales se laman, comtnmente, puntos o vecto-

res.
Definiclén 13. Un sistema finito de vectoresx,, . . . ,x, del espacio lineal X
(real o complejo) se llama linealmente dependiente, si existen tales nimeros

Ap - N, (reales o plejos, respecti ), no todos ig a cero, gue
Axp+ ...+ Ax, =0

En el caso contrario, es decir, do de la igualdad citada se deduce que todos
los numeros \y, My, . . . , N, son nulos, el sistema de vectores x,, . . . » X, % deno-
mina linealmente independiente,

Definicibén 14. Un sistema de vectoresx , o € U ( U es un conjunto de Indices),
del espacio lineal X se llama I diente, si cualquiera de sus sub-
sistenas finitos X, X 5, - - - » X, € linealmente ind dient

Ejercicios. 8. Demuéstrese que si el sistemax, o E.‘!T. » &3 linealmente independiente, en-
tonces x_ # 0 para cualesquiera v e ¥ .

9. Demuéstrese que para que un sistema finito de vectores sea linealinente dependiente, es
necesario y suficiente que por lo menos uno de los sed una binacitn lineal de los
demis,

Definicién 15. Sea dado un conjunto {x,, o € ¥ | de vectores del espacio lineal
X. La totalidad de toda clase de combinaciones lineafes finitas de los elementos de
este confunto, es decir, la totalidad de toda clase de vectores del tipo

Ao F A, + o+ M,

dondex, €ix ,ae ﬁlyl;m.’o.rnﬁmem.'j = 1,2,... ,k, lleva el nombre de
cdpsula Hneal del conjunto’(x,, a € % ).

1 Peerd
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Definicién 16. 5§ en el espacio X (real o complejo) se tiene un si de n vecto-
res lineal independi cuya cdpsula lineal estd repr da por el espacio
X, entonces dicho espacio se denomina n-dimensional y se denota por R", mientras
que todo st ordenado de n vect linealmente independi cuya cdpsula li-
neal estd representada por el espacio R", se llama base del espacio.

En otras palabras, los vectores e, €, . . . , €, son la base del espacio R”, si:

1) los vectores e, €3, . . . , €, 500 linealmente independientes;

2) para todo xeR" existen tales nameros A, Ay ... A, que
x=Me +hg, b+ e,

Los ele del espacio R™ se di i vectores n-dimensionales (reales o
complefos, respectivamente).

Cualquier espacio n-dii | se llama espacio de dis ion finita.

Ejercicios. 10. Demuéstrese que en un espacio n-dimensional cualquier sistema de
cuya chpsula lineal estd repr da por todo el espacio,

se compone de # vcmm;,
11. Demuéstrese que todo sistema de n vectores lincalmente independientes en un espacio
n-dimensional es la base de éste.

jemplo de espacio real n-di jonal lo constituye el espacio vectorial arit-
mético n-dimensional (véase ¢l p. 18.4).

Por analogla con este filtimo cspacio puede construirse un espacio aritmético
complejo n-dimensional C". Se denominan p de este io los si
ordenados de n nimeros complejos: x = (x;, . . . , n)xjsC.j =12 ...:0
En este caso, si x€ C", h e C, se tiene

MOy A,

Un g

yparax = (x, ... ,x)eCey = Ope-- L PJECT
el
x+y=(x|+yi,... VX, V)

La bas¢ en este espacio 1a constituyen los vectares e, = B ... .8, dande&}es el
asi;Uamado stnbolo de Kronecker®)

d={o vink
0, si i#j
Esevidentequex = (¥, ..., %) = E xge,
im]

Como otro ejemplo de espacio lineal de dimensién finita interviene cl espacio
2" de los polinomios de grados no superiores a # natural, Es (¢ + l)-dimensional:
su dimensién es igual al nimcro de coeficientes que tienen los polinomios en consi-
deracidn.

Defiuicién 17. La aplicacién f de un espacio lineal X en otro espacio lineal Y se
denomina aplicacién lineal (0, que es lo mismo, operador lineal), si para cuales-

# L. Kronecker (1823 — 1891), matemiético alemdn.
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y cualesquiera nsi Ay u se verifica la igualdad
SOx + py) = Mx) + w0).

El conjunto de todos los operadores lineales f* X — ¥, que aplican el espacio li-
neal X en el espacio lineal Y, se designard mediante (X, Y). Por comprobacitin
inmediata nos convencemos con facilidad de que el conjunto (X, Y), para la de-
finicién natural de sumacién de sus elementos y multiplicacién de ellos por un ni-
mero, es decir, para’la definicion de estas operaciones segin las frmulas

f, + O ELE + £,0, fie AKX, V), fe AX.T),
M O Erfod), feAX, Y), AeR o reC
xe X,

forma también un espacio lineal (real, si los espacios X e Y eran espacios lineales
reales, o complejo, si X e ¥ eran complejos).

Definicién 18. Si f: X — Y e Y es un espacio lineal, entonces ef conjunto
[z fGx) = O} C X se llama miicleo de la aplicacidn [ y se de i ker f*):

ker/ = ix: f(x) = 0.

Lema 2. Parg que la aplicacidn lineal f: X ~ Y de un espacio lineal X en otro es-
pacio lineal Y sea una aplicacibn biunivoca de X en Y, s decir, sea una inyeccidn, es
necesario y suficiente que su niicleo se componga sélo en un elemento nuio:

kerf = 0.

DEMOSTRACION DE LA NECESIDAD. Evidentemente, cualquier operador lineal fha-
ce pasar cero en cero, pues para todo x e X tenemos: f(0) = f(0x) = @f(x) = 0.
Por €50, si fes una inveccion, no existe x # 0 tal que sea f{x) = 0. Esto precisa-
mente es un testimonio de que kerf = 0.

DEMOSTRACION DE LA SUFICIENCIA. Sea ker f = 0¥ f(x) = f(¥). Entonces, por
ser lineal la aplicacibn f, se tiene fix — ) = f(x) = f(3) = 0, es dexir,
x — yekerfy, como kerf = 0, setienex — ¥ = 0. Por consiguiente x = y. Esto
significa que fes una inyeccién.

Como ejemplos de aplicaci lineales biunivocas sirven las transformaciones
directa e inversa de Fourier en los correspondi espacios lineales de funci
(véanse los lemas 2 y 3 en el p. 56.5).

Definicién 19. Sean X e ¥ unos espacios lineales. La aplicacién lineal biunivoca
del espacio X sobre el espacio Y se denomina aplicacidn isomorfa o isomorfismo de
los espacios lineales.

Si para los espacios lineales X e Y existe una aplicacidn isomorfa de X sobre Y,
se denominan isomorfos.

Dos espacios isomorfos pueden diferenciarse sdlo en la naturaleza de sus ele-
mentos y no en las propiedades del espacio lineal en si, por eso en lo que sigue Jos es-
pacios lineales isomorfos no se distinguirén.

quiera dos

% De la palabra inglés kernel (micleo).
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Ejercicio 12. Demuéstrese que todos los ios lineales n-di
entre si.

Definicién 20. Un espacio lineal que no es de dimensidn finita se llama espacio
de dimensién infinita.

Es obvio que un espacio lincal es de dimensién infinita cuando, y sélo cuando,
no tiene una base finita.

Un ejemplo del espacio de dimensién infinita lo representa un espacio lineal de
todos los polinomios de una sola variable. En efecto, este espacio estd privado, a
ciencia cierta, de base finita: cualquier binacion lineal del si finito dado de
polinomios es un polinomio de grado no superior al del polinomio mayor del siste-
ma citado, a consecuencia de lo cual los polinomios de grados superiores no pueden
obtenerse por el procedimiento mencionado.

La tentativa de generalizar el concepto de base en el caso de los espacios de di-
mensidn infinita lleva a sumas infinitas, es decir, a las series de 1a forma z ey

aAm}
Para que haya sentido de hablar de su suma en el espacio X, en éste ha de ser defini-
do el concepto de convergencia de las sucesiones. El punto que sigue esté dedicado a
la consideracién de uno de los espacios de este género.

son isomorfos

57.3. ESPACIOS NORMALIZADOS Y SEMINORMALIZADOS

Definicién 21. Un espacio linea! X (real o complefo) se nor
si en el confunto de sus puntos estd definida una funddn real, llamada norma y de-
notada con 1xl 5, 0, en Iz forma mds breve, Ixl, x € X, y que posee las siguientes

jedades:

19 0xl 2 0, xe X;

29 Il = I Ixl, x € X, N\ es un ndmero;

I x + y < ixll + Iyl xe X, yeX;

4%) 5i bxll = 0, se tiene x = 0.

Indiquemos que de la propiedad 2° se deduce que si x = 0, entonces lxl = 0.
En efecto, fijando un elemento x € X arbitrario, obtendremos

10l = t0-xl = 0lxl = 0.

Definlelén 22. Si en el conjunto de p de un espacio lineal X estd definida
una funcién i real Ixl, xe X, wesamfw s6lo las propiedades 1°, 2°, 3°, enionces
el espacio X se llama semi ¥ la funcién Ixl, i

La propiedad 2° de la norma (mnmurma) se llama homogeneidad de la norma
(seminorma) y la propiedad 3°, desigualdad friangular.

Demos a conocer que todo subconj de un espacio lineal i lizad
{en particular, normalizado} que representa un subespacio del espacio lineal es, a su
vez, un espacio lineal seminormalizado (normalizado, respectivamente).

Ejercicio 13. Acldrese si serén ;norma? inorma? (para qué funciones? ypara qué n?

b
Ins expresiones  sup  1A"¢l, j 177 (0)l dt.
o igh .
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57.4. ESJEMPLOS DE ESPACIOS NORMALIZADOS
Y SEMINORMALIZADOS
1. El conjunto de niimeros reales y ¢l de niimeros complejos; si s¢ toma por nor-
ma en ellos el valor absoluto de los nimeros, forman espacios lineales normaliza-
dos.
2. Si en un espacio n-dimensional ‘aritmético real R" la norma del vector
x = (X, .. . , X,) €R" se'define como su longitud (véase el p. 18.4)

Sl = o+ ..+ 5

entonces R™ seré un espacio lineal normalizade.
3. Un espacio n-dimensional aritmético complejo C™ (véase el p. 57.2) ser& nor-
malizado, si ponemos

def
el =Vix 12+ ...+ Ix_,,li, x=(x,....,x)eC"

4. Enun espacio n-dimensional aritmético real R" puede introducirse no sélo la

norma coincidente con la longitud |x| de sus elementos x = (x}, ... , x,) € R".
Por ¢jemplo, pongamos
I, E (17 + ...+ 5,197, 1€p < +e,
] = A.
'rl“ = ll:r!l.ﬁ-x-. .I’Ix'll

Es evidente que la longitud del vector coincide con la norma lxl ;. Comprobemos el
cumplimiento de los axiomas de las normas para kxll, 1 € r € +o. Parar = 1,
segtn la propiedad del valor absoluto de nitmeros se tiene .
" n L]
ix+yl = ¥ Ig+yl ¥ olxd 4+ ¥ oyl = sy + B

i= 1 i=1 i=1

Apliquemos la desigualdad de Minkowski paraelcasoenquel < p < + (véase
el p. 35.8%):

n lip " g L R
Ix + ylp - ( z] Ix; + y,l-") € ( E Ixfli’) + E Iy‘.lp) =
i-

i=} =1
- IJxIP + I,
Para lxl , tenemos
= 3 i Ix,| J
e + ¥l r !l':;ﬁ;””rx, +yl < i |'.1§.#x...n( xl + Iy <

< '_lf\;‘.f\_x‘.lalel + fa sﬂ;ﬁx ‘llyl.l = lxd, + Iyl
Las demés propiedades de las normas para lxl, 1 € r € + %, se comprucban de
una manera mas facil.

Ejercicio 14. Demuéstrese que Ixl, = lim lxI’, xeR",
—— P>
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Deﬂniciﬂn 23. Dos normas Mxll y 1x1* en un espacio lineal normalizado X se la-
man equival i existen unas ¢, > Oy¢; > Otales, que para cuales-
quiera x € X se verwm la desigualdad

c)lxt < Uxl* < ¢yllxd.
Teorema 2. En un espacio lineal de dimensidn finita todas las normas son

equivalentes.
DEMOSTRACION, Sea X un espacio lineal de dimensi6n finita. Por consiguiente,

existe en &l una base fe,, . . . , € ] compuesta de cierto niimero n € N de sus elemen-
tos y para cualquier x € X se tiene una, y s6lo una, base
X=X + ...+ Xe.

Sea Ixll una norma en el espacio X. Mostremos que es equivalente a la norma

cuadratica —
L =Vxf+ ...+ 2%

Por cuanto dos normas, cada una de las cuales es equivalente a la tercera, son
también equivalentes entre si, de esto se deducira que todas las normas de cualguier
espacio de dimensién finita son equivalentes.

Hemos de notar, amemdo,quecldfllel+... le,l > O, pues para
todo k = 1,2,...", n, se verifica la desigualdad ¢, + 0, y, porende le b > 0.
Luesc.delndmgualdnd evidente «

x| SV + ... +xk=1Ixl, k=12...,n
b , sirviéndose de la propiedad de la norma, la desigualdad
bl = lxe, + ... +xe,0 < Ixllel + ...+ Ixllel <
< (lell + ... + le,Hixl; = ¢ I,
Asl pues, existe tal ¢; > 0 que para todo x € X s tiene
Ixl < ¢, lixt,.
Demostremos ahora que existe tal ¢, > 0 que
Ixl 2 c,lxl,

Por cuanto, siendo x = 0, esta desigualdad se cumple, evidentemente, para cual-
quier ¢, > 0, serd suficiente demostrarla sblo pars el caso en que x # 0. Elijamos

ung pase [e;, . . . , e} en el espacio X de manera tal que se componga de los vecto-
res unidad en el sentido-de la norma cuadrética
le!"! =...=leldy =1,

Esto es siempre factible, puesto quesi [e;, . . . , e ] es una base del espacio lineal y
-1 es una norma en dicho espacio, entonces

i)
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serd también su base, con la particularidad de que la norma de todos los elementos

suyos serd igual a 1:
-—l— ded =1, k=12...,n

lle‘.l _ﬁ

El espacio X provisto de la base elegida puede considerarse como un espacio
n-dimensional aritmético (véase el p. 18.4). Para csto es suficiente asignar a todo su
vector X = x,&; + ... + X,e, un surtido ordenado de 7 numeros (x, . . . , X))
que representan sus coordenadas respecto de 1a base citada. En este caso la norma
cuadratica Ixl, seré la longitud del vector x:

lezwfx?+...+x”= 1x1.
Laesferaunitaria $" = ! = [x:x3 + ... + x2 = 1] de este espacio es, como s¢

sabe (véase el p. 18.3 y 18.4), un compacto. Consideraremos en dicha esfera una
funcién

e 1

700 1.

De la desigualdad
£ = fO)l = lixl — Iyl € Ix = Y% g
€ qlx =yl = c1lx-yl, xe X, yelkX,

se infiere que dicha funcién es continua en todo ¢l espacio X'y, por lo tanto, en la
esfera 57— L.

Por cuanto para cualquier punto x ¢ §" ~ ! tenemos Axl, = 1, entonces x # 0,
por lo cual, en virtud de la propiedad 4° de la norma, la funcion fsatisface en la es-
fera §" — ! la desigualdad f(x) = Ixl > 0. De acuerdo con el teorema de Weiers-
trass, toda funcién continua en un compacto alcanza en éste su valor minimo. Su-
pong; que la funcién / admite su minimo en la esfera S” ~ ! en el punto
x,€ 5" ~ |. Pongamos

def
= xsm.s“nm- {(x] = flxg > 0.
En este caso para cualquier x € §" ~ ! tendremos:
bl = () > f0x) = o
Ahora, al observar que para todo x € X, x = 0, ¢l punto '—x'- se dispone en la esfe-
L]

8=k

1
"x””nM’:'
lez 2 xl,

# Hemos aprovechado aqui la desigualdad el — Myl £ U — p). Es vilida para
cualesquiera elementos de un espacio semunormalizado y se deduce facilmente dela propiedad
3° de la seminorma en la definicién 21 (véase més abajo ¢l lema 4 en el p. 57.5).
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y, por lo tanto, para &l se verifica ”%" = ¢, obtendremos

ixl = “Ixiz l ﬂ——ﬂ bxl, 2 e lixl,,
Rkl

es decir,
Ixl 2 clel,, xeX,x#0.
La equivalencia de las leylxizquedade-moe‘trada D
5. Sea nuevamente 1 £ p < +oo, Consid lneal de todas

iauunsionesx =0 Xu. . X, ER(0 hienx sC}.mmpumn de tales
sucesiones, para las cuales

G = 1p
lep = ( E Tx,li’) < +oo, (57.10)
mua |

La funcién lepu una norma, lo que se comprueba por analogia con el caso finito
(véase el ejemplo 4), puesto que, en particular, la desigualdad de Minkowski es
licita también para las sumas infinitas.

Cuando todos los elementos de las sucesi en consideracion son ni rea-
les, su espacio con la norma (57.10) se denota con [,

6. En el p. 41.6 para el operador lineal 4: R" — R™se ha introtucido la norma
seglin la férmula (véase 41.41))

AR = sup lAxl, xeR"
[

Es realmente una norma, en el sentido de la definicién del p. 57.3, en el espacio line-
al #{R", R™), lo que se deducir de los r i a seguir.

Supongamos que X e ¥ son espacios normalizados lineales arbitrarios y
A: X — Y e¢s un operador lineal. Pongamos

140% sup  RAxd, (57.11)
Il <1

donde Ixl = ﬂxlxy lAxt =

Cuando los ﬁpmos lineales X' e l;'se -eligen arbitrariamente, puede suceder que
la cota superior 141, determinada por la igualdad (57.11), no seré finita para todo
operador lineal A; X — Y.

Sea #1X, Y), como siempre (véase el p. 57.2), un conjunto de todos los opera-
dores lineales 4 queapﬁmelespaﬁnchlesea.{(X, ¥) un conjunto de

llos de los d para los cuales IAl < + . Probemos que
_J(X Y]ammblmuncspaclo]inulyml la norma en &, Si A e Z(X, ) ¥
BE_{{X, Y), entonces

14 + Bl = l;s'l.lé;l KA + B)xl = .;‘."E. IAx + Bxl £

< sup (lAxl + IBxI) € sup lAxl + sup UBxl = 04l + 1B} < +oo,
el Kel kgt
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y. por lo tanto, A + B e _£(X, Y). Para cualquier A € R {0 bien A & C, en ¢l caso
de espacios complejos)

x4l = sup IxAxl =  sup (Al lAxl =
= gl

=IAl sup UAxH = INHAl < +oo
<

¥, por consiguiente, A € -Z (X, ¥), De este modo £ (X, Y) de hecho es un espacio
lineal.

Luego, es evidente que de (57.11) proviene inmediatamente que A6 > 0: Ade-
més, si Al = 0, es decir, si |fiu§| 1Axl = 0, entonces para todo x tal que

Ixl < 1 tiene lugar la igualdad 14xI = 0, y, por lo tanto, también Ax = 0. Mas,
en este caso, en general, para todo x € X tenemos también Ax = 0. En-efécto; si x
es un elemento del espacio X tal que lxl > 1, entonces, a ciencia cierta, x = 0,

quiere decir,
x 1
—f = — kxll = 1,
lelu Ixll

Por eso, en virtud de lo demostrado, A i) (= 0. De aqui L Ax = 0,v,
hxl xll

por ende, Ax = 0, cualquiera que sea x e X. Esto significa que A = 0. Asi pues,
140 es realmente una norma en el espacio Z(X, Y).

Si el valor de .41, definido por la férmula (57.11), es infinito: 44 = + oo, di-
remos que la norma del operador A es infinita.

La norma lAll {tanto finita como infinita) puede obtenerse también por un mé-
todo un tanto diferente. A saber, resulta que

xs X (57.12)

Ax|
[T
Para demostrar esta férmula indiquemos que
ldxt = LAyl i
2, 2, W (enis}

i
141 = sup
xa 0

Efectivamente, por una parte es evidente que
] 5 1Ay,
Iflu(pl IAX ; I,Iugl 4

pues, al aumentar un conjunto numérico, su cota superior sdlo puede crecer. Por
otra parte, para cualquier elemento x€ X, tal que 0 < Ixl £ 1, pongamos

y°=“ i; entonces Iyl = 1y lAyl = L BAxl = 1Axl. De aqui
ixl fixd
LAk,
S, A< g, WY

De las desigualdades obtenidas se deduce precisamente la igualdad (57.13).
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Ahora tenemos:

BAxl x

e A—Il = ] LAyl = 14R,
mir = sl = et e

es decir, la férmula (57.12) queda también demostrada. De esta formula se deduce

con toda la evidencia que para cualquier xe X, x # 0,

A4 el
— g A
[1] s

y, por consiguiente, para cualquier x € X tiene lugar la desigualdad .
1A4xl < 1AV IxT,

donde 1x es la norma en el espacio X, L4xl, la norma en el espacio ¥, y I4F, la
norma en el espacio .£1X, ¥). Esta igualdad es, obvi una g lizacidn de
la desigusldad (41.42) del p. 41.6.
Existe un enfoque més al concepto de norma de un operador, relacionado con el
pto de los asi Il dos operadores acotados.
Definiclon 24. Un operador A: X — Y se denomina acotado, si existe una cons-
tante ¢ > 0 tal que para todos los elementos x € X se verifica la desigualdad.

BAxl < clixl.
Si A es un operador lineal acolado, todas las constantes ¢ > 0 que poseen la

propiedad citada estén acotadas inferiormente por cero, por lo cual su conjunto
cuents con una cota inferior finita no negativa. Designémosla mediante ¢

cp = infe: lAx £ clixd, xe X].

Mostremos que
¢ = bAl,

Ante todo indig que para cualquier &l o x € X la desigualdad
Ldxl < cplixd

es licita. Efectivamente, si se encontrara un elemento x;€ X tal que sea
14x,0 > c,lx ), existirla cierto £ > 0, para el cual s verificaria la desigualdad
bAxyt > {c; + €)ixl. Sin embargo, cstono es posible, puesto que con arregloala
definicién de cota interior existe un nimero ¢ > Otal que ¢ < ¢, + ey para todo
xeX se cumple la desigualdad RAxI < clxl. En particular, 0AxH <
< clxgl < (¢, + &) Ixyl. De éste modo, la cota inferior ¢, satistace también la de-
siguatdad, iante la cual se determina la acotacion del operador 4. Porelio, en
la definicién de la constante ¢, la cota inferior puede ser sustituida por un minimo

¢p = minfe: 1Axl € clxl, x e X1,

De la desigualdad 14x1 € ¢, lxl, para x + 0, tenemos

ILAx .
Ixl o
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de donde LAx
X
T R
El caso de la desigualdad estricta
1Axl
. X'
ISL‘I‘po ilx]] < C‘n. XE

no es posible, pues en tal caso existiria un nimero & > 0 tal que
sup ﬂ < CD - £
xwo lxl
¥, por consiguiente, para todo x € X, x # 0, seria vélida con mayor razdn la desi-
gualdad
WAxl
il

lo que contradiria la eleccién de ¢, en calidad de una constante minima que posee la
propiedad 14x) < clxk, xe X,

<= & obien ldxl < (c; — £)Ixl, xeX,

Asi pues,
Cp = _I] A (71}
o= M -
Hablando metafbri esta igualdad significa que el operador A esti aco-

tado cuando, y stlo cuando, tiene norma finita. De este modo, el conjunto de ope-
radores acotados constituye el espacio Z(X, Y).

En el p. 41.6 fue mostrado que todo operador lineal A: X — ¥ tiene una norma
finita en ¢l caso cuando los espacios normalizados lineales X ¢ ¥ sean de dimension
finita y a titulo de normas en dichos espacios se haya.n tomado normas cuadraticas
lxd, e Dy, x € X, ¥ € ¥. Por cuanto en los esg lineales de di ion finita to-
das las normas son equivalentes (véase el teorema 2 en el ejemplo 4), de aqui se de-
duce que

todo operador lineal A, gue aplica el espacio lineal de dimensidn finita A en otro
espacio lineal, también de dimension finita Y, estd acotado, cualesquiera que sea la
eleccidn de las normas en estos espacios, es decir, en este caso

LX, Y) = 4(X, Y).
7. Un espacio lineal de todas las funci reales acotadas, definidas en el con-
junto arbitrario X, que representa un subespacio del espacio F(X] de todas las fun-

ciones reales f: X — R (véase el p. 57.2) se convierte en un espacio normalizado,
siempre que se introduce en él una norma segin la siguiente férmula

i, sup 170, (57.14)
rex

Designemos este espacio mediante S(X). En ¢l caso en que X sea un espacio métri-
co, ¢l subespacio del espacio 5(X), comp de las fi S continuas en X, se

28—6429
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designaré con C(X)*, y la norma (57.14) en dicho espacio se denotard, asimismo,
mediante U1 ..
Si X es un compacto en R", entonces (véase el teorema 3 en el p. 19.6)

Ay = sup LA = l;ne,aﬁ LAt

En particular, esto es cierto para el espacio Cla, b] de funciones continuas en el
segmento [a, b] de la recta numérica.
8. Sea fijado un nimero p, 1 € p < +oo. Estudiemos un conjunto de fun-
ciones f definidas en cierto segmento la, b] y tales que la integral
b

fureiPax
converge. Es facil comprobar que este conjunto forma un espacio lineal que se de-
nota mediante RL [a, ] ")
Pongamos

'ﬂ b 1p
mp=[IIf(t}l-"d.r] ; (57.19)

Mostremos gue (57.15) es una seminorma en RL jla, b]. Es evidente que de la for-
mula (57.15) se deduce inmediatamente que Ulf, 2= 0. Con ello, de la condicidén
A, = Onose desprende que f = 0. En efecto, consideremos por ejemplo una fun-
cién

1 para x = 4,

ﬂx)-[!] para x € (a, b).

Esté claro que /1 = 0, pero la funcidn f no es idéntic nula en el seg)
[a, b), razbn por Ia cual no es cero del espacio lineal RL 4, b].
Comprobemos la homogeneidad de la cxpresion (57. 14): para cualesquiera
fe RLp[a. 5] v cualquier ) € R (0 bien A € C) tenemos
b 1/p b 1p
n, = [ ] w(r)r#m] = Al [ !If(l}l‘d’l] = I\ A,
L

Demostremos para (57.15) la desigualdad triangular. Cualesquiera que sean las fun-
cioneafek!.p[a,b]"ygé'ﬂ;[a‘,ﬁ],de do con la desigualdad de Minkowski
para las integrales (véase el p. 28.4°), obtendremos:

L3 I/p
I+l = [ ! (e + g(nl.nde] <

] 1ip b 1/p
< []lf(;)ﬂdr] + [[mmlm] =111, + igl,,

# C¢s la primera letra de la palabra latina “‘continuum’.
*%) R ¢s la primera letra del apellido B. Riemann; L, la primera Jetra del apellido H. Le-
besgue.
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Asi pues, If1, es, de hecho, una seminorma (que no es una norma) en el espacio li-

neal RL_[a, g]
Una mnstrnccn&n andloga es vélida también para los intervalos infinitos; los
correspondientes espacios seminormalizados se designarin también mediante RL

9. Analicemos un conjunto de todas las funciones continuas en el segmento [a,
b]. Es un espacio lineal. Ya sabemos que s¢ puede introducir en &11a norma- i,
definida en el ejemplo 7 de este punto. Se puede también considerar en dicho espa-
cio la seminorma (57.15), con la panticularidad de que la seminorma (57.15) ya'serd
en él una norma.

En efecto, sl la funcién f es conti en el seg > e, Bl y M, =
1 g p < +o,y, por consiguiente,
]
[ lreoteax = o,
a

entonces de lo que la funcién 1f(x)1#, x € [a, b], es no negativa y continua se infiere
(véase la propmdad 9 de la integral en el punto 28.1) que f(x) = Oen [a, b).

Un i en el seg la, b] provisto de la norma
(57.15) se d'enom medwnfe CL,[a, b).

De un modo semejante se omslruyeu los espacios andlogos para los intervalos
no acotados, como también para las funciones de varias variables.

5i un mismo conjunto pertenece a diferentes espacios lineales seminormalizados
o normalizados (por ejemplo, los espacios C[a. bly CL [a, b) se componen de unas
mismas funciones), ent Ita itil con fr i ustu'nar una norma (una se-
minorma) de estos elementos en términos de la otra. Los teoremas que expresan las
estimaciones de esta indole se denominan feoremas de encaje.

Expliquemos lo dicho con un ejemplo enunciado en forma de un lema,

Lemal. Sea ~w <a<b< +ow, | < p< 4o, SffeRLp[a.b].uﬁme

I, < & - ', +1= 1, (57.16)
q
ysifeRL [u, b] N S|a, b], entonces
N, <@ -a?ia,, (57.17)

DEMOSTRACION. 'remendo presente que la seminorma IA1 p 5€ determina segun la
férmula (57.15), obtenemos, haciendo uso de la desigualdad de Holder (véase el
p. 28.4%)"

b
1, = jlfol-1ar <

L & prt L/g 1 1
< [jlf(r)l"m] [jdx] =@-aYam, -+-=1,
H H P q
s5c

con lo cual queda demostrada (57.16). La desigualdad (57.17) tambié Jeduce di-
rectamente de las definiciones (57.14) y (57.15) de las normas correspondientes:

", = [iumwr] "e {f[fuﬂ If(m]pmjwe i, ( m) %

b-a'?ia_. O

28
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Ejercicio 15. Denotemos con C‘Lzh, b} un subconjunto del espacio CL, [a, ], compu-

esto de las Tunci derivables en el [, bl. Demuéstrese que

1) C'L, [a, b] es un espacio lineal normalizado, si como norma de la funcién f € C"J!.2 la,
b] se entiende su norma en el espacio CL, |2, bl;

2) ¢l operador de derivacidn D es un operador lineal no acotado D: c L,la, b} = CL,[a.
&l

Indicacion: convi inar las funciones sennx & C'L,[— . =].

51.5. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS SEMINORMALIZADOS

En los espacios seminormalizados se puede introducir el concepto de sucesion
convergente y el de su limite.

Definlcién 5. Si la sucesion de elerventos [x,} de un espacio fineal seminormali-
zado {en particular, normalizado) X es de tal género que existe un elemento x € X
tal que 1im Mx, — xi = 0, entonces la sucesion {x,} se llama convergente en la se-

n—=
i f respecti ) hacia el el fo x ¥ en este caso se escribe

x = limx,.
]

do, en algin io lineal de funci , diferentes seminormas (en
particular, normas), obtendremos diferentes conceptos de convergencia de las suce-
siones de funciones. Por cjemplo, la convergencia en ¢l sentido de la norma (57.14)
significa una convergencia uniforme; la convergencia en el sentido de la seminorma
{57.15) ya es una convergencia de otro género; se denomina convergencia en media
o0, mis detaliadamente, en el sentido de p-media (a veces se habla simplemente de la
convergencia en ¢l sentido del espacio L,). Ya nos encontramos con €l caso
particular de la cia de este gé : para p = 1 (véanse el lema 2 en el
p. 53.2, el corolario del lema 4 en el p. 56.7 y la métrica (57.2)), y parap = I (vea-
se el corolario del teorema 12 del p. 55.9). Parap = 2 la convergencia en media se
denomina también convergencia en el sentido de lo media cuadrdtica.

Las desigualdades (57.16) y (57.17) entre diferentes seminormas de las funciones
permiten establecer 1a relacidn entre diferentes tipos de convergencia de las sucesio-
nes de funciones.

Por ejemplo, supongamos que la sucesion de funciones f,, n = 1,2, ...yla
funcién f son de tal género que

1°. La sucesién [f,] converge unifor en el segy y [a, &] hacia la fun-
cion f.

2°. Paratodon = 1,2,...:f, - feSla bl N RL[q, b].

Entonces la sucesion {f,] converge a la funcion fen el segmento [a, ] también en
¢l sentido de p-media, | € p < +™.

En efecto, en virtud de (57.17), se verifica la desigualdad

i, - A, < b - a1, ~ A,

La convergencia uniforme de la sucesion [f, ] ala funcion fen el segmento [a, b] sig-
nifica que
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lim 1f, — Al = 0.
Por consiguiente
lim If, = f1, = 0.
Ejercicio 16*. Constriiyase un ejemplo de sucesion de funci i no nega

€N un 5egMEnto que 5¢a convergente en media, pero que no converja en ninguno de los puntos.

Cabe prestar atencidén en que en un espacio seminormalizado el limite para la su-
cesidn convergente no es, en el caso general, Ginico, Ademds, si limx, =ay
LEK

lim x, = b, entonces la seminorma de la diferencia de dos limites ¢s nula:
n—-=

la — bll = 0. Esto se deduce inmediatamente de la desigualdad
la — bl £ fla — x, I + Ix, — bl.

Lema 4. Para cualesquiera dos el x ey de un espacio lineal seminormali
zado X se verifica la desigualdad
Hixl = Byll < Bx — pb, (57.18)

DEMOSTRACION. Puesto que

el = lx — 3) + yll < lx — ¥l + Iyl
se tiene
Bxll — Uyl < llx — »l

y, andlogamente,
Iyl = lxl < 0x — pl.

De las dos hiltimas desigualdades proviene la desigualdad (57.18). OO

Definlcién 26. Sea X un awado J'meai seminormalizado {en particular, normali-
zado). Un conjunto E C X se d, do, 0, mds detallad; , acotado
en seminorma (en norma, respectivamente), si existe una constante M > 0 tal que
para todo x € E se verifica la desigualdad 1xll < M.

Lema 5, Si la sucesion [x,] converge en inorma en X, es

DEMOSTRACION. Sea x = "Iifnux“; ya que la sucesion es convergente, existe tal ny

quesin 2 ng, entonces lx, — xll < 1, v, por lo tanto
e b= 00x, = x) + xh € bx, — xi + Ixll < Axk + 1.

Pongamos M = méx {lx,}, Ile s I, I Ixll + 1i; en este caso, evi-
dentemente, paratodon = 1,2, ... se vcrifics a dmgualdad Ix < M. O

En un espacio lineal provisto de seminorma puede definirse el oonoeptc de fun-
cién continua. En lo gue sigue (véase el p. 57.9) nos hara falta el concepto de conti-
nuidad de la funcidén de una y dos variables en un espacio seminormalizado. Defina-
mos estos conceptos,
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Sea X un espacio seminormalizado. Una funcidn f, real o compleja, definida en
X, se llama continua en el punto x, € X, si para cualquier ¢ > Oexistetal § > Oque
para todos los x € X, que satisfagan la condicién Ix — x 0 < §, se verifica la desi-

gualdad
Ifx) = flxg! < e.

Sea Y también un espacio i lizado. Una funcién f, real o compleja, de-
finida en el producto X' X Y, se denomina continua en el punto (x, y) € X x Y, si para
cualquier £ > 0 existe tal 5§ > 0 que para cualesquiera (x, ¥} € X x Y, que satisfagan
las desigualdades Ix — x,ll < 8, Iy — y,l < §, se verifica la desigualdad

flx, ) = flxgrg! < e

Si la funcién f es continua en todo punto de cierto conjunto, se llama continug
en dicho conjunto.

Por supuesto, la definicién de continuidad para los espacios seminormalizados
puede enugciarse también con ayuda de sucesiones de los elementos del espacio.

Por ejemplo, una funcién numérica f,definida en el espacio seminormalizado X',
se denomina continua en el punto x;, si para toda sucesion {x,], que converge hacia
X, en la seminorma del espacio X: I.Im I, — .rul = 0 se verifica la igualdad
1im fx,) = fexy).

La equivalencia de las dos definiciones, enunciadas arriba, del limite de una fun-
cién se demuestra segin el mismo esquema que e ha usado en el caso en que X
representaba un conjunto de nmeros reales (véase ¢l p. 5.7).

Lema 6. La seminorma |xl es una funcid inua en el espaci inormali
zado X.

DEMOSTRACION. Sean dados un elemento x, € X'y un nimero & > 0. En virtud
del lema 4, para todos losx tales que lx — xl < e, tenemos |lxi —
= lxghl < llx = x,l < g, es decir, la condicién de continuidad de la funcién en
X se c‘umple con la eleccion de § = e. O

Definicién 27. Sean X e Y los espacios lineal inormalizados (en particular,
normalizados). Se di ina aplicacidn isomorfa o isomorfismo de los espacios se-
inormalizados (normalizados) X e Y una aplicacidn f que aplica de modo isomor-

Jo el espacio X, en su cnhdad de espacio lineal, sobre el espacio Y (véase la
definicién 19) y que es de tal género que para cualguier x € X se verifica la igualdad

Ixly = UF(ol 4o

Si para los espacios lineal i lizados (normalizados) X e Y existe una
aplicacidn isomorfa de X sobre Y, dichos espacios se denominan isomorfos.

Dos espacios isomorfos seminormalizados (normalizados) pueden diferir uno
del otro sélo en la leza de sus el y no en las propiedades del espacio.
Por ello, en lo que sigue no vamos a distinguir a menudo los espacios isomorfos se-
minormalizados (normalizados) compuestos de diferentes elementos: tales espacios
pueden ‘‘identificarse”.

Explig esto con detalles. Sean X e Y los espacios lineal i Li
dos, ¥ C Y*, yseaf: X — Y una aplicacién isomorfa. Consid
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X* = X U (Y*\ ¥)que se obtiene del espacio X por adicién a &te del conjunto
Y *\ Y. De este modo, X*\ X = Y*\ Y Defmm para los elementos del
conjunto X* las operaci de adicion y mu i idn por un ni dema
la norma; se acompan.a.rén :ilasde indice X, ln:.rculumcamm. con los finudeco-
modidad, la aplicacion F: X* — ¥*, definida por la férmula
aet ( fx), si xelX,
Fi
)= [ i xeX*\X

Esté claro que F es una aplicacion biunivoca (biyeccion) del conjunto X * sobre el
b it

Ahora, para cualesquiera X € X *, y € X"y cualesquiera nimeros A, 4 pongamos

def
Ox + p) e = FoAFR) + wFO),
ek o EUFOOL.

El espacio X%, definido de este modo, es lineal, seminormalizado (normalizado),
isomorfo al espacio Y*y contiene X en calidad de su subconjunto, Cuando decimos
“identifiquemnos en el espacio Y el conjunto ¥ con el espacio X isomorfoa ¥7, en-
tendemos precisamente la consideracion del espacio X'* mencionado anteriormente

(57.19)

(compérese con la identificacion de los ios métricos i étricos en el p. 57.1).
Ejercicios. 17. Sea X un espacio lineal semi lizado. Los el xeXeyeXse
denominan equivalentes, salx ¥l = 0. Dx por X un j cuyos el son
las clases de ¢l equi del espacio X, Sean £ 6 X, Pe X, xe2, ye#, N, un ni-
mero cualquiers. Definamos £ + § como elemento de Xqu: conuemx + ¥, ¥ AE, como un
elemento de £ que contiene Ax. Ponsamos 21y = le que las definick
dadas son correctas, es decir, no dependen de la el J'Se].cvs xefeyep, yque

)?esmapml!mnlwmnlimdqpmswdelammnlxl

18. Demugstrese que las funciones x + ¥ € Ax.son contmaa en todo espacio lineal semi-
normalizado X (x € ¥ son los elementos de este espacio y A es un nimero), en otras palabras,
que las operaciones de adicién ¥ multiplicacién por un ni som continuas en ¢l espacio
mencionado.

57.6. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS NORMALIZADOS

En el espacio lineal normalizado X puede introducirse, de modoe natural, la dis-
tancia entre los elementos de dicho espacio. A saber, resulta valida la siguiente afir-
macién.

Lema 7. El espacio lineal normalizado X es un espacio métrico provisto de la
métrica

plx, ) = lx — yh, (57.20)

con la particularidad de que la convergencia de las sucesiones en el espacto X en
dicha métrica coincide con la convergencia en la norma.

DEMOSTRACION. La funcidn p(x, ), definida segin la férmula (57.20), es real-
mente una distancia; las propiedades de la di ia (védse el p. §7.1) se deducen de
las propiedades de la norma 1° — 4° (compruél La segunda afirmacién del le-
ma es obvia. [
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Diremos que la métrica (57.20) se engendra por ia norma dada del espacio X.
Por ejemplo, una métrica engendrada por la norma Ixf = fo + ... + x2enun
espacio lineal aritmético de los vectores reales n-dimensionales x = (x,, x5, .. . ,
x,) es la métrica del espacio euclideo R" definida mediante la férmula (18.1).

Una sucesidn de puntos del espacio X, fundamental respecto de la métrica
(57.20), se lama fundamental respecto de la norma dada en ¢l espacio X.

Ejercicio 19. Demuéstrese que un conjunto en el espacio lineal normalizado esté acotado
en norma (véase la definicién 26 en el p. §7.5) cuando, y sélo cuando, estd acotado como con-
junto de un espacio métrico en el sentido de la métrica (37.20) (véase el ejercicio 1 en
p. 57.1).

Ejemplo. Examinemos el espacio /, de sucesiones de nimeros reales con la nor-
ma (57.10). Designemos mediante {e,} una sucesion cuyo n-ésimo términa es igual a
la unidad, mientras que todos los términos restantes son nulos, Es evidente que para

n#m
le, — el = (1 + 1)? = 217,

Poresola suc.csl()n dt clementos e, n = 1,2, ... ,del espacio fp no puede conte-
ner una sub d al mi poCe, por iguiente, una que sea con-
vergente.

La sucesién {e,] esta acotada, pues para todo n tenemos be,l = 1. Forma un
conjunto cerrado en J'p puesto que el conjunto e, | no tiene puntos limites en .‘ {de
lo contrario, én la sucesion se encontraria una subsucesién convergente).

De este n. »do, en un espacio de dimension finita existen sucesiones acotadas, de
las cuales no te puede separar una que sea convergente. Existen también conjuntos
cerrados acotados en los cuales no toda sucesidn de sus puntos permite que de ella
sea separada una convergente,

OBSERVACION 1. Si en el espacio lineal X estan definidas dos normas de elementos
1- ¥y - 12 y estas normas son equival (véase la definicion 23 en el p. 57.4),
entonces la sucesionx, € X, n = 1,2, ... ,converge hacia el clementox € Xen el
sentido de la norma "y cuando, y sélo cuando, converge a x en el sentido de la
norma I+ 143,

En efecto, en vista de que las normas -1 y 1+ 1 son eqmva.lcnm, existen
unas:constantes ¢ > 0y ¢, > O.tales que se verifican las d

olx, — ¥ < by, - AW g "zh' - xf@,

De estas desigualdades deriva direc la equivalencia de las convergencias de
la sucesién {x ] hacia x en el sentido de las normas I-AM y §- 14,
De la equivalencia, demostrada en el teorema 2 del p. 57.4, de todas las normas

¢n un espacio de dimension finita se infiere que las conver ias de las i
‘de sus puntos en todas las normas son equivalentes. Por cuanto la convergencia en
norma cuadrética lxll, es equivalente a la convergencia en coordenadas (véanse los
pp. 18.1 y 18.4), la co gencia de la idn de puntos en un espacio de dimen-
sién finita en cualquicr norma es equivalente a la convergencia de las sucesiones nu-

éricas de las coordenadas de los puntos en consideracién respecto de una base ar-
bitraria.
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OBSERVACION 2. Observemos que en el caso cuando una seminorma no es norma,
induso una funcién simple como la lineal, en un espacic seminormalizado lineal de
dimensién finita puede resultar no continua. Considercmos, por ejemplo, un espa-
cio aritmético bilineal X de los vectores x = (x,, x.) con la seminorma’lxl = bx 0.
Es realmente una seminorma, puesto que lxi = Ix,1 > 0. Ademds, para cualquier
nimero A se tiene A = (\x;, Av), por lo cual M = IAxl =
= Iallx;l = INl bxl. Porfin,siy = (), ;) estambién un elemento de X, enton-
ces x + y = {x, + y, X, +¥,), por consiguiente, fx + 3= Ix; +»1 €
< Il + 1yl = Ixb + ﬁyl. De este modo, todas las propiedades de la seminor-
ma estn cumplidas.

Mostremos que la funcién lineal f(x) = x, no s continua en X. En efecto, nara
Ia sucesion x™ = (1/n, 1) cualquier punto del tipo x = (0, x,) (x, es'arbitrario) es
¢l limite para dicha sucesién en el sentido de la seminorma en consideracién;

lim U@ — %) = Ilm-!v =0,

"= o gy

En particular, el punto O = (0, 0) es ¢l limite de la sucesion [x**). Sin embargo,
lim fix™) = 1 = 0 = f(O).
LEaE

Esto es indicio de que la funcién f(x) = x, no es continua en la seminorma
el = Ixl,

Subrayemos, no obstante, gue si ¢n un espacio de di i6m finita la inorma
s una norma, entonces toda funcitn lineal serd continua respecto de esta norma.
Efectivamente, sea X un espacio lineal normalizado n-di ional y sea funa fun-
cional lineal en X. Supongamos que fe,, . . . , €,] es una base en X vy, por consi-
guiente, todo elemento x € X e$ representable, y ademds, de manera univoca, en la
forma x = x,e;, + ... + X,e,. Por cuanto f s una funcional lineal, se tiene

Sy =flxe + o xe)=xfle) + ..k X fle) =ax, + oLk,

dondea, = fle,), k = 1,2,...,nsonlos nimeros fijos para f. Recordando que
la convergencia de una sucesién de puntos en cualguier norma en un espacio de di-
mensién finita es equivalente a la convergencia de dicha sucesidn en coordenadas,
nos convencemos en seguida de que la continuidad de la funcién fderiva realmente
de la formula obtenida f(x) = ax; + ... + @,

Lema 8. La norma es una funcién continua en un espacio lineal normalizado en
el sentido de la mérrica (57.20).

En virtud de la igualdad (57.20), esta afirmacion se deduce de lo que una semi-
norma es continua respecto de otra seminorma (véase el lema 6 en el p. 57.5).

Definicion 28. Un espacio lineal normalizado se de completo, si es espa-
cio métrico completo en el sentido de la métrica engendrada por la norma de dicho
espacio.

Todo espacio fineal normalizado completo se llama espacio de Banach*),

* 5. Banach (1892 — 1945), matemético polaco.
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El espacio lineal normalizado Cla, b} de funciones continuas en-¢l segmento [a,
b) dotado de la norma (57.14) es un espacio de Banach. Nos hemos_conv:nc‘ndu de

estoenelp. 57.1, 4 d un espacio métrico de funci en ¢l seg-
mento [a, b] con la distancia (57.1) la que s¢ engendra precisamente por fa norma
(57.14). Hemos visto que la completitud del io Cla, b] s¢ desprende de lo que

la convergencia de la sucesidn en este espacio significa la convergencia uniforme de
la misma en el segmento (g, B].

Teorema 3. Todo espacio lineal normalizado estd o ido, ¥
en cierto espacio de Banach.

DEMOSTRACION. De acuerdo con el teorema 1 en el p. 57.1, es suficiente mostrar
que a la completacion X'* de un espacio lineal normalizado X' ( iderado como un
espacio métrico provista de la métrica (37.20)) pueden ser prolongadas desde X las
operaciones algebraicas y ]a norma. Es posible hacerlo con ayuda del paso al limite.
Al igual gue en la demostracidn del teorema 1, cor en considerar que
X € X*, en otras palabras, identifiquemas el espacio X con un subespacio, iso-
métrico a éste, de la completacion X * construida en X,

Sea, por ejemplo, x € X* ey € X* Siendo X denso, existen en X' las sucesiones
reXeyeXin=1 2,... ,tales que ,!..muxﬂ =X, nllmwyn =y

I

es denso

Probemos que la sucesion {x, + y} converge, En efecto,

oF, Xy F B = Wy £ 2) = 0, <
< M, ~ x 0+ Uy, =yl = plx, 60 PV e

De la convergencia de las sucesiones {x,] e (v} se desprende que ellas son fundamen-
tales, por lo cual 1a sucesion [x, + v ] es también fundamental y, por lo tanto, sien-
do X* completo, convergente.

Pongamos, por definicion,

x4+ yp= lime, + ¥y}

Andlogamente se determina también, pasando al limite, Ax, xe X"

Es facil comprobar que las operaciones algebraicas x + p, hx, definidas de esta
forma para Jos ele dela pletacion X'*, no dependen de como se eligen las
sucesiones [x,} e {y,] tales que x, = x, y, =y, x,€ X, y,eX,n=1,2,....
Ti es difleil con’ se de que en ¢l caso do los elementos p an
al espacio de partida X, las operaci Igebrai jefinidas por nosotros, coinci-
den con fas dadas. j

‘- Determinemos ahora la norma para xe X% Seax, X, n=1,2,....%
lim x =" x. Mostremos que la sucesibn numérica {hx, 1} es fundamental. En efec-

to, de la desigualdad (57.18) para cualesquiera 1 y m naturales:
lenll = Ix M0 < lx, — x,0 = plx,, x.). (57.21)

La sucesion [x ), siendo convergente, es, ademés, fundamental, por lo cual de 1a de-
sigualdad {57.21) se deduce gue la sucesibn numérica {lx, 1} es también fundamental
¥, por lo tanto, convergente.
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Pangamos, por definicidn,

Ixl = lim ix).
L
La norma Ixl, x & X'*, definida de esta manera, no depende de como se elige Ia su-
cesibnx, e X,m = 1,2,... ,1a que x, — x, Es facil comprobar también, pasan-
do al limite, que para la funcién Ixf, x € X'*, se cumplen las propiedades de la nor-
ma 19 — 4° y que para X € X obtenemos la norma anterior. [J

A titulo de ejemplo indiquemos el espacio lineal normalizado CL_[a, &] de fun-
ciones continuas en el segmento [a, b] provisto de la norma (57.15). Cuandop = 1,
esta norma engendra la métrica (57.2). Se puede mostrar que un espacio métrico de
funciones continuas provisto de la métrica (57.2) no es completo. De acuerdo con el
teorema demostrado, dicho espacio lineal normalizado de funciones continuas en el
segmento [a, b] puede ser completado hasta que se obtenga un espacio complewo,
Este cspacio de Banach se designa mediante 1 [a, 5].

Definicién 29. Un sisterna de elementos x,, o€ % ( % es cierto conjunto de
indices), del espacio lineal i lizada X se de ina completo en dicho espa-
cio, si para todo elemento x € X y cada niimero ¢ > 0 existen tales elementos X,
-« .y X, del sistema dado y tales mimeros \,, . . . |\, que se verifica la desigual-
dad

I — vxy, + 0o+ A < e (57.22)

Enunciemos esta definicion en una forma algo diferente, introduciendo pre-
viamente una nocién més.
Definicion 3. Un conjunto A C X se llama denso en el espacio seminormaliza-
do X, si para todo elemento x € X y todo € > ( se encontrard tal elemento ae A
se verifique
Ilx — all < &

5i X es un espacio normalizadoe y, por lo tanto, métrico, entonces, en virtud de
(57.200, la definicion 30 conduce a la misma nocidn de densidad de un conjunto que
la definicién 6 del p. 57.1. Ahora podemos decir:

Un sistema {x ], e € U , es completo en el espacio X, si el canjunto de todas las
combinaciones lineales de sus elementos, es decir, su cdpsula lineal (véase la
definicién 15 en ¢l p. 57.2) forma un conjunto denso en X.

Si X es un espacio normalizado, tiene sentido en é1, como en cualquier otro espa-
cio métrico, el concepto de clausura de un conjunto, ¥ por cuanto la densidad de
cierto conjunto en un espacio métrico significa que la clausura del conjunto citado
coincide con el mismo espacio (véase la definicién 6 en el p. 57.1), entonces la
definicién 30 en este caso puede parafrasearse del modo siguiente:

un sistema de elementos X, ec € % (U e5 cierto conjunto de indices), del espacio
lineal normalizado X se lama completo, si la clausura de su cdpsula lineal (véase el
p. 57.2) coincide con todo el espacio X.

Con el caso particular del concepto de completitud para un sistema de funciones
va nos hemos encontrado en el p. 55.8.

Definicién 31. Si en el espacio lineal normalizado X existe un conjunto nume-
rable de elemenios que forma un sistema completo del espacio X, este iiltimo se de-
nomina separable.
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En conclusién de este punto introduzcamos el concepto de base, y, ante todo, el
de serie en el espacio X,

Definlcibn 32. Sea x,, n = 1,2, .. . , una sucesion de elementos del espacio li-
neal normalizade X, Pongamos s, = x|+ ...+ x,n=1,2,...; unparde
sucesiones [x}, [5, | se llama serie (con ef término general x ) v se designa

Y xui (57.23)
n=1
los elementos 5, se denominan n-ésimas sumas parclales de la serie (57.23).
Sila sucesion g, n = 1, 2, ... ,converge en el espacio X, la serie (57.23) se lla-

ma convergente. En este caso el limite s = lim s, de la sucesiéns,,m = 1,2,. ..,
N

s¢ llama suma de la serie (57.23) vy se escribe
=
X =g
n= |
De este modo, al igual que en el caso de las series numéricas, el mismo simbolo
=
E x,. se empleard para designar tanto la propia serie, como 1ambién su suma, si la
L]
serie converge,
Lo mismo que para las series numéricas, para las series en los espacios lineales
normalizados subsisten las siguientes afirmaciones.

Si ia serie (57.23) converge, converge fambién la serie z ., con la particulari-

m=1

o o
dad de que si 2 X, =8 entorices 2 Ax, = As.
A= L

Sien el espacio X convergen dos series, converge también una serie cuvo término
&s igual a {a suma de sus términos generales ¥ la suma de esta uitima serie es igual a
la suma de las sumas de las series dadas.

Definlcion 33. La sucesidn de elementose ,n = 1, 2, . . . de un espacio lineal
normalizado se llama base, 5i, cualguiera que sea el elemento x, existe una sucesion,
¥ s6lo una, de los mimeros \, n = 1,2,. .., tal que

}: Al (57.24)
Ly
De cste modo, si la sucesién {e,] es una base del espacio X, para todo elemento
X € X existe una, y sblo una, sucesién de los ntumeros {A,] tal que para cualquier
£ > 0 se tiene tal nimero n_ que para todos losn > n_se verifica la desigualdad

Ix— (e + ...+ hed<e (57.25)

La férmula (57.24) se denomina desarrollo del elemento x segin la base e, ]

Noes chﬂml convencerse de que si el sistema de elementos [e,} forma una base.
es lineal d di Esto proviene en seguida de la unicidad del dm:rollo
de los elementos dcl espacio segun la base. En efecto, silos clementos e, n = 1,2,
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. .. , resultaran ser linealmente dependientes, se encontraria entre elios un conjun-
to finito de tales e, , . . . , e,,, que para ciertos nimeros A, . . . , Ay, no todos
iguales a cero, tencfrialugula:sualdadhe s M Age,, = 0, es decir, se
obtendria un desarroilo del cero segiin los dememos de la base con coeficientes que
no son todos nulos, Por cuanto para el cero se tiene un desarrollo trivial
=
0= Z Oe,, queda con esto pefturbada la condici6n de unicidad del desarrollo de
LE ]
los elementos segin la base.

S§i un espacio lineal normalizado dispone de una base compuesta por un-conjun-
to finito o numerable de elementos, este. espaclo es sepa:able .En efecto, no es dificil
‘comprobar que ¢l conjunto de todas las \: les finiras de.al 13
de las bases citadas con coeficientes racionales esnumerable y denso en todo el espa-
do.

OBSERVACION, Recalquemos la diferencia que existe entre la sucesién de elemen-
tos gque forman un sistema completo y la sucesién de elementos que forman una ba-
se. En el primer caso los coeficientes A, £ = 1, 2, ..., n, en la desigualdad
(57.22) dependen, en ¢l caso general, no szlo dela deccaén del elemento x € X, sino
también de la eleccién del niimero &, Por el contrario, en el segundo caso los coefi-
cientes A, k = 1, 2, ..., n, en la desigualdad (57.25) se determinan sélo por ¢l
mismo elemento (se laman coeficientes del desarrollo del elemento x segtin la base
dada, o bien denadas del el to x para la base dada) y es s6lo su cantidad, es
decir. el nimero n,, el que depende de la eleccitn de e.

'-~du bles en los que no hay base. En el punto que
sigue serd considerada una clase mﬁs estrecha de los espacios, donde la base siempre
existe.

§7.7. ESPACIOS LINEALES PROVISTOS DE PRODUCTO ESCALAR

Definictén 34, Una funcién real, definida en el conjunto de los pares ordenados
ae elementos de un espacio hineal real y denotada por (x,y),x € X, y € X, se llama
multiplicacion escalar, si satisface las siguientes condiciones:

)x»N=rxieX yekX;

22V (A + u 2) = A, Z) + pv, 2), X € X, ¥ € X, 2€ X, Ay ps0on unos nime-
ros reales;

) x) 2 0,xekX;

4%} 5i (x, x) = 0, entonces x = 0.

Observemos que de la propiedad 2° se desprende que para todo x € X se verifica
la igualdad

{x,0) = 0.

En efecto, (x, 0) = (x, 0-0) = O{x, 0} = 0.

Dellnicién 35. Una funcién real (x, ), definida en el conjunto de los pares onde—
nados de un espacio lineal real X, x € X.yex ¥ que satisface s6io las
19, 2°, 3°, se Nama muitiplicacid alar.

De un modo anélogo se introduce también ¢l conccpm de multiplicacidén semies-
calar (en particular, lar) en el io lineal o » R. En este caso la funcion

Ly PIe)
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PPN T . 1 1

de valores complejos (x, ) lleva el bre de mult
respectivamente), si satisface la-.. piedad 2° para cualesquiera plej
A Y u, la propiedad 3° y la propiedad

FoYx, ) = 0,2, xeX, yeX,

donde, como siempre, la raya por encima del niimero significa un niimero complejo
conjugado de &l.

En adelante, por espacio lineal s¢ entendera un espacio lineal real, si no se espe-
cifica alguna otra cosa.

El resultado de una multiplicacidn escalar (semiescalar) de dos el xeXe
¥ € Y sc denomina producto escalar (semiescalar) (x, ¥}. Los espacios lineales, para
cuyos elementos est4 definida la operacion de multiplicacién escalar (semiescalar),
se llaman espacios ineales provistos de prod escalar (semiescalar).

Lema 9. Para cualquier par de vectores x e y de un espacio lineal X provisto de
producto semiescalar se verifica la desigualdad

x 2 € (5, ), ), (57.26)
llamada desigualdad de Cauchy — Schwartz.
DEMOSTRACION. Para todo nimero real A, en virtud de la propiedad 3° de la
multiplicacién semiescalar, se tiene
W+ +20

Al aplicar las propiedades 1° y 2° de la multiplicacid iescalar, obtendre-
mos:

M, x) + 2Mx, ) + (0,0 2 0.

Si (x, x) = 0, entonces 2\(x, ¥} + (¥, ») = 0. Por cuanto esto ¢s cierto para
cualquier A real, (x, ¥) = 0, y, por consiguiente, la desigualdad (57.26) es licita: sus

ambos miembros s¢ reducen a cero. En cambio, si (x, x) # 0, entonces ¢ discrimi-
nante del trinomio obtenido, cuadritico respecto de A, es no positivo:

@ - 00N <0,

lo-que es-equivalente a la condicién (55.26).
Corolario. Pare cualquier par de vectores de un espacio lineal provisto de pro-
ducto semiescalar se verifica la desigualdad

VE+ 2 x+ A VD + V0,0, xeX, yeX
En efecto, al aplicar la desigualdad de Cauchy — Schwartz, obtendremos:
E+rx+) =61+ 200+ 0,0 €
< 6X) + EDE) + 040 = VE D + VO O
Ejercicio 20. Demuéstrese que en el espacio lineal complejo X provisto de producto se-
miescalar se verifica la desigualdad

ltx. vil € fx Aty V1 v& ¥ va ¥
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Si en un espacio lineal X provisto de producto semiescalar se pone
hxk = ¥V{x,x), xeX, (57.27)

entonces la funcion Ixf satisface las propiedades 1° — 3° de la seminorma. La pro-
piedad 1° de la seminorma proviene de la propiedad 3°, de la multiplicacion semies-
calar, la propiedad 2°, de la propiedad 2° y la propiedad 3° de la seminorma, del co-
rolario det lema 9.

Cuando la multiplicacién semiescalar es escalar, la seminorma (57.27) es una
norma. En efecto, la propiedad 4° de la norma deriva de la propiedad 4° de la mul-
tiplicacion escalar. De este mado, se ha demostrado la siguiente afirmacion.

Lema 10. Todo espacio fineal prows:o de _pma‘ucra escalar {mlﬁm.‘ar, respec-
tivamente) s un espacio normali do, 1 con una
norma (seminorma, respectivamente) a‘erermmada por la fdmu!a (57.27)-y, por
consiguiente, un espacio métrice con la métrica (57.20).

La seminorma (57.27) se llamaré seminormg (norma, respectivamente) en-
gendrada por el producto semiescalar (escalar) dodo. La distancia (57.20), en-
gendrada por la norma (57.27) de un espacio lineal dotado de producto escalar, se
\lamar4 también disiancia engendrada por el producto escalar dado.

Al aplicar la designacién dec la seminorma, podemos escribir la desigualdad
(57.26) en la forma

Hoe, 0y < DB ApIL (57.28)

57.8. EJEMPLOS DE ESPACIOS LINEALES PROVISTOS
DE PRODUCTO ESCALAR

1. En ¢l conjunto de numeros reales R una operacion ordinaria de multiplicacion
es también multiplicacion escalar en el sentido de la definicidn 34,

En ¢l conjunto de nimeros complejos C el producto escalar de los numeros x e v
esta representado por €l producto xy.

2. El espacio vectorial real aritmético n-dimensional R", donde el producto es-

calar de los vectores X = (x;,... ,x)eR%ey = (¥, . .. ,»,) € R"sedetermina
segiin la formula (véase (18.32) en el p. 18.4)
(,0) = X0, + ..+ X

s un espacio lineal provisto de producto escalar en el sentido de la definicidn 34 del
p. 57.7. En este caso la norma del elemento x € R” coincide con su longitud lxl
(véase el p. §7.4, ejemplo 2):
Ixl = txl = Vo + 0.4 ad
v la métrica correspondiente, con la distancia en el espacio puntual antmético
a-dimensional:
ple, ) = ke =yl = Vi, = y)T + .-+ b, — 3

Recordemos que para éste espacio la desigualdad de Cauchy — Schwartz ha sido
demostrada antes (véanse el lema | en el p. 18.1 v la desigualdad (18.39) en el
p. 18.4).
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En ¢l espacio complejo aritmético C" (véase el p. 57.2) el producto escalar se
introduce por medio de la formula

() =% + .0+ XY X =(x,.....x,,)e0" y=0p...,y)eC"

3. Anali el espaci lineal seminormalizado RL. sla, b] (del ejemplo 8, el

p. 57.4), compuesto de las funciones de cuadrado mtegrable (por regla general, en el

sentido impropio) en el segmento [a, b), es decir, de tales funciones £, para las cuales
b

[Pw0de < +o.
Seafe RL,la, b]y g € RL;[a, b]. Recordemos que el producto de las funciones que
son integrables segin Ri en cierto segmento es también integrable seg
Ri en dicho Por eso, en cualquier segmento [£, 7] C [a, b] que 110
contiene puntos singulares de las funciones fy g {(véase el p. 55.1), el producto fe es
también integrable segin Riemann y, por lo tanto, hay sentido en considerar la in-
tegral impropia

]
jringwat. (57.29)

Por cuanto, ademas, en cualquier punto x, que no sea singular para las funciones fy
£, es valida la desigualdad

SH + sz(r)-)

Iftne@ <
entonces la integral (5? 29) converge v, ademas, absolutamente.
El producto alar en este i0 s¢ determina por la formula
) = jf(r)g(r)dr, (57.30)
a

Las propiedades 1°, 2°, 3° del producto semiescalar se comprueban con facili-
dad. El espacio obtenido, provisto de producto semiescalar (57.30), se designard
también mediante RL,[a, b).

Observemos que la desigualdad (57.26) en este caso puede ser escrita en la forma
siguiente:

& 2 b a
( jﬂﬂg(r)dr) < [SU0dt [
representando en si un caso particular de la desigualdad de Hlder (véase el

p.28.4%*) para p=g =2 y levando el nombre de desigualdad de
Cauchy — Buniakovski**).

¥ Dicha desigualdad proviene de la sigui desigualdad evidente: (If(e) ~
= lgy 2 0.
“4 V. Ya. Buniakovski {1804 — 1889), matemdtico ruso.
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. La seminorma engendrada por el producto semiescalar (57.30) tiene, evidente-
mem.e la forma

]
jﬂ(nm, (57.31)
s

s decir, coincide con la seminorma (57.15) examinada en el ejemplo 8, del p. 57.4,
para g = 2. De aqui se deduce que el producto-semiescalar (57.30) no es escalar,
puesto que en el p. 57.4 se ha establecido que la seminorma (57.15) no es'una nor-
ma, paratodop 2 1.

Sin embargo, en el subespacio CL,[a, b] del espacio RL, (g, b], que s¢ compone
s6lo de las funciones continuas en cl segmento [a, ], <l producto. scmicscalar
(57.30) ya es escalar, pues, segiin se ha demostrado en el ejemplo 9 del p. 57.4; en

este caso
1A, = VD, feCLyla, b)

&5 no 56lo una seminorma, sino también una norma.
Para la distancia entre dos funciones continuas /'y g en este espacio obtenemos
la férmula

& 1’2
olf,g) = If - gl = [ jmx) - slg:)]zdrI (57.32)

Ya nos hemos encontrado con la convergencia de las funciones en ¢l sentido de
esta métrica: véase, por ejemplo, el lario del 12 en el p. 55.9.

Todo lo dicho se extiende de modo natural a las funciones definidas en cual-
quier intervalo infinito, en particular, en todo & eje.

Ejercicio 21. Sea X un espacio lineal provisto de producto semiescalar. Los elementos

xeXeye Y se llaman equivalentes, si lx = yI* = (x = ¥, x = ») = 0. Designemos me-
diante £ un conjunto cuyos elementos estén constituidos por las clases de elementos equiva-
lentes del espacio X. Sea 2e X, yeX x€%, y6 P, sean h y p unos nimeros. Definamos
A + pf como un el del X que iene Ax + up, y pongamos (£, 7) = (x,
). Demuéstrese que estas definiciones son correctas, es decir, no dependen de la eleccidn de
los elementos x € £ y € 7, y que £ es un espacio lineal, mieniras que (£, §) cs el producto es-
calar en X,

57.9. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS LINEALES PROVISTOS
DE PRODUCTO ESCALAR. ESPACIOS DE HILBERT

Un espacio lineal provisto de producto semiescalar ¢s también, de acuerdo con
(57.27), seminormalizado. Por eso, para &l estédn definidos el concepto de sucesidn
convergente, de su limite y el de funcidén continua (véase ¢l p. 57.5).

Lema 11. El producto semiescalar (x, ¥} es una funcion continug (véase el
p. 57.5) de sus ar x ey en el conj Xx X, xeX, yeX

DEMOSTRACION. Efectivamente, para cualesquicra x,€ X, y,6 X, xe Xeye X
se verifica la desigualdad

10 ¥ = Ce, 9T = 105y — %, ¥ + G, ¥y — M) <
< fxy = xlliygh + fxby — yol, (57.33)

20429
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de la cual proviene inmediatamente la citada continuidad del producto semiescalar.
En efecto, si xeUlx, &), yelU(y, B, entonces, al observar que
bl < e — xpl + xgll < lxgl + 8, de (57.33) obtenemos

G ¥ — 3 < Syl + (Ixgl + 8)6.

De aqui se infiere que para cualquier ¢ > 0 fijo siempre podemos elegir
& = 5(g) > 0 de modo tal que para x € U(xy, 8), y € U(y, &) se verifique la desi-
gualdad |(x; ¥ — (x, )] < & para ello basta elegir & > 0 de tal manera que sea
Syl + (Ixh + 8) & < ¢, lo que, evidentemente, es siempre posible. [

En el espacio X provisto de producto semiescalar podemos hablar sobre la con-
vergencia de las series en seminorma drada por el producto semiescalar: la se-

rie E X.x,€X,x = 1,2,... ,secllama convergente, si la sucesién de sus sumas
n=1
parciales 5, = z x, converge en la seminorma ionada hacia cierto elemento
kwm |

s€ X, ¢l cual s¢ denomina suma de la serie: s =} x,,
n= |
Indiguemos que la suma de una serie en ¢l espacio provisto de producto semies-
L

calar no esté definida un No ol sis= Y oxysr= ¥ x,e

a=1 A=

decir, si 5 y 5* son las sumas de una misma serie, entonces lls* — sl = 0 (véase ¢l
p. 57.5), por lo cual para cualquier elemento e e.X tiene lugar la igualdad
(5* a) = (5,a). En efecto cn virtud de la desigualdad de Cauchy — Schwartz, pa-
ra un prod

lis*, @) = (5. @)l = V5" — 5, a)| < Bs* — slllal = 0.

De la continuidad del producto i lar eén todo el io se d , por
ejemplo, que las series en un espacio provisto de producto escalar pueden rnulnph-
carse término a término no slo por los factores numéricos, sino también por los cle-
mentos del' mismo espacic. Demostrémoslo.

Lema 12. Supongamos que en el espacio X provisto de producto semiescalar estd
dada una serie convergenite

X, =85 X, €X, n=12....
Al

Entonces para cada elemento a € X una serie numérica que se obtiene de la dada
multiplicdndola término a término por a es también convergente y

Y &9 = (5 0.

Awml -

En otras palabras, para la serie convergente E xy'y cualquier elemento a e X
se verifica la desigualdad o=t
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E (x,, @) = E X, @

=1 n=l

DEMOSTRACION. Por cuanto

= 1| 2
s ‘En’kglxk
sel.iem

ztx,,.a}-hm ):(x,.a) lkm(zxt.) ( E"e-) (s, a)-

n=1

Ejemplo. Consideraremos el espacio RL;[a, ] del ejemplo-3 en ¢l p. 57.8, Bu-

pongamos que la serie z £;(1) de funciones f, € RL,[a, b] converge en este espa-
rn=l

clo a la funcién f& RL,[a, b]:
T Sty = f@), teEla bl

a=1

es decir, la sucesidn de las sumas parciales
5.0 = i St
de esta serie converge a la funcion f en e; ;«11ﬁdn de la media cuadratica:
lim E[f{r) ~ 5,02t = 0.
Entonces, de acuerdo con el lem; 12, para toda funcidén ¢(x) € RL,[a, b] tenemos

fied = z Um h
mal

es decir,
Emm)dx f i (e (x)dx.
En particular, cuan;o o
[f(x}dk = E‘ Ef,,(xm.

En otras palabras,

]: [ Ef,.tr)]dr = i if"(x)dt

a=1 =]

Asl pues, 5si una serie de funciones de cundradp integrable en el segmento [a, b]
converge en éste en el sentido de la media cuadrdtica hacia cierta funcién, también

29°
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de cuadrado integrable en (a, b), entonces la serie puede integrarse término a térmi-
no.

Por cuanto de la convergencia uniforme de una sucesidn de funciones continuas
se deduce la convergencia de dicha sucesién a la misma funcién también en el senti-
do de la media cuadrética (véase el p. 57.4), de la afirmacién aqui demostrada pro-

viene que

5i la serie de funciones continuas converge en un unifor se
puede integraria término a término.

Este mismo ltado se ha obtenido por otro procedimiento antes, en el

capitulo sobre las series (véase el teorema 9 en el p. 36.4).

Definicién 36. Das espacios lineales X e Y con producto escalar (semiescalar) se
Haman isomorfos, si son isomorfos como espacios lineales, y la aplicacion f, que
aplica el espacio X sobre el espacio Y y realiza este isomorfismo, conserva el pro-
ducto escalar {producto semiescalar), es decir, para lesquiera dos el
X € X e ye X se verlfica la igualdad

) = (F&x) 100

Dos espacios lineales isomorfos provistos de producto escalar (semiescalar)
pueden diferenciarse s6lo en la naturaleza de sus elementos y no en las propiedades
métricas, razén por la cual en adel muy a d Ios D lineales isomor-
fos provistos de prod escalar (semiescalar) no se destingui

Aclaremos esto con un cjemplo‘ Sean X e Y*unos ﬁpados hnenles provistos de
producto escalar (semiescalar) y sea f la aplicacién isomorfa del espacio X en un
con]unt.o Yycrye Bn este caso, “‘al identificar'’ los elementos del upacic X con los

del conj Y, pod iderar el X como
un subespacio del espacio ¥* Se entiende (compérese con las construcciones corres-
pondientes en el p. 57.1 y p. 57.5) el estudio del espacio lineal X* puesto de los
elementos del espacio X y los del conjunto Y* \, ¥. Las operaciones de sumacién
de los elementos y su multiplicacién por un nfimero en el espacio X* se introducen
igual que en el p. 57.5 (después de la definicion 27), micntras que el producto esca-
lar (semmmlar) , y}x-. xeX* yeX* se determina en el espacio a través del
escalar alar) en el io Y* medi la biyeccién F: X* — Y*,
que viene definida por la férmula (57 19) de la manera siguiente:
0y Vgs = (Flx), FOD,
donde en el segundo miembro figura el producto escalar Yenel
¥*, Es fécil comprobar que ¢l espacio X* es isomorfo al espacio ¥*.
Ejercicios. 22. Demuéstrese que todos los ios lineales n-di les provi

de producto escalar son isomorfos entre si.
22, Demuéstrese que todo espacio lineal a-dimensional provisto de producto escalar es
completo en ¢l sentido de la métrica engendrada por el producto escalar.

Definicibn 37. Un fo lineal provisto de producto escalar, completo en el
Sentido de la métrica engendrada por el producto escalar dado, se llama espacio de
Hilbert. ™

* D. Hilbert (1862 — 1943), mateméitico aleman,
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Un espacio simplemente lineal provisto de producto escalar lo llaman también
prehilbertiano. Esta denominacion se justifica por el siguiente teorema.

Teorema 4, Todo espacio prehilbertiano X se contiene y, ademds, es denso, en
cierto espacio de Hilbert X*,

DEMOSTRACION. De gcuerdo con los teoremas | del p. 57.1 y 3 del p. 57.6, basta
mostrar que a la completacién X* del espacio lineal normalizade X puede prolon-
garse desde X un producto escalar, conservando las propiedades 1° — 4°. Esto se
puede hacer pasando al limite. En efecto, por cuanto X = X'*, para cualquier par
de puntos x € X* e y € X* existen las sucesiones de puntos x, e X, y, e X, n = 1,
2, ... ,detal género que

.li_l‘nhx,, =X, ,“Fuy" =)

Probemos que existe lim (x,, y.). Efectivamente, de la desigualdad (57.33) se

infiere que para lesquieram y n 1!

[ G ¥ — G ¥ € Bx, — x, 00y, 0 + Ox, B0y, — y 1.

Puesto que las sucesiones [x, ] ¢ [y}, siendo convergentes, estdn acotadas en norma

y son fundamentales, de la desigualdad mencionada proviene que la sucesién numé-

rica {(x,, ¥,)} es también fundamental y, por consiguiente, converge.
Pongamos, por definicién, (x, ¥) = llm (x + ¥,). Es facil comprobar, pasando

alllmm queeauum icibn no d di delu leccibn de tales i byl eyl
que x,, X, ¥, = ¥, ¥ que parajla funcién (x, »), definida de este modo se cumplen
las prnpl.edulﬁ 1° — 4° del producto escalar. [

El espacio obtenido de Hilbert se llama completacién del espacio prehilbertiano
de partida.

Como ejemplo de espacio de Hilbert interviene el espacio euclideo
n-dimensional (véase (57.8)). Otros ej los serén considerados mds abajo.

Ejercicio 23. Demuésirese que un espacio prehilbertiano, isomorfo al espacio de Hilbert,
es un espacio de Hilbert.

57.10. ESPACIO L,

Recordemos (véase ¢l ejemplo 3 en el p. 57.8) que un espacio lineal de funciones
continuas en el segmento [a, b] provisto de producto escalar, definido segin la fér-
mula (57.30), se denota mediante CL,[a, b].

La norma en el espacio CL,[a, &) se determina mediante la formula (57.31).

Lema 13. Es espacio CL,[a, b) no es de Hilbert.

DEMOSTRACION. Para convencerse de que todo espacio CL,[a, b] no es comple-
to, basta considerar e espacio CL,{a, b] para cierto segmento fijo (;por qué?). Eli-
jamos, para concretar, el segmento [— 1, 1] y demos un ejemplo de la sucesion de
funciones fundamental en ¢ espacio CL,[— 1, 1] que no converge en dicho espacio.
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Pongamos
-1, si —-l1€xg —-1,
n

Sl = ax, si - l<x<.l. (57.34)
n n

s i
I, si —<xg1,
n

n=12,...

(fig. 237). Es evidente que las funciones f, {x),n = 1,2, ... , son continuas en el
segmento [~ 1, ll Observando luego que If,(x)| < 1, tenemos param > n
n
Uf, — S h? = j 1) = Sl 2dx = [ 1fpl0) = SN2 <
-1

=¥n

1fa i/n 8

< [ L+ @Pacgd | ax=—

=i/ ~im 2

de donde, evidentemente, se deduce que la i6m (57.34) es fund 1 en el es-

pacio CL;[a, b].
Efectivamente, si estd dado £ > 0, entonces, al clegir ny de modo tal que sea
8/ng < &, para todos losm > ny y cualesquiera m > n tendremos If,, —

—fml<EG~3—-<s‘Como
n o ng

-1 para -1<x<0,
”lgn‘_f,.tr)=[ 0 para x =0,

1 para 0<x< 1,

¢s natural esperar que si la sucesion [f,,) converge en ¢l sentido de la media cuadrati-
ca, converge hacia la misma funcidn, a la que converge puntualmente, es decir, ha-
cia Ia funcién (véase fig. 238):
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Fig. 238

-1 para -1gx<0,
0 £} 0 para x=0
1 para 0 <x< 1.
Sin embargo, esta funcidn f es discontinua, por lo cual f¢¢ CL.J0, 1). Por consiguien-
m:}ztuml esperar que la sucesién [f,} no tiene limite en el espacio CL;[a, b]. Pro-

No es dificil de convencerse de que la sucesidn (57.34) converge en €] segmento
[—1, 1] en el sentido de la seminorma (57.31) hacia la funcién f. En efecto,

V=S = ) — Sy 2dx =

n +)n
| Ve = fe0tax < | 0N + V001 %dx <
- \in =1/n

+Lm 8
<4 | dx==-0 para n—os

-1im n
pues, If()l < 1, If, ()] € Lxel-1, 1] (57.35)
El limite seghn la seminorma no es tnico y por eso surge la cuestidn: jexiste o
no, ademas, una funcién continua que también sirva de Umite de lasucesion {f, ] en
el sentido de la media cuadratica? Mostremos que tal funcién no existe. Admitamos
lo contrarip. Supongamos que existe una funcién g(x), continua en el segmento

[—1, 1], tal que

!I.im g — £l = 0. (57.36)

En este caso
=gl = W= 1) + (f, — )l < bF — f,0 + If, — gh,

*} Por cuanto f — f, ya no es una funcidn continua, el simbolo Il significa aqui la sermi-
norma {57.31) de la funcién ¢. Bsto debe tomarse en consideracion también en los razona-
mientos que siguen,
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donde ambos dos del d iembro, en virtud de (57.35) y (57.36), tien-
den a cero cuando it = ¢, rmemra.s que ¢l primer miembro no depende de n, por
consiguiente,

1
JUe) = g6 ?dx = tf — gl? = 0;
=1
¥, con mayor razén,
o

1
| rw-ewide=o, jif(x} - g)l%dx = 0. (57.37)
=1
Exami , por ejemplo, el caso de x > 0. Dado que las funciones /'y g son
continuas en ¢l mr.ena.lo o, I), entonces, en virtud de (57.37), coinciden en dicho
intervalo (véase la propiedad 9 de la integral definida en el p. 28.1). Por eso

&(+0) = lim g{x) = Jlim fG) = 1.

Por analogia, considerando el caso cuando x < 0, tendremos
g(=0) = llmnf(l'} = =1
Fomoy

es decir, g es una funcidén discontihua.

La contradicién obtenida demuestra preci la afirmacién. O

Asl pues, ¢l espacio lineal CL,(a, b] no es completo. No obstante, sabemos que
todo espacio prehilbertiano puede ser complementado hasta que se obtenga un es-
pacio completo, en particular, esto es cierto con relacion al espacio en considera-
cidn. Volveremos a este problema un poco més abajo y ahora mismo analizaremos
un espacio mas.

Trataremos de abarcar una clase de funciones més amplia que las funciones conti-
nuas, a saber, consideraremos el espacio lineal RL,[a, b] de las funciones de cuadra-
do integrable en cierto segmento [a, ] (véase el ejemplo 3 en el p. 57.8) y provisto
de producto semiescalar que \nene definido mediante Ia férmula (57.30) ¥ constru-
yamos, valitndonos de este esp , otro io d de prod escalar,

Definicién 38, Dmﬁmmmfy & de cuadrado integrable en el segmento (a, b)
las lamaremos equivalentes, si la seminorma (57.31) de su diferencia es igual a cero:

]
V-l = ’ j V&) ~ gto)fdx = 0. (57.38)

La equivalencia de las runcnoam en el sentido de esta definicién se designard por
el simbolo.
S~ (57.39)

El empleo en este caso ded mismo simbolo que seha usado para designar la igual-
dad asintética de las funciones, es decir, designar su equivalencia en el seatido del
orden de su variacidn (véase la definicién 3 en ¢l p. 8.2), no nos llevaré a equivoca-
ciones algunas, puesto que cada vez quedaré claro de qué equivalencia entre las fun-
ciones se trata en ¢l caso dado.
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La relacién de equivalencia (57.39) posee las siguicntes propiedades;

19 f~f

2°)sif ~ g, también g ~ f;

1°)sif~gyg ~ h, entonces f ~ h.

Un conjunto de todas las funciones de cuadrado integrable en el segmento [a, ],
es decir, el espacio RL,[a, &] lo dividiremos en clases de las funciones equivalentes
entre si. Dichas clases se llamarén clases de equivalencia y se d én por letrasla-
tinas mayusculas F, G, H, . . . , ylatotalidad de-ellas, por § . Toda funcién f; per-
teneciente a le clase de equivalencia F, se denominaré representante de dicha clase,
Expresando brevemente el proceso de ién del conj T, sucle decirse
que dicho conjunto se obtiene del conjunto de todas las funciones de cuadrado in-
tegrable por “‘identificacién’’ de sus elementos.equivalentes. Asl pues, ahora cada
conjunto de las funciones equivalentes se considera como un tnico elemento. del
conjunto .

Paratodo Fe §f ycada nfimero real ) el elemento AF se determina de la manera
siguiente. Elijamos un representante f & F, entonces la funcién \f seré también una
funcién de cuadrado integrable en el segmento [a, b], ¥ por lo tanto, pertenece a
cierta clase de equivalencia, es decir, serd un representante de cierto elemento, per-
teneciente a § , el cual se determina precisamente como elemento AF,

Con el fin de mostrar que esta definicidn es correcta, conviene demostrar que el
elemento AF no depende de cdmo se elige la funcién fe F. En efecto, si fe Fy
f, € F, entonces Sy ~ f, es decir, bf, — fI = 0. Por consiguiente, I, —
= M8 = IAlLlf, — A = 0, lo que quiere decir que Ny ~ M. Ior esta razén las
funciones Af, y A/ pertenecen a una misma clase de equivalencia, es decir, a un mis-
mo elemento del conjunto®,

Definamos ahora la operacién de adicion de los elementos del conjunto f . Sea
Fel yGeT . Elijamos unas funciones f& g yf € G. Un elemento F + G lo de-
finamos como una clase de equivalencia que contiene el elemento f + g. Esta defi-
nicién es unlvoca, pues, si

feF, fieF, geG, g €C

¥, por consiguiente,

Hi~/f & ~a
entonces
Vy—si=0 lg-3gl=0
Por esto
O +)~(F+a < Ufy — /1 + Mg, — gl =0,
es decir,

f|+§|"f+§

¥» de este modo, la funcién f, + g, pertencce a la misma clase de equivalencia que
la funcibén f + g.
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Asi pues, para sumar los elementos del conjunto § o multiplicarlos per un né-
mero, se deben elegir sus representantes, sobre los cuales ha de realizarse la opera-
cibn indicada; de resultas se obtendr cierta funcion,; la clase de equivalencia, de cu-
yo representante es la citada funcién, serd preci el Itado de la op i6
que se considera.

El conjunto & con las operaciones introducidas AFy F + G forma un espacio
lineal. En efecto, para dichas operaciones se cumplen las propiedades 1°, 2°, 3° de

la definicién 11 en el p. 57.2. Comgrobemos, por ejemplo, que para cualesq)
Fe®,GeT ytodo nimero A se verifica la desigualdad
MF+G)=N+2G. (57.40)

Sife Fyg e G, entonces, de acuerdo con la definicién de adicién de elementos del
conjunto § , obtendremosf + g€ F + G, A(f + g) € MF + G).Porcuantofyg
son los elementos del espacio lineal, entonces M(f + g) = N + Ag. Envirtud dela
regla de multiplicacion de los el s de & por un nimero y de adicion de estos
elementos

MENF, NEAG, M+ NEN +1AG

De este modo, las clases de equivalencia A(F + G)yM\F + AG contienen un ele-
mento comin A{f + g) = M + Ag, ¥, por lo tanto, coinciden. La igualdad (57.40)
queda demostrada.

Anélogamente se comprueba también el cumplimiento de las demas propiedades
de los espacios lineales (véase la definicién 11 en el p. 57.2) para las operaciones de

dicibn y multiplicacién por un ni de los el )5 PET i al conj

to .

Indiquemos que la clase de equivalencia que contiene una funcidn idénticamente
igual a cero en ¢l segmento [a, b] representa el cero del espacio lineal obtenido &,
Esta clase se P de.aquellas, y sélo aquellas, funciones f que son equivalentes

a cero, en otras palabras, para las cuales la seminorma (57.31) es igual a cero:
A = 0, es decir,

b
[Fedx = 0.
a
Definamos ahora en el espacio lineal § la multiplicacién escalar. Sea Fe & ,
Ge T ; elljamos, en las clases F y G, cierias representantes f€ F y g € G y ponga-

mos
FEE (g (57.41)

De este modo, para multiplicar escalarmente los clementos del espacio ¥ , es preciso
elegir sus representantes y multiplicarlos escalarmente uno por otro {en el sentido
del producto semiescalar (57.30)). El resultado obtenido serd precisamente igual al
producto escalar de los ¢l en ideracién del conjunto & .

La definicién (57.41) tamp d de de la eleccién de las funci en las cla-
ses de equivalencia. En efecto, si

feF, fieF, geG, g CG,
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b
eionos f|"fr L Bl 4

¥, por consiguiente,
ify—f=0lg —gl=0

Por eso, haciendo uso de la desigualdad de Cauchy — Schwarz {57.28), obtendre-
mos

0< ey — e = L{(fg) — (gl + .2 - el €
S —fogd + 1 g — gl S Iy —Algll + 4fdIg - gl = 0.

De este. modo Up 3[} = (f, g).

La funcién (57.41) satisface todas las propiedades de la multiplicacién escalar.
Efectivamente, sca fe FE® ,ge Gel , he He [, y sean A y p unos nimeros,
entonces

OF + uG, H) = W + pg, k) = Mf, h) + p(g, h) = NF, H) + p(G. H),
F.G) =g =&N=(GF,
FF) =N =0

Por fin, si (F, F] = 0, esto e5 testimonio de que para cualquier funcién fe Fse
tiene (f, /) = U1 = 0, es decir, f ~ 0, que, de acuerdo con lo dicho anteriormen-
te, significa preci que €l el Feselel nulo del espacio T .

Definiclén 39. E espacio kineal T provisto de producto escalar (57.41) lleva el
nombre de espacio ﬂ. EZ;[::, bl.

Indiquemos que la normn 1A #1, del elemento F en el espacio RLz[a, b] se de-
termina, de conformidad con (57.27)'y (57.41), en términos de la seminorma kfll g, .
de 1a funcién f e F segin la formula

b Wz
IFlgg, = Wigy, = [ {f’wdt] , feF, (57.42)
e

con la particularidad de que, en virtud de la univocidad d rada de la definicié
de producto escalar, la definicién 39 es univoca, es decir, no depende de la eleccién
de la funcidén fe F.

OBSERVACION 1. Los c!.ummoe del egpacio RL;[a, b] estan constituidos por las
clases de funci no ot , en la Jiteratura matemética se en-
cuentra a menudo la expresidn “‘funcién del npaclo RLz . Esta expresién conven-
cional significa simplemente que se trata de una funcién de cuadrado integrable la
que, por consiguiente, pertenece a una de las clases de funciones equivalentes que se
consideran, es decir, es el representante de esta clase. Dicha expresién es comoda,
puesto que las operaci de ion, de mult.lphmifm por un nimero y de mul-
tiplicacién escalar de las clases de funci qui se red a la operacién
correspondiente sobre sus representantes, con la pamculu.ndad de que el resu]!.udo
no depende de la eleccidén de los rep --le.a‘.
justifica en cierto ido una expresion de uso fi ‘el espacio RL,la, b] se
compone de las funciones de cuadrado integrable™, en este caso el espacia. RL, se de-
signa a do simpl di: RL,.
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Toda funcid i en el [a, b], siendo funcién de cuadrado in-
tegrable en este segmento, perienece & cierta clase de equivalencla, es decir, a cierto
elemento del espacio RL,a, b]. Ademés, en la clase indicada no hay otra funcidn
continua, pues si las funciones continuas son equival son también iguales,

Estudiaremos una aplicacidn que a-toda fungién continua f e CL,[a, b] le pone
en correspondencia la clase de equivalencia F € RL,[a, b], a la que esta funcién per-
tmee J€F. Esta aplicacién se denomina apficacién natural de CL,fa, b] en

RL,la, b). En virtud de la propia definicién de las operagi de ion de ele-

mentos (gue son las clases de equivalencia), de su multiplicacién por un 0 Y 5u
producto escalar en el espacio RL,[:. b] que se red a las mi
sobre los representantes de las clases de equivalencia, la aplicacidon ruuuml es lineal y
conserva ¢l producto escalar. Es la aplicacién biunivoca (inyeccibn) del espacio
CLz[n. bl en el cspacao RLz[n. bl, puesto que si, realizindose esta aplicacion, dos
P L en un mismo elemento cklespnemk 2la, b], es de-
cnr, enla mjsma clm de equi ambas ian a esta clase.
Lo ditimo es posible, de acuerdo con loaﬁrmulornisuribn sélo en ¢l caso en que
representan una misma funcién continua.

Con el fin de diar las propiedad de la apli n natural, de-
mostremos tres lemas sobre la .npmxmnc:ﬁn de las funciones, Para abnevlar. en lu-
gar de I Inzl_mbmos en estos lemas simplemente 1+ 1,

Lema 14. Sup j0s que el cuadrado de Iz funcién f es integrable en un inter-
valo, finito o infinito, cuyos extremos sonay b, —» € a < b € + . En este ca-
so para cualquier € > 0 existe tal funcién o (véase el p. 55.2), finita, escalonada e
igual a cero fuera del intervalo mencionado, que

If— el <
DEMOSTRACION. Suponsamos, para simplificar, que la funcién f es integrable se-
giin Ri en [E.nl,a < E < q < b, es decir, dentro del

segmento en consideracién con los extremos @ y & no hay puntos singulares de la
funcidn f (véase ¢l p. 55.1). El caso general se reduce facilmente a éste.
Sea dado & > 0. Fijemos £ y n de modo tal que sea

b
S LA)dx + 5 Fxdx < ? (57.43)
o ]

Esto es posible, puesto que Iz integral extendida al segmento [, b] de la funcién 2

es comvergente. La funcién f, siendo integrable seglin Riemann en el segmento

{£, 7). esté acotada en él:

N s MEi<x<n, (57.44)

donde M es una constante.

De acuerdo con el lema 2 del p. 55.2, para ¢ > Odado existe una funcién escalo-
nada finita ¢ tal que su portador supp ¢ esté contenido en el segmento (£, 5], es de-
cir, supp » C [£, 9l

le)l < M, xe{f,n] (57.43)
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¥
1
( i
[ [
I |
H ;
g 7 o Y= o
Fig. 239
(esto proviene de la férmula (55.9)) v
j W) = o)l dx < % (57.46)

Al aplicar sucesivamente las desigualdades (57.43), (57.44), (57.45) y (57.46), ob-

tendremos:
b

b
b = b2 = Slf(x) - p(x)dx = if’(x)dx + 5 [Py +

7 + o)) - el)ldx €

R I

h 2
+ S[f{x) - oy < 55 "
£
4 P 81 s2
+ ZMJ Iflx) = plx)ldx < % + IM —— = g2,

22
R

AM

De aqui se deduce que If — ¢l < &. 0
Lema 15. Sea ¢ una funcidn escalonada finita, igual a cero fuera del segmento
[a, b); entonces, para cualguier & > 0 existe una funcién g, finita, continua en todo
el eje numérico e igual a cero fuera del segmento citado, de tal indole gue
Ig — ol <&

DEMOSTRACION. Serd suficiente considerar el caso de la funcion caracteristica del
semiintervalo, pues toda funcién escalonada finita es una combinacién lineal finita
de las funciones semejantes (véase el p. 55.2). Asi pues, sea dada una funcién

2 = 1 para a<x< b,
0 para x<ayxz=b,
y dado también £ > 0. Tomemos un 5 > 0 de modo tal que se cumplan las des-
igualdades

ﬂ{e‘ b-a
- 7 .
8 2

y consideremos la funcidn g{x) cuya grifica estd expuesta en la fig. 239.
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Dicha funcién puede ser escrita analiticamente del modo siguiente:

V] para x <ayx>b,

X =-q
"
1 para a+n<x<b-u,

b—x
k]

Es evidente que g{x) es una funci6n finita continua en todo ¢l ¢je numérico. Por
cuanto Ix(x)l € 1, Ig(x)] € 1, —= < x < +w, entonces
b

a+n

para a<x<a+m
glx) =

para b—np<x<£bh

Ix - g2 = [xe) - gelfdx = [ x() — gla’dx +

b ety

| ke - g@iPax < | [xe! + lg@))ax +
L

b @+ &
[ Ix@l + g Pdr < 4 [ax+a [ ax<tn<d
b-13 ] L |
es decir, Iy — gl <. O
Lema 16. Si f es una funcién de cuadrado intergable en el segmento [a, b), cons-
tituye en este segmento el llmite, en el sentido de la media cuadrdtica, para la suce-

si6n de funcipnes finitas y continuas en todo el eje numérico fp, n = 1,2,... ,cu-
yos portadores se disponen en el segmento |a, b]:
b
lim I, — /12 = lim {1/, () = f0)dx = 0. (57.47)
A—o Aem
a

DEMOSTRACION. Cualguiera que sea & > 0, en virtud del lema 14, existe tal fun-
cién finita escalonada ¢, igual a cero fuera del segmento [a, 5], que
g
-l <=,
Ir—v 2

y, en virtud del lema 15, para esta funci6n escalonada  se encontraré tal funcion g,
continua en todo el eje numérico e igual a cero fuera del segmento [a, 5], que

£
le —gl «—,
L 1 2

¥, por lo tanto, (fig. 240)
=gl lf=el + lp —gll <e¢.

Al elegir ahora una sucesion numénca &, que tiende a + 0 cuando n — o,

= L2, .. i por f, una i il en todo el eje numérico que,

en vmnd de la cunstruocién atnda corresponde al nimero ¢, y ¢s igual a cero fuera
del segmento [a, b], obtendremos la sucesidn buscada [f, ] que satisface la condicién
(57.47) (la definicion del limite de la sucesion de ﬂmmnc.s en el sentido de la media




Fig. 240

cuadrética véase en el p. 57.5) y es thl que supp £, C la, b] paratodo n = 1, 2,

Definicién 40. Un subconjunto del espacio CL;la, b), compuesto de las fun-
ciones f que se reducen a cero en los extremos del segmento [a, b]: f(@) = f(b) = 0,
se llama espacio CL, la, b).

Obviamente, el lema 16 significa que toda funcién de cuadrado integrable en ¢l
segmento [a, b] puede aproximarse, con cualquier grado de p! ibn en el sentido
de la megia cuadrética, mediante las funciones pertenccientes a CL,[a, b). Esté cla-
ro que CL,(a, b] es un espacio lineal prehilbertiano y

C.‘Lzla, b] C CL,a, b]. (57.48)
Volveremos ahora a la aplicacién natural
CL,la, b] — RL,[a, b].

Teorema 5. La aplicacion natural CL,la, b] — RE,la, b), es decir, aquefia que a
toda funcidn continua en el segmento [a, b} le pone en correspondencia una clase de
equivalencia a la que dicha funcién p , es la aplicacién is rfa del i
CL,la, b) en RL,a, b}, con la particularidad de que la imagen del espacio, CL,|a,
b] (v, por consiguiente, en virtud de (57.48), de todo el espacio CL,(a, b} también}
es densa en RL,[a, b].

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4, Desi con ¥ la aplicaciém natural del es-
pacio CL,{a, b] en el espacio ﬂzia. b], es decir, aguella que a toda funcidn £, con-
tinua en el segmento [a, &), le pone en correspondencia una clase de funciones
equivalentes de cuadrado integrable en dicho segmento a la que f pertenece, en otras
palabras, la clase de equivalencia, de cuyo representante interviene la propia /. De
este modo, si *

feCLyla,b] ¥y feF€ ﬁ‘f;lﬂ. b,

entonces () = F.

Sea F = €(f) = 0; en este caso IFl = 0, pero fe€ F, por lo cual, también
I/l = 8. De fi dad con la propiedad de la norma, de aqui se deduce que
f = 0, es decir, el nieleo de 1a aplicacion ¢ se compone s6lo del elemento nulo. Por
cuanto la aplicacién natural $ es lineal, aplica biuni el io CL, [a, b)
en ¢l espacio RL,[a, b) (véase el lema 2 en el p. 57.2).

Mostremos que 1a imagen del espacio CL, [a, b] en esta aplicacidn es un conjun-
1o denso en el espacio ﬂ:h. 5], Supongamos que F e ﬂ,.[a, b] y Ia funcién fes el
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representante del segmento F, ¢s decir, fe F, Como f es una funcién de cuadrado
integrable en el segmento [a, b], entonces, de acuerdo con el lema 3, es el limite en el
sentido de la media cuadratica para cierta sucesion de las funciones £, continuas en
el segmento [a, b], que se reducen a cero en los extremos de éste (véase (57.47)), es
decitf, € CL,la,b),7 = 1,2, __ . .S8if, & F, € RL,[a, b], entonces, segiin la defi-
nicién de norma en el espacio ﬂzla. b}, obtenemos

'Fn - Fuﬁ; = Uh “ﬁRLz'
donde a la derecha figura, como siempre, la seminorma (57.31). De aqui, en virtud
de la igualdad (57.47), se obtiene
lim {F, — Fll = 0. (57.49)

Por cuanto la clase de equivalencia F ha sido un elemento fijo arbitrario del es-
pacio RL,[a, b, y F, = #(f,), donde f, es una funcién continua en el segmento [a,
b} que se reduce a cero en los extremos de este segmento y, por lo tanto,
F,e 'i(éL;{ﬂ. b, n = 1,2,..., entonces la igualdad (57.49) significa precisa-
mente |a densidad de la imagen del conjunto CL,[a, b] en ¢l espacio RL, [a, b] en el
transcurso de la aplicacién .

Para demostrar la densidad de la imagen del conjunto CL,[a, b] en la aplicacién
naturel de éstc en el espacio RL, [a, b], observemos que de la inclusién (57.48) se in-
fiere, evidentemente, que

2(CL,(a, b)) C #(CLyla, b)) C RL,a, b}.

Mientras tanto, si en alglin espacio métrico X es denso el conjunto A4, es decir, si
A = XyA C_BC X, entonces, por supuesto, el conjunto B s también denso en
X,puesACBCX,y, ?moA = X, se tiene también que B = X. Por eso, dela
densidad del conjunto ®(CL,[a, b)) en ¢l espacio ﬂz(n. b] se desprende que el con-
junto $(CL,[a, b)) es también denso en é. I
Identificando toda funcibn continua fe CLjla, b] con la clase de funciones
equivalentes Fe RL,[a, b] a la que la funcién f pertenece: f € F, es decir, identifi-
¢ando /' con su imagen en la aplicacién natural €, llegamos a que CLy[a, b] es un
subconjunto del espacio RL,la, b:
CL;la, b] € RL,[a, b]. (57.50)

. Esta inclusién lleva el nombre de encgje natural del espacio CL, en el espacio

2J&ai pues, en virtud de (57.48) y (57.50), resultan licitas las incl
CLyla, b] € CLyla, b] € RE,la, bl,
con la particularidad de que, de acuerdo con el teorema §,
CL,la, b] = RL,fa, ),

es decir, éLzla. b, y, por ende, CL;[a, b], son densos en el espacio ﬁ,la. bl.
S¢ puede mostrar que el espacio KL, [a, b] no es completo, es decir, no ¢s espa-
cio de Hilbert,
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Problema 37. Demusstrese que ¢l espacio &L, [a, b] no es completo,

En el p. 57.9 se ha demostrado que todo espacic prehilbertiano puede ser
completado hasta que s¢ obtenga un espaci s es decir, un espacio de Hil-
bert. En el caso particular, esto puede reallzarse con relacion al espacio RL (g, b].

Definicién 41. La completacidn del espacio prehilbertiano RL, = RL,[a, b] se
denoming espacio Ly = L,la, b,

Por definicién de la completacidén tenemos

RLyla, 8] C Lyla, 5] (57.5)
y RL,a, b] es denso en el espacio L, |a, b, & decir,
RL;(a, b] = L,fa, bl

En virtud de las inclusiones (57.48), (57.50) y (57.51) tienen lugar los encajes na-

turales

CLla, b1 C CLyla, b} C RL,(a, b] C Lyia, b]. (57.52)

Resulta que no sélo ﬂz es denso en el espacio L, sino que CL, es también den-
soen L,

'feoi!m 6. E! espacio C-‘.Lz[n._ b] es denso en el espacio L,|a, b).

Corolarlo, El espacio CL,[a, b] es denso en el espacio L,la, b].

DEMOSTRACION DEL TEQREMA 6. Sea fe L,(g, b] y sea arbitrariamente fijado
& > 0. Para simplificar, todos los elementos del espacio L, [a, 5] se designartn por
letras latinas mintisculas, aunque dichos elementos no son, en el caso general, fun-
ciones. Por cuanto el espacio L, [a, b] es una completacion del espacio RL,[a, b),

existe obligatoriamente tal ¢l ) € RL; a, b} que
£
-, < 5
De conformidad con la inclusié (5?.52}3 densidad del conjunto 6L2[a, b), en
el espacio RL,la, b] existe tal elemento k € L,la, b], que

Ig — hi,, <2
- hf,_ <%,
Por eso P2 i @
f—hi, < lf—glh-!-!g—kﬂhcs-rizc,

Esto precisamente implica que el conjunto C.Lz[a. 5] es denso en el espacio
L,fa, b). O

El lario se deduce natural del teorema, puesto que (como se ha proba-
do en la demostracién del teorema 5) si un subconjunto 4 de cierto conjunto B,
A C B, es denso en algiin espacio métrico X O B, entonces el mismo conjunto B es,
é‘? mayor razbn, denso en X. En ¢l caso dado CL;[a, b) C CL,(a, b) € L,la, bl y

(@, b] es denso en L, [a, ). Por eso, CL,[a, b] es también denso en Lyfa, b]. O

Ejercicio 24. Demuésirese que si X es un espacio métrico, A C B ¢ X, el conjunto A es

denso en el conjunto B, y si el conjunto B ¢s denso en el espacio X, entonces el conjunto A os
también denso en el espacio X,

A —Gd 0
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OBSERVACION 2. 8i consideramos L, [@, b] como un espacio que se obtiene del es-
pacio RL,[a, b] mediante la construccibn (descrita en los teoremas 1, 3, 4 delpre-
sente parrafo) de la completacion de espacios, entonces, como sus elementos inter-
vendrén las clases de sucesiones fundamentales equivalentes compuestas de las cla-
ses de funciones equivalentes de cuadrado integrable. Si, en este caso, realizamos la
identificacion de los espacios CL, y RL, con sus imégenes en L ,, segiin se ha indica-
do mis arriba, y de este modo consideramos que

CL,c RL,c L,

resultard pues que ¢l espacio L, queda p de las funciones continuas, de las
clases de funci ival de cuadrado integrable privadas de funci conti-
nuas, y de los * elememos abstractos’’ que rep las clases indicadas de suce-

siones fundamentales, Luego, todos los elementos del espacio RL, pueden ser **sus-
tituidos'’, de modo convencional en el sentido de la observacién 1, por unas fun-

ciones, esto es, por sus representantes arbitrariamente elegid E el

L, resultard puesto de las funci de cuadrado integrable y los nus‘mm cle-
mentos abstractos que surgen for te en el 0 de completacion del
espacio RL,, en vista de que no es | Esta ** itucid ounven:‘iona]" de los

elementos del espacio RL, [a, b] por sus representantes refleja una afirmacion exac-
ta de que las operaciones sobre las clases de funciones equivalentes se reducen a las
oper corr di <ON Sus repr antes en ¢l sentido indicado arriba.

Resulta pues y esto es muy interesante ¢ importante, que los elementos abstrac-
tos i iderarse no como las clases de sucesiones fundamenta-
les de las clases d.e equivalencia, sino como ciertas funciones, con més precision, co-
mo clases de funciones equivalentes en el scnudo dela del'uuuén 38, con la partieu-

laridad de que el producto escalar para ellas se d inat di las fbr-
mulas (57.30) y (57. 41) con la (nica peculiaridad consistente en que la integral en
dichas formulas derlanoenel ido de la integral de Riemann, pro-

pia o impropia, sino en el sentido de la asi lamada integral de Lebesgue. El analisis
de este problema sale, sin embargo, de los mérgenes de los métodos que se conside-
ran y no se realizara en el curso dado. Se puede encontrar dicho analisis en el exce-
lente libro de texto “Curso del anélisis matemético'” de 8. M. Nikolski.

OBSERVACION 3. La definici6n del espacio L [a, b] s generaliza también del mo-
do natural al caso de un intervalo infinito. Consideraremos, para concretar, todo el
eje numérico, Para dos funciones ¢ y ¥, continuas e integrables en cuadrado en to-
do el eje real, el produéto escalar se determinard segin la férmula

+tm
(e, ¥) = [ P )Y (dx. (57.53)
Esta definicidén es corrat:ta, pues Ia integral que figura en el segundo miembro
converge, idas las respecto de las funci @ ¥ ¥, ¥ converge,
ademds, absolutamente. Esto proviene inmediatamente de la desigualdad
+ ¢
lewwe)l < &9 “’ E V0

Las propiedades del producto escalar para (5?.53) se comprueban féacilmente. Sc
puede mostrar, por analogia con ¢l caso de un intervalo finito, que el espacio métri-
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co (gue se obtiene en este caso) de funciones continuas ¢ integrables en cuadrado, al
igual que el espacio prehilbertiano que se obtiene mediante la “identificacion’’ de
las funciones equivalentes de cuadrado integrable en todo el eje numérico, no es
completo en la métrica engendrada por ¢l prod escalar (57.53). Las completa-
ciones de estos espacios coinciden salvo ufi isomorfismo, y se designancon L,(— e
+o0).
Ejercicios. 25. Demuéstrese que la funcidn f{x) = -l- en ¢l segmento [0, 1] no es un

Vi
Timite, en el sentido de la media cuadrética, de una ion - de funci i
26. Demutsirese que para una i6n de funci los de i en
media en ¢l sentido de L, y en el sentido de L, no son equavalmtes
27. Demuéstrese qu,;m una itin de encierto converge
mufomememe en el mismo hacia cierta funcién hmsrahleen €, enlonmd.um sucesion en el
ge hacia la-misma fi ¥ rge en media-tanto en ¢l senti-

dodeLl.oumoeneldeLz.
28. Constriyase un ejemplo de idn de funci continuas en cierto segmento, que

converja en £l hacia cierta funcién continua en media en el sentido de L, pero no converja

unifor en dicho seg
29. Constriiyase un ejemplo de ibn de funci i no ivas en un seg-
mento que converja en &l en media, pero no converja en el sentido de la media cuadritica.
38, Demuéstrese que para cualquier p, | € p < -+, y cualquier intervalo

con extremos en los punlosa y b, —= § @ < b £ + o, el conjunto de funciones continuas
en este intervalo es denso en el espacio L, la, b).

Hemos descrito diferentes tipos de los espacios. En el andlisis matemético se es-
tudian, principalmente, los espacios cuyos elementos estdn constituidos por fun-
ciones. Los espacios de este género s¢ denominan funcionales.

En los ejemplos citados se considéraban, para simplificar, las funciones de una
sola variable. De un modo similar, si tomamos un espacio lineal de funciones conti-
nuas en la clausura de cierto conjunto G C R”", medible seglin Jordan, introduci-
mos un producto escalar de acuerdo con la férmula (e, ¥} = f\a&dG y comple-
tamos a continuacion el espacio obtenido, obtendremos un espacio de Hilbert que
se denota con L,(G).

Se puede mostrar en este caso que todos Ios paci LZ(G). btenidos de este
modo, serén espacios de Hilbert separables de d ibn infini

El hecho de que el espacio L,(a, b] es de dimension infinita seré confirmado en
¢l p. 58.2 y la separabilidad de este espacio se demostraré en el p. 58.3 (teorema 2).

En adelante (véase el p. 58.5, 10)d raremos que todos los espacios
de Hilbert separables de dimensién infinita son isomorfos entre si. De este modo, al
estudiar Jas propiedades determinadas de las funciones de una o varias variables, se
logra formar los espacios L, de algunos de los conjuntos de dichas funciones. No
obstante, habiéndose convertido en los puntos de estos espacios, las funciones pier-
den has de sus propiedades individuales. En particular, los espacios L, no se di-
ferencian uno del otro en lo que se refiere al nimero de variables, de las cuales de-
penden las funmncs que forman parte de estos espacios. Naturalmente, esta cir-

no impide de ninguna manera de que los espacios funcionales se empleen
con gran éxito tanto en los problemas netamente tedricos, como en las aplicaciones
de las mateméticas.

A0
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Las numerosas definiciones introducidas en este parrafo se utilizarin en lo que
sigue para describir ciertas propiedades de diferentes clases de funciones en térmi-
nos geométricos habituales y demostrativos (espacio, punto, distancia, vector, base,

etc.) y ayudarén a establ la analogia que existe entre los espacios vectoriales
n-di ional dinarios y los de funci y aclarar, ademas, las propiedades
especificas de los espacios fi les de di ién infinita.

§ 58. BASES ORTONORMALIZADAS
Y DESARROLLOS SEGUN ELLAS

58.1. SISTEMAS ORTONORMALIZADOS

Definlcion 1. Sea X un espacio fineal con un producto semiescalar, Los elemen-
tos x € X e y € X se denominan ortogonales, 5i (x, y) = 0, y en este caso se anola
también x L y.

Definicién 2. Un sistema de elementos x,, a€¥ (¥ es cierto conjunto de
Indices) del espacio lineal X provisto de product: lar se d ina ortogo-
nal, si dos elementos cualesquiera suyos son ortogonales. Si, ademds, la norma de
todo elemento suyo es igual a la unidad, es decir, Ix | = 1,a e ¥ , el sistema se lla-
ma ortononmhmda

si el si X, ¢ €¥ , es ortogonal y x, # 0, cualquiera que
sea o€ ¥ |, aquél se puede *“*‘normalizar’’. Efecti al dividir todo elemento
por su norma, es decir, al mulfiplicar x,, por el nb 1/1x_}, obtendremos un sis-
tema ortonormalizado

(Eopaen ).

Recordemos que si X es un espacio con un producto escalar, la condicién
ixE # 0 es equivalente a que x = 0.

Lemas 1. Si un sisterna {x,, o € % | de elementos del espacio X provisto de pro-
x'fuc.l'c: umicwcajar es ortogonal y x| # 0, para cualquier « € A, dicho sistema es

DEMOSTRACION. Supongamos que para cierlos elementos
X, e, k=12,...,n

g

se tiene
Axg, + Agxg, + .. Ax, =0,

Multipliquemos escalarmente ambos miembros de esta igualdad por x,,., k esté fija-
do{k =1,2,...,n), obtendremos

htaqp’ xqg) =0,

pues, por ser ortogonal el sistema U‘«,- xu) = 0, #+ k. Al observar luego que,
gm’ hipétesis, x,, # 0, y, por lo tanto, {x,,, x,) + 0, obtenemos A, = 0,k = 1,
ST
La independencia lineal del sistema x,,, o« € ¥ , esth demostrada. O
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Demostremos un lema més que expresa el criterio de independencia lineal de las
funciones a través de los productos escalares.

Luuz. Si para el sistema de elementos x,, . . . , x,, del espacio X provisto de
pr lar el determt

[0 ) [£ 21 7 IR &' S0 )
G2 Xl ) - o o xy)
Gl oo XY= oveannane,
(’f,--’!;)ttm X)) .. 0 k)

es igual a cero, el sistema es linealmente dependiente,

El determinante G(x,, . . . , x,) recibe ¢l nombre de determinante de Gram®
para el sistema dado.

DEMOSTRACION. Consid un si: den i linedles con # in-
cognitas b, i = 1,2,... ,a:
Quxy+ .. HAXLX) =0, i=1,2,...,n, (58.1)
o bien
MOpx) + ...+ MN,x)=0, i=12,...,n

El determinante de este sistema serd un determinante transpuesto de Gram, el
cual, por hipétesis del lema, es igual a cero. Por consiguiente, el sistema (58.1) tiene
una solucién no trivial Ay, . . . , &, (¢s decir, una solucién tal que no todas de las ,,
i=1,2,...,son nulas). Multiplig la igualdad (58.1) por ), y sumemos se-
gan § Qesde 1 hasta n:

Qpxy 4+ oo+ MXy, Ay + oo+ M) =0,

De aqui, Ajx; + ... + A, = 0,loque expresa la dependencia lincal del siste-
MAX), .o g Xy
Ejercicios. 1. Demuéstrese que si un sistema finito de elementos de un espacio prehilber.

tinno es Jineal d di su o i deﬂramni;uahwo
2. Demuéstrese que si {w ] es un sistema ortonormali. para cual iera dos
elementos suyos w_ y w_., tiene lugar la igualdad

lo . —wl=1V2, o #a

3. Demuéstrese que las funciones senx, sen Ax, sen Sx, sen Tx, sen 9x son linealmenie inde-
pendientes sobre cualquier intervalo de longitud positiva.
Ejemplos. 1. E! sistema trigonométrico de funciones 1,

1, cosx, senx, cos2x, sen 2x, _ . ., COSAX, SENNX, . . . (58.2)

es ortogonal en el espacio L,[—, x] (véase el p. 57.10). Esto fue demostrado en el
fema 1 del p. 55.1.
De las férmulas (55.4) proviene que  Fsennxd = vx, lcosaxl = Vo, n = 1,

*} 1. P. Gram (1850 = 1916), matematico danés.
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2,...,porlocual el sistema ortonormalizado, correspondiente al sist (58.2),
tiene por exp.resién

J_._‘r—_cosx f‘zseﬂx,.A. imM,TmM
2. Los polinomios
Pyt =1, Pk}—ﬁd(i;‘_jr, H, 2,0 mie (58.3)

llevan ¢l nombre de Legendre, De la férmula (58.3) se ve que P, (x) es un polinomio
de grado n:

- !

P = 2n - Dt o

n!
Mostremos que ¢l 'si (58.3) es ort 1 en el espacio Ly[— 1, 1]. Con este fin
demostremos una afirmacién més general, a saber, ¢l polinomio de Legendre P, (x)
es ortogonal a todo polinomio @, (x) de grado m < n. Al notar previamente que la

expresion
d* e — 1y
I
seanula, parak = 0,1,2,... ,n — l,enlos puntosx = —1yx = 1 tenemos,

integrando por pagtes:
1
aned -1y d" - 'ed
S Qm(x)de — chf) 7'_-
-1

1
—S o T e 1y S LG e

-1

dx“"‘ O'I“-m
i -1
m—1 -1y 1
= 1 (m) = 0.
(= 1" QN (x) — ?:'ETI__ s
De este modo 3
| QnIP,w)dx = 0, m < m;
-1
en particular 1

{ Pp0)Px)dx = 0, m # n.
=1

Calculemos ahora la norma de los polinomios de Legendre. Al observar que

£y = Elx s 00,

donde Q,, _ ;(x) es un polinomio de grado no superior a # — 1, y hacer uso de la
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lidad de P,(x) resp de todos los polinomios de grado inferior, ob-

::adrmus:
+1 +1 ii
i Pl0ydx = E P, G) [—-——’Lﬂwe,.-,m]

=(2.'|'— nh S P, 00X =
n!

]
2n = 1N a2 - 1y
al(mi! S dx" w:

=1 -t

Integrando sucesivamente por partes, tendremos

& I
SP?.(x)dh.. m"%ﬁ,‘,ﬂ’- gxduhn"-
21

= —1)"“(2"—-;: 5 o2 - 1~ Il =
=1

1
= (- 1}"“———(2" 3::; j o - 1 7 laed) =
-1

1
= (= 1)"-|(2" 1:::; S P e
M1

1

.= 5,{”’“:

-1
’ 2
WPl = [

El sistema de polinomios de Legendre, al igual que cualquier sistema ortogonal
de elementos no nulos, es linealmente independiente (véase el lema 1) en el espacio

g I
2+ 1

De este modo,

Ly[—-1,1). Porcuanloe.lmtmde i que se idera se compone agui de
los poli la independenci uncaidemmunsemmo(melcmdadom
el [—1, 1)) pred na su independencia lineal en cualquier otro seg-
mento,

En efecto, si ciertos polinomios Q;(x), . . . , Q(x) son lineaimente indepen-
dientes en el segmento [a, b}, entonces, evidentemente, son linealmente indepen-
dlem.e.s también en todo el eje numé.noo (:odo mtema ds funciones, lincalmente in-
di en cierto j vesl bién en cualqui
oonjunw mayor en el cual mé.n definidas todas las funciones del sistema en consi-
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deracién). Si los poli ios Qy(x), . .. . Op(x) resul ser lineal depen-
dientes ¢n cierto segmento [e, 8], es decir, si se encontraran tales nimeros A, . . . ,
Mg no todos iguales & cero, que para cualquier x € [o, 8] se verificase la igualdad
M) + ...+ A0 0) = 0, esto significaria que todos los coeficientes del po-

linomio X,@,¢x) + ... + A, Q,(x) son nulos (un polinomio con los coeficientes
distintos de cero puede tener s6lo un nimero flnito de ceros). Esto es indicio de que
los polinomios @, (x), . . . , Q,(x) son Linealmente dependientes en todo el eje nu-

mérico. La contradiccién obrenida demuestra su independencia lineal en el segmen-
to [a, 81

De la independencia lineal de los polinomios de Legendre proviene que todo po-
linomic de grado no superior a 1, es una combinacitn lineal de los polinomios de
Legendre Pylx), P (x}, . . . , P,(x). En efecto, en un espacio (n + 1)-dimensional
de los polinomios cuyos grados o sobrepasan n cualquier sistema den + 1 polino-
mios linealmente independientes, en partfcular, el sistema citado de polinomios de
Legendre, forma una base. Por eso todo polinomio de grado mencicnado es una
combinacion lineal de elementos del sistema indicado.

3. El sistema de funciones [e'™],n = 0, =1, =2, ... , es ortogonal en el seg-
mento [—x, 7).

En efecto,

j enx gy = j eltn = mixgy

- -r
De aqui, recordando gue ¢l periodo de la funcion e es igual a 2xi (véase el p. 37.6),
para n # m nbtenemos:

T
emxemdx iy '_ei(.n = mix I = 0.
iln — m) 5

x
Ejercicio 4. Demué que la ion de funci sen(2n — UE'” T I YO
forma un sistema ortogonal en o segmento [0, «].

53.2. ORTOGONALIZACION
Supongamos nuevamente que X' es un espacio prehilbertiano. Consideremos el

problema siguiente. Sea dado un si able lineal dependi de
clementosx,, n = 1, 2, ..., del cspacio X. Se requiere ob del si dado,
con ayuds de binaciones lineales finitas, un si ortogonal. Resulta que este
problema siempre tiene solucitn.

Teorema 1. Sea g B (58.4)
un sist lineal independiente de el del espacio X. Existe tal sistema
ortogonal de elementos y,, ¥, # O,n = 1,2, . . . , de este espacic que cualguiera
de sus elemenios y,,n = 1,2, ... ,es una combinacion lineal de los primeros n

elementos del sistema (58.4); )
Yn =00 X F 0 0 koo X (58.5)
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La construccion del sistema ortogonal {y,) del tipo (58.5), partiendo del sistema
linealmente independiente {x,,}, s¢ denomina, corrientemente, proceso de ortogona-
lizacién del sistema [x,}.

DEMOSTRACION. Pongamos ¥, = x,. Por cuanto el sistema (58.4) es linealmente
independiente, entonces y; # 0 (ypor qué?).

Supongamos que cxisten elementos ortogonales dos a dos y, # 0, n = 1,

2, ...,k k> 1, que satisfacen la condicién (58.5). Buscaremos un elemento
¥ 4 p» Que sea ortogonal atodos losy), . . . , ¥, en la forma
Yra1 =B it B 0 Xra 1 (58.6)
De las condiciones de ortogonalidad
(.Vp)"g + 1) =2...= ()’*-J’* + 1:' =0 (58.7)
obtenemos
Opr 8,1 =0uXe e O YIBe ok = DX s 1) (58.8)
Dea.quisedmrmmm univocamente los coeficientes 8, , | ;i = 1,2,. k. El
Ve o P ito por la representacion (58.6) con los coei'cmntes detmm
nados 8y , . »i = 1,2,...,k, satisface las condiciones (58.7).
Sustituyamos cn (58.6) las expresiones para y,,, n = 1,2,... , kescritasen la
forma (58.5); realizada la reduccién de los términos semejantes, se obtiene
Va1 ™ Chp 1, X1 F e T O fX T X s (58.9)

De aqui proviene que ¥, , ; # 0, pues de lo contrario los elementos x, .. . ,
X , | fesultarfan ser linealmente dependientes. O

OBSERVACION. Indiquemos que si un sistema ortogonal de glementosz,, z, # 0,
n=1,2,...,del espacio X es de tal indole que todo elemento z,, es también una
combinacién lineal de los primeros n elementos del sistema (58.4):

Lp= X1t - F Yy L2, (58.10)

entonces el elemento z, puede diferir del elemento y,, sélo en cierto factor numérico
A o# 0
L) L= Ay, n=12,....

D L esto. Desi mediante L(u,, . . . , u,) la cipsula lineal del
sistema de elementos uy, . . . , 4, (véasc el p. 57.2); L{x,, . . . , X,) seré un espacio
n-dlmemimnlmelcu;l]oselmmlosxl,. -« » %, forman la base (véase el p. 57.2).
Loselementos y, i = 1,2,...,0(z,/ = 1.2,... » 1, respectivamente) son li-
nealmente independientes y estén contenidosen L = (x,, . . . ,X,); por consiguien-
te, los elementos v, i = 1,2,... ,mylosg,i = 1,2,... ,n, forman también
una base en el espacio Li{x;, ..., x,). De este modo, Lty ooy x) =
nL(y,,... ¥ =L a2, ),n- | e SRR

El elemento y,eLix;, ..., x,)es omapnal al subespacio L(¥, ...,
Fpwp) =Ll oo 4 X, _ ), es decir, ortogonal a todo el de este subespa-
cio. Mientras tanto, el elemento z, € L(x,, . . . , x,) es ortogonal al subespacio
L, ... v2, _ ) = Lixy, . .. , X, _ ). Aslpues, los elementos y, y z, del espa-
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cio n-dimensional L(x,, ..., x,) son ortogonales a un mismo subespacio
(n — 1)}-dimensional L l,....xn_l)y,pormda,memlq:znuk”yn.
h#20,n=112...(porquid).

Diremos mnbﬂn que de
Ly oo aX) =L ¥) n=1,12,...
se infiere la coincidencia de las capsulas lineales de los infinitos (58.4) y
(ﬁﬁaﬁomm ahora el sistema de potencias de x:
B RTINS (58.11}
Este sistema es linealmente independiente en cualquier segmento (finito o infinito).

Efectivamente, si
N+ Axr+. ..+ A" =0, (s8.12)

entonces, derivando esta identidad n veces, obtendremos
nik, = 0,

es decir, A, = 0.
Si ya ha sido demostrado que N, , | = ... = A, = 0, laidentidad (59.12) to-

ma la forma
Mt Ax 4.+ AxE =0

Derivandola k veces, obtendremos A, = 0. Asipues, A, = ... =X = 0,loque
precisamente significa la independencia lineal de las funciones 1, x, . . . , x"

Ha de notarse que por cuanto las funciones del sistema (58.11), que se conside-
ran en cierto segmento [a, b], pertenecen a los espacios C(w.bl(véueele]mplo 7
en el p. 57.4), CL,[a, b] y L, (a, b] (véase el p. 57.10), entonces en dichos espacios se
ticnen sistemas lincalmente independamles infinitos. Por consiquiente, los espacios
citados son de dimensidn infinita, es decir, a ciencia clerta no tienen base compuesta
de un namero finito de elementos.

Tomemos el sistema (58.11) en el segmento [~ 1, 1] a titulo de sistema de partida
(58.4) y apliquemos a {58.11) el proceso de ortogonalizacion (véase {58.5)) en el s—
pacio Ly[— 1, 1]; en este caso ot )8 una ibnder i0s oric
degrados 0, 1, 2, . . . , respectivamente. De la obsewambn aducida més arriba se
dcduoe .que estos pol.inomjca pueden diferir de los de Legendre (58.3), también orto-
gonales, sblo en un factor constante.

58.3. SISTEMAS COMFPLETO0S. COMPLETITUD
DEL SISTEMA TRIGONOMETRICO Y DEL SISTEMA
DE LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE
Recordemos (véase ¢l p. 57.6) que un sistema de elementos & = [x ], e e 91 , se
llama completo en el espacio seminormalizado X, 5 el conjunto de todas las combi-
naciones lineales finitas de sus elementos es denso en el espacio X en el sentido de la
seminorma prescrita en €l. En otras palabras, un sistema ¢s completo, si para todo
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x & X y cualquier £ > 0 existen tales el .ta*eﬂ:-'nl.‘fmeroskk.k=1‘

2, ...,m que
m
Ix— Y Mx«xl"’
km]

Definleién 3. Un espacio seminormalizado X se denomina encafado en el espa-

2°) existe una constante ¢ > 0 tal que para todo x € X tiene lugar la desigualdad
Ixt, < clxdy
La constante ¢ > 0 se llama constante de encgje. El encaje del espacio X en ¢

espacio ¥ se designa mediante ¢l simbolo
XY

Es fiicil comprobar que si X & Ye ¥ & Z, entonces X & Z Del lema 3, el
p. 57.4, se desprende que para cualquier segmento tienen lugar los encajes
RL_[a, b] & RL,[a, b],
RLp[a. b] N Sfa, b]&ﬂp[d'. bl, 1€p< +e,
Aqui, en el segundo encaje el espacio RL [a, b] N Sla, b] s¢ considera con la nor-
ma -0, es decir, con la del espacio §{a, b]. Si nos limitamos solamente a las fun-
ciones continuas, entonces del do encaje s¢ desprende un encaje
Cla, b] ﬁCL,{-ﬂ,b]. 1€p <+, (58.13)
De aqui, recordando que parap = 2 espacio CL,[a, ] s¢ encaja isométricamente
en el espacio L,[a, b] (véase (57.52)) obtenemos un encaje més
Cla, b} & L,la, b]. (58,14)
Fijemos la atencién en que en los encajes (58.13) y (58.14) los espacios que sc en-
cajan son densos en los espacios donde vienen encajados: en el caso (58.13) esto
proviene de que los conjuntos de puntos de ambos espacios coinciden y en el caso
(58.14), del teorema 6 del p. 57.10.
Lems 3. Si un sistema @ = [x ), a€ ¥ ,es leto en el

zado X, el espacio Xemienmndo en el espact i lizado ‘ryd i X
es denso en el espacio Y segtin la seminorma de éste, entonces el sistema 0 serd den-
5o en el espacio Y.

DEMOSTRACION, Tomemos un elemento a.rbitranoye Y y cualquier ¢ > 0. Por
ser ¢l conjunto X denso, en ¢ espacio X se 4 un el x€ X tal que

[
xily < 3

Por el sit 0 es completo en el cio X, existe un conjunto finito de

clementos X, € 0y nimeros M, k = 1,2,. .. ,m, tales que

k- ¥ el <3

k=1
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donde ¢ > 0 es una constante del encaje X & Y. En virtud de este encaje (véase la

definicién 3) ” W
Hx o Z Al,xn*n ¢ ux “ E }\,\.tmﬁ < —;- .
k=l ¥ k= &

Por eso, para el elemento y, elegido inicialmente, obtendremos

m L
g4
IJ’— E h,\.x,“n &ly—xﬂY+Ix- Z Akxakﬂ <t4i=e
¥ et y 2 2
k= | -

Esto es precisamente ¢l indicio de que ¢l sistema 0 es denso en el espacio Y.OJ
EJEMPLOS. 1. Un sistema de potencias

(I U . (58.15)

es completo en los espacios Cia, b], CLy[a,b).1 € p < +®,yL,|a, b} para cual-
quier segmento [a, b]. En efecto, en virtud del teorema de Weierstrass (véase ¢l
teorema 8 en el p. 35.8), ¢l citado sist dep e pleto en el espaci
Cla, b) que esta encajado, de acuerdo con (58.14), en el espacio L, [a, b] v es denso
en éste. Por ello, de conformidad con ¢l lema 3 de este punto, o sistema de poten-
cias (58.15) es completo en o espacio L,{a, b]. Segtin este mismo lema, el sistema
mencionado es completo también en el espacio CL ,{a, b] para cualquier p 3 1,
pues, Cla, b| esth encajado en CLP[a, blye dema en & (vénse (38.13)).
Subrayemos que wda base en nn upado lineal nowmalmdo s, evidentemente,

un sistema completo lineal no es cierto. Por
ejemplo, ol sl dep | [58 15 forma un mtema completo lineal-
mente independi en el espacio de B h Cla, b], no es, sin embargo, una base

en &l si una funcidn fen el espacio Cla, b] se desarrolla seg(n el sistema de poten-

cias (58.15), es decir, si f(x} = E a,x", esto implica que la serie de poencias escri-

LR+
ta converge uniformemente en el segmento [a, 2], ¥, por lo tanr.o, la !unciénf es
analitica en ¢ intervalo (g, ). Por esta razdn, a cencla cierta, idn con-

tinus en el segmento [a, 5] puede ser representada en la forma indicada,
2. Un sistema de Jos polinomios de Legendre
1 dMed—

FPolx) = 1, P, (x) = Pl @ dx" (58.3)
s completo en los espacios Cla, b, CL, [, 5], 1 £ p < 400y L,[a, b] paracual-
quier segmento [a, ]. Esto se infiere inmediatamente de que todo polinomio Q(x)
s una combinacién lineal de los polinomios de Legendre (véase o p, 58.1):

"

QU = ¥ NP (58.16)
k=0

Por eso, i en alg(n espacio seminormalizado X es completo el sistema de potencias
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(58.15), es decir, para todo elemento fe X y cualquier £ > 0 existe un polinomio
Q = Q(x) tal que If — Q1 < &, entonces, en virtud de (38.16),

P— z LkP_.I < .
kw(
Esto es precisamente el testimonio de que ¢l sistema de los polinomios de Legendre
¢ completo en ¢l espacio X.

3, Designemos con C*[— 7, ] un subespacio del espacio de funciones continuas
C[—, =], comp de las funci que en los extremos del segmento [—r, x]
toman valores iguales:

S(=7) = f(x). (58.17)

El sistema trigonométrico
1,co8x, 860X, , . . , COSAX,SCOAX, . . . (58.2)

es completo en los espacios C*[ -, 7} ¥ L,[— =, x]. La completitud del sistema tri-
gonométrico en ¢l espacio C*[—x, ] ba sido demostrada anteriormente: véase el
teorema 7° en el p. §5.8.

Denotemos cont C[= =, x] un aubupmu del espacio C*[—w, 7], compuesto de
aquelles funciones f que en los extremos de! segmento [~ w, x] toman valores nulos:
f{=m) = f(x) = 0. De acuerdo con cl teorema 6, p. 57.10, el conjunto Cl-=, %,
y, por ende, también el espacio C*[—~, 7] D &[—, ¥, es denso en ¢l espacio
L,[~=, =]. Poresta razdn, en virtud del encaje (véasc (58.14))

CH~x, x] & Ly{—, 7]

y del lema 3 de este punto, ¢l sistema trigonométrico (58.2) es completo en el espacio
Lf—=, x].
]

Diremos que por cuanto la condicién (58.17) se conserva en el caso de conver-
gencia uniforme y todo polinomio trigonométrico satisface a esta condicidn, enton-
ces el sistema trigonométrico no es completo, a ciencia cierta, en el espacio C[— =,
7], puesto que éste contiene a todas luces funciones que no satisfacen la condicidn
(58.17).

Como un corolario se desprende de los ejemplos considerados la siguiente afir-
macién.

Teorema 2, Ef espacio de Banach Cla, bl y el de Hilbert L,[a, b] son espacios se-
parables,

Efectivamente, la upanbnlm de un espacio significa (véase ln deﬁ.mcmn Ien
e p. 57.6) que en dicho espacio estd presente un si En
los espacios de Banach y de Hﬂbenmahmdemmmtmmed sistema
(58.15) de potencias enteras no negativas de la variable x.

58.4. SERIES DE FOURIER

Sea, al igual que hasta ahora, X un espacio prehilbertiano. Conndmmns el si-
guiente problema. Sca dado un sistema de a vectores lineal dientes e,
5 . . . , &, del espacio X'y sca fljado un cierto vector x & X. Se:eqmcre hallar una
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Fig. 241

combinaci6n lineal de la forma

de + ..t ae, (58.18)

la que ofrece la mejor aproximacion en el espacio X de elemento x, es decir, realiza
el minimo de la expresion

Ix— (gep + ... +ael (58.19)
o, que es lo mismo, ¢l minimo de la funcién

n 2 a a
x— E n,ekl = (x— 2 ae,x — E afek) (58.20)
It ¥ =i

de las variables a, . .. , a,.
En el lenguaje geométrico esto significa que en un espacio n-dimensional

R" = L(e, ..., e,) tendido sobre los vectores e, € X, . . . , €, € X s¢ busca un
clemento que sea menos alejado del elemento dado x e X.

Si el espacio X es n-di ional y, por consiguicnte, los vectores ), . . . , €,
forman una base, siempre pueden elegirse tales coeficientesa,, &k = 1,2,... ,n,
que se cumpla la igualdad

Xx=ae +...+ae, (58.21)

¥, por lo tanto, la expresién {58.19) se reduzca a cero. En carnbio, si X no es de di-
mensién finita o es de dimensién finita, pero su dimension es superior a n, entonces
laigualdad (58.21), en el caso general, no es posible de realizarla y el problema con-
siste en la busqueda de una combinacion lineal (58.18) que dé el valor minimo a la
expresién (58.19).

Mostremos que el problema enunciado siempre tiene una solucién x, que es tini-
ca'y, ademds, aclaremos al propiedades de esta solucibn (véase la fig. 241, en
la que estd expuesto esq Ati el probl eI C id ién). Al emplear,
si es necesario, el proceso de ortogonalizacién (véase el p. 58.2), siempre podemos
sustituir el sistemae,, . . . , e, por un sistema ortogonal de vectores distintos de ce-
ro. Por eso supondremos que e, + 0, (g, e) =0k =jjk=12...,n Ha-
ciendo uso de la condicién de ortogonalidad, transfor la funcién {58.240) del
modo siguiente:

L] 2 "
'x- ¥ "k?kN = (x— ¥ apex -
k=i i

"

X %) =

s
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={xx) + E E akﬂ_;(epej)—zx aylx, e;) =
ka) jul

n
=1xI? + ): gileh? — 2 aplx.e) =
k=1 k=1
= {x &) . C\' }
=i+ T (oglen - 22K ) E "* (58.22)
k=1 kol
De aqui se desprende®) que el minimo de la expmss{m (58.19) se a!canza cuando
(x, 9*)
aqlel - =~ =0, k=12,....n
leg
es decir, cuando

(x.e)
a = ——. 58.23
% ke 0% ¢ )
Los niimeros ay, dqﬁn.idmpor la férmula (58.23), se denominan coeficientes de
Fourier del el x segiin el si Bls-5s vl
Sielsistemae,, . . . ,e, es ortonormalizado, Ias fbrmulas (58.23) adquieren una
forma mas sencilla:
@y = (x, e (58.24)
En el caso de un espacio n-dimensional, cuando a titulo de vectorese, . . . . €,
est elegida la base del espacio, los coefici de Fourier del vector x son los coefi-

clentes dc su desarrollo segin la base citada, es decir, las coordenadas del elemento
x respecto de esta base. Resulta facil convencerse de esto, al multiplicar escalarmen-
telaigualdad (58.21)por gy, k = 1,2,.. . ,n:como resultado se obtendré (58.23).

Volveremos ahora a la expresion (58.22). Al tomar en ella, a titulodea,, . . . ,
a,,, los coeficientes de Fourier (58.23), obtendremos

n L] 2
Ixd— ¥ apled? = Ix - ¥ a*e,(l =0 (58.25)
ko= | k=)
de donde "
Y afleh? < bxt?. (58.26)
k=1
Asi pues, queda d do el si
Teorema 3. &tpmganmmek,e, #0,k=12,...,n,esunsistema orto-

gonal de vectores del espacio prehilbertiano X. La mejor aproximacién en el espacio

X del vector x e X por medio de las combinaciones lineales del tipo Y oyey se

k=1

*) Es obvio que estos razonamientos son una generalizacién inmediata de la demostra-
cidn del teorema 11 del p. 55.9.
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efectiia cuando e, k = 1,2,. . . , n, son coeficientes de Fourier: ay = a;. En este
caso

- 2 a 2 "
.. inf ﬂx— ¥ ﬂk!kl =Ix— ¥ n‘,ekl = i = T alled = 0.
[ k=i Kol k=1
n

Corolario 1, El elemento x, = E oe; es el de mejor aproximacién del elemen-
i=1
tox € X en el subespacio L(e, . . . ,e,)cuando, y sélo cuando, el elemento x — x,
sea ortogonal a L{e,, . . . ,e.), es decir, cuando x — x, 4 Lie, ... ,e.)
Efectivamente, la condicion x — x5 L Lfe), . . . , €,) €s equivalenie a la otra:
paratodoslosk = 1,2,. .. , n severifica la igualdad (x — x;, ;) = 0.Esta, asu
vez, es equivalente a la condicién (x, ;) = (x;, €;), 0 bien, por cuanto

(g gy) = ( ¥ e 9&) = ayley, 2y),
=

a la condicibn (x, e;) = a,(e;, &;). De este modo, las condiciones

) €
x—=xgLLe,....e) ¥y a= b, ey
(e, ;)
son equival Mas, la segunda condiciém significa que los nimeros o, son coefi-

cientes de Fourier del elemento x,, es decir, x, es ¢l elemento de la mejor aproxima-
cion, O
Sea dada ahora una sucesién (no el sistema finito, como antes) de elementos
e e, 0, n=12,..., (58.27)

que fi un si gonal en el espacio X. Los nimerosay, k = 1,2,...,
determinados por la formula (58.23) se lamaran en este caso también cogficientes
de Fourier del elemento y segin ¢l sistema (58.27).

Definiclén 4. La serie

2 a,e,, (58.28)

dondea,,n = 1,2, .. .son los cogficientes de Fourier (58.13) del elemento x segun
el sistema (58.27), se Nlama serie de Fourier del elemento x segiin dicho sistema.
5i la serie (58.28) es la de Fourier del elemento x, se escribe

-
x ~ z a.e,.
o=l

Definlcion S. Sean dados un sistema ortogonal (58.27) y un elemento x ¢ X. Se
di la mejor aproximacién del el x por medio de las combinaciones li-
L]

neales del tipo E n*z"(nméﬁo)a!nﬁmm.ﬁ',(x];...r inado por la igualdad

k=l
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E,(x) = n...’?‘. [ Ix - *z-tute n=12...,
donde la cota inferior se toma segin toda clase de coeficientes oy, . . . , o, 0, que
"

es lo mismo, segiin toda clase de combinaciones lineales del tipo E e,

K=1
Por cuanto toda combinacion lincal de elementose,, . . . , e, puede considerar-
se también como una combinacién lineal de el €, .. 485, €, 4 [, EOLOD-

ces, evidentemente,
E, . 1) € E,x). (58.29)

Del teorema 3 se infiere que la cota inferior de que se trata se alcanza, si a titulo de
coeficientes a; se toman los coeficientes de Fourier y que

E, 0 = al..iF?.“n ﬁx = nE- ,“’*qﬂ 3

= Ix— ¥ a,e,,ﬂ = /Itz - Y ailed?,
L ko=

= k=12,.... (58.30)
(e, €)
El Itado obtenido lo i en forma del corolacio del teorema 3.
Corolario 2. Las sumas parciales
Sq = E age,
k=1
de la serie de Fourier del el X € X realizan la mejor aproximacion en el espa-

cio X del efemmo x € X por medio de las combinaciones J'rm.fes del tipo &) +
*oaa.d e,
Demos a ! otros larios del 3,
Corolario 3, 575, s la suma parcial de la serie de Fourier del elementos x € X, la
sucesion numérica bx — s, decrece:
Ix—s,, 0glx—50, n=12... (58.31)
Efectivamente, de acuerdo con (58.30),
Ix—sll=E/x), n=12,...
Por ¢llo la desigualdad (58.31) es, de hecho, la desigualdad (58.29) escrita en otras
designaciones.
Corolarlo 4. Para los coefivientes de Fouriera,, n = 1, 2, . . . , de todo ele-
mento x € X se verifica la desigualdad

-

Y ajted? < xl? (58.32)
n=l

llamada desigualdad de Bessel.

A1—0G420
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La desigualdad (58.32) proviene dir de la (58.26) cuando n — o {com-
pérese con la desigualdad (55.49) en el p. 55.9).
Corolario 5. Si existe una constante ¢ > 0 tal que le d 2 ¢ cuando n=1,
2, ..., en particular, si el sistema (58.27) es ortonormalizado (en este caso se
puede tomar ¢ = 1), entonces los coeficientes de Fourier de cualguier elemento
x & X tienden a cero cuando n — =
.li_rr:.a" =0, (58.33)

Esto se deduce de la convergencia de la serie

R 12
Z @< o Z aile b’ g Ee:-.
a= 1

pues ¢l término general de una serie convergente tiende a cero.

Surge naturalmente una cuestibn: jbajo qué condiciones converge la serie de
Fourier del elemento x?

Teorema 4. Si el espacio X es de Hilbert {es decir, es completo), la serie de
Fourier (58.28) de cualguier elemento x € X segiin todo sistema orfogonal (58.27)
converge en el espacio X. Si x es la suma de la serie:

-

x= Y ae, (58.34)
e
el el X = x,es ortogonal a todes los elementos del sistema (58.27).
L
DEMOSTRACION. Sean s, = Y aye.n = 1,2, ... , las sumas parciales de la
E=1
serie de Fourier (58.28) del el » x segiin el si (58.27);
A+ p 2
nsnip"snF:I z “k’kﬂ =
Emnal
n+p L L
=( Y oo Y a‘,e*) = E ajlled?,
k=n+1 k=n+i k=n+1

n=02 ..., p=1,2.... (38.3%)
En virtud de la desigualdad de Bessel (58.32) Ia serie

Y atlle,b?

A- |
converge ¥, por lo tanto, en virtud del criterio de Cauchy para la convergencia de
una serie numérica, existe, para cada nimero £ > 0, tal nimero n, que, siendo
n 2 n,¥p > 0, se verifica la desigualdad

n+p
20 2 < g2
Y aileh? < &

kmp+ ]
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por lo cual, de acuerdo con la desigualdad (58.35) paran > n, y p > 0, tenemos
by po—sh<e

s decir, la ibn [5,] es fund 1 en el espacio X y, por cuanto este Gltimo es
completo, converge.
En las condiciones del teorema la sucesion 5, converge, en el caso general, no ha-

cia el elemento x. Supongamos que su limite es el elemento xp, es decir,

Xy = Y a,e,, entonces, haciendo uso de la continuidad del producto escalar (véa-
LI |

se el p. 57.9) y la formula (58.23), obtendremos

& —xp e} =(xe)— pe) =

- e~ ( ¥ a,,e.,e,,) =te)— T aylep e =
-]

n= |
=e) —alegll=0 k=1,2....0

En lo que se refiere a la condicion de ia de la seric de Fourier de cierfo
elemento suelto hacia este mismo elemento, puede formularse en la forma siguiente.

Teoremn S. La serie de Fourier (58.28) del elemento x de un espacio prehilber-
tiano converge hacia este elemento cuando, y sélo cuande, para dicha serie se
cumple la igualdad

Il*= T alle,)? (58.36)"
nowm]
donde a, son coeficientes de Fourier del elemento x segiin el sisterna (58.27).
La igualdad (58.36) llcva ¢l nombre de Parseval.,
En el caso en que el sistema (58.27) sea ortonormalizado, la igualdad de Parseval
toma una forma més sencilla:

Ixt? = z ﬂi,d’,, - &ien)t n=12...,
mowl
y representa en si una generalizacion del teorema de Pitdgoras a los espacios de di-
mension infinita,
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3. Tuvimos (véase (58.25))

" 2
Ix = ¥ “ke.tﬂ = Ixi* ~ ¥ ajled
' kel
Pasando aqui al limite para n — oo, obtendremos la equivalencia de la condicion

"
lim lx - E a‘.ekﬂ =0 (58.37)
fEm k=1
y de la condicién

n
lim (lxlz— ¥ a%lekiz) =0,

k-]

a1+
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es decir, de la condicién

i = im ¥ ajte 2 O (58.38)

B
R iemos ahora el de si completo (véase ¢l p. 57.6), aplicado
sélo al caso de sistemas numerables. El sistema de clementos e, e X, n = I,
2, ... ,sellama completo, si el conjunto de combinaciénes lineales finitas de ele-

mentos de este sistemna es denso en el espacio X, Esto significa que para todo ele-
mento x € X y todo nimero £ > 0 existe un namero n = n(g, x) y los nimeros
Apa -+ - 4 A, tales que se verifica la desigualdad

Ix— ey + ...+ 2 el < e (58.39)

La completitud del sistema ortonormalizado constituye una condicién que ase-
gura la convergencia de la serie de Fourier de cualquier elemento del espacio hacia
este mismo elemento. Enunciemos ¢sta condicidn en forme de un teorema,

Teorema 6. Una serie de Fourier de cualgquier elemento de un espacio prehilber-
tigno segiin el sistema ortogonal (58.27) converge hacia este mismo elemento cuan-
do, y sdlo cuando, el sistema (58.27) es completo.

Corolario. Para que el sistema ortogonal (58.27) de un espacio prehilbertiano X
seq completo en el io X, es ip y suficiente que para cualquier elemento
x € X se verifigue la igualdad de Parseval (58.36).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6. Sea X un espacio prehilbertiano y supongamos
que el sistema (58.27) es ¢l sistema ortogonal de dicho espacio. Si para cualquier
x € X su serie de Fourier segtin el sistema (58.27) converge hacia x, s decir,

x= E age,, donde a,= %. n=L2,..., (58.40)
LR} e"
entonces
"
lim fx - ¥ akekﬂ =0. (58.41)
LR i)

Por consiquiente, para cada niimero & > 0 existe tal suma parcials, = z aye, de
k= |

la serie de Fourier (58.28), que
bx-s,0 <e, (58.42)

es decir, se cumple la condicidn (58.39)

Viceversa, si la condicidn (58.39) se cumple para algunos coeficientes A, . . . ,
A, ¢ cumple también a ciencia cierta, de acuerdo con el teorema 3, en el caso en
que 5¢ toma A\; = @y, ... , A, = @,, cs decir, en este caso para £ > 0 dado se
cumple la condicién. (58.42) con cierto 1, ¥, por end?; con cualesquicram > n (vé-
ase (58.31)), lo que es equivalente al cumplimiento de la condicién (58.41). O

El corolario proviene dir de los 5y6.
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Aclaremos ahora la cuestibn sobre la unicidad de un elemento que en calidad de
-

su serie de Fourier tiene la serie dada z a8,
n= |
Teoremsa 7. Si el sistema ortogonal (58.27) de un espacio prehilbertiano X es
completo, el elemento x € X, cuyos coeficientes de Fourler segun el sistema (58.27)
son todos iguales a cero, es por sf mismo nulo.

Corolario. Si dos el del espacio X segin el sk:emn ortogonal completo.
{58.27) tienen todos los coeficientes de Fourier igual son jguales los pro-
pios elementos.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7. Si el sistema (58.27) es completo, entonces, de
acuerdo con el teorema 6, cualguicr elemento x € X interviene como suma de su se-
ric de Fourier: x = ¥ a,e,. Porello, sig, = O,m = 1,2,.. ., entonces tam-
bién x = 0. .

DEMOSTRACION DEL COROLARIO. 8i x; € X, X, = X'y si, ademds, sus coeficientes
de Fourier son iguales entre si:

X1 &) 2 (xy, &,)
Ileml5 le”“i
entonces para el elementox = x; — x, todos los coeficientes de Fourier son nulos;
(x,e,} - by, = x5, e,) = ), &) i (x5, €,)
[P e, 1” le i e,
¥, por lo tanto, de acuerdo con el teorema, x = 0, es decir, x; = x,. O

OBSERVACION. Conviene notar que si en un espacio prehilbertiano X esta dado
cierto sistema ortogonal fe,], e, # 0, y para cierto x € X existe una representacién
suya en la forma

o n=12,...,

=0, n=12,...,

x= ¥ xen

seré tinica y los coeficientes x,, m = 1, 2, . . . , son los de Fourier. En efecto, sila
representacion citada existe, paratodom = 1,2, ... , obtenemos, en virtud de la
ortogonalidad del sistema {e, !

e)2( Y} x,,e,,.em = ¥ xnle, €p) = Xplem &)

LI | A=l

de donde
_ ey

s (e,,,. e,

es decir, los coeficientesx,,,m = 1,2, . . . sc determinan univocamente y coinciden
con los coeficientes de Fourier.

Asl pues, si en un espacio prehilbertiano se tiene un sist ortogenal pl
todo elemente de este espacio se desarrolla en serfe seglin dicho sistema (teorema 6}
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y, ademds, de conformidad con la observacidn citada, de modo Gnico. En otras pa-
fabras (véase la definicién 33 en el p. 57.6), rodo sish ortogonal completo e},
e, #0,n=12..., enparticular, todo sistema completo ortonormalizado de
un espacio prehilbertiano constituye la base de éste.

Por ejemplo, con arreglo a los resultados del p. 58.3, los polinomios de Le-
gendre (58.3) forman la base en ¢l espacio de Hilbert L,[— 1, 1], mientras que el sis-
tema trigonométrico (58.2), la base en el espacio de Hilbert L,[— 7, x].

Demos a conocer ahora otro enfoque al concepto de completitud del si or-
togonal en un espacio completo.
Definicién 6. £ si aortogonal (58.27) se di ina cerrado, si en el espacio

X no exisie un elemento distinto de cero y ortogonal a cualguiera de los elemenios
del sistema (58.27).

Teorema 8. Si el espacio X es completo, el si ortogonal (58.27) serd

Pl do, y sdlo do, sea cerrado.

DEMOSTRACION. Si el sisterna (58.27) es completo, x € X y x es ortogonal a todos
los el tos del si (58.27), todos sus coeficientes de Fourier segin el
sistena (58.27) son nulos (véase (58.23)), por consiguiente (teorema 7),x = 0.

Viceversa, sea el sistema (58.27) cerrado, x € X yx ~ E a,e,. De acuerdo con

m=1
o

el tcorema 4, la serie de Fourier del elemento x converge, ysix, = E a,e,, enton-
L]
cesx — x5 Le,n=12,.... Porelo, debido a que el sistema (58.27) es cerra-

do,x — x5 = 0, esdecir, ¥ = xyyx = z a.e,. Por cuanto x es un elemento ar-
A=l

bitrario del espacio X, de aquli proviene, en virtud del teorema 6, la completitud del

espacio (58.27). O

Problema 39, Aclirese si son equivalentes o no el concepto de sistema ortogonal comple-

to ¥ ¢l de sisterna ortogonal cerrado en cualquier espacio prehilbertiano

58.5, EXISTENCIA DE LA BASE EN LOS ESPACIOS SEPARABLES
DE HILBERT. ISOMORFISMO DE LOS ESPACIOS SEPARABLES DE HILBERT

Teorema 9. En todo espacio lineal separable X provisto de un producto escalar
existe una base ortonormalizada e, n = 1,2, .. . .

DEMOSTRACION. Cuando el espacio X es n-dimensional, el teorema es evidente
(véase el p. 18.4 y p. 57.2), razdn por la cual se consideraré sélo el caso en que X es
de dimensitn infinita.

Por cuanto X es un espacio separable, existen en &l las sucesiones de clementos

e H=1L2...,
que forman un si pl Desechando sucesivamente aquellos de los ele-
que son binack lincales de los restantes, obtend una io

de elementos
¥ B=1,2,...,
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los cua.les tienen la misma capsula lineal que ¢l sistema-de partida [,] ¥ que son,
ademds, lineal independi (¢por qué?). Al aplicar al sistema obtenido el
proceso de ortogonalizacién (vease el p. 58.2) v el de normalizacién (véase el
p. 58.1), obtendremos un sistema ortonormalizado

e, lgl=1 k=12...,

con la misma cépsula lineal que tiene ¢l sistema [ ], y, por consiguiente, también la
del sistema [@_]. Por cuanto, en virtud de la completitud del sistema [,), esta cépsu-
la lineal es densa en X, ¢! sistema e, es completo. Entre tanto, en ¢l punto antece-
dente (véase la observacién que sigue el teorema 7) se ha probado que todo sisterna
ortonormalizado completo de elementos de un espacio prohilbertiano constituye la
base de dicho espacio. O

Teorems 10. Todos los espacios separables de Hilbert de dimension inflnita son
isomorfos entre sI*.

Demostremos previamente dos lemas. El primero de ellos generaliza la igualdad
de Parseval (58.36).

Lemas 4. Supongamos que X es un espacio prehilbertiano y e (e, # 0),n = 1,

2, ... ,unsi orlog let: enX.xEXyeX_vm
E By ¥~ z bey;
nwl n= 1
entonces -
)= ¥ a,b,lel’, (58.43)
a=1
en particular, si se sup dicional quelel = 1,n=1,2,...,seliene

) = 2 dnb”.
A= |
La férmula (58.43) generaliza, obviamente, 1a formula para el producto escalar
en un espacio de dimensidn finita (véase el p. 18.4).
DEMOSTRACION. Segun la definicién de los coeficientes de Fourier
_ ey _bey
E7 T d 5 e d?
por lo que tenemos

x= E ae,y = 2 b,ek) =@ - }: bylx ey) —
-

Km
b n
= 2 ayly, e) + Z abile, e = () — T ablel  (58.44)
k=1 =] k=l
* Vénse en el p. 57.2 la definicidén de ios de di i6n infinita y en ¢l p. 57.9

(definicién 36), 1a de isomorfismo de los espacios.
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Por ser completo el sistema e, n = 1,2, . . . , tenemos

(e Lo o m o ) -

por lo cual, debido a la continuidad del producto escalar para n — oo, ¢l primer
miembro de la igunldad (58.44) tiende a cero, por consigniente, lo mismo subsiste
también para el segundo, es d.ecir
2 -
Jim_ E ab le ) = (x, »).

Esto es equivalente a la igualdad (53.43}.

Lema 5. Supongamos que X es un espacio de Hilberty e, k = 1,2, ... ,una
base ortonormalizada en X; ap, k = 1, 2, . . ., una sucesidn de los miimeros tales

gue la serie 2 a} converge. En este caso la serie z age, converge en el espacio
K=1 )

X, ysix = 2 agey, entonces ag, k = 1,2, . . .son los coeficientes de Fourier del
=1
elemento x.

"
DEMOSTRACION. Si 5, = 2 ae,, se tiene

as+p A+p
2=
Is, ., —50° = Y @& Y ﬂkfk) =
k=an+ 1 kanm+l
nep

= E ﬁ'i’, a=12..., p=12,...,

k=4l

¥, como la serie } a2 es convergente, ella satisface ¢l criterio de Cauchy para las
A=l .
series convergentes. De aqui proviene que 1a sucesién [s,] es fundamental en el espa-
¢io X'y, por lo tanto, converge.
h -
X = "lljnvsn. esdecir x = ngla”en;

entonces, en virtud de que el desarrollo del elemento de un espacio segiin la base
(véase la observacion del teorema 7) es (inico,

xe)=ga, n=12,...,

es dexir, @, son los coeficientes de Fourier del elemento x. O
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 10, Sean X ¢ ¥ dos espacios separables de Hilbert

de dimensiéh infinita. De acuerdo con el teorema 9, existen en ellos las bases orto-

normalizadas e, n = 1,2, ... ,¥fun = 1,2, ... , respectivamente.,
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=

SeaxeXyx= Y a,e, entonces a, son los coeficientes de Fourier del ele-

a=1

mento X, y, por consiguiente, segtin la desigualdad de Parseval, la serie E al con-

A=l
=

verge, Pongamos y = ¥ ,f,. Teniendo presente el lema 5, esto tiene sentido.
LR

La aplicacién del espacio X cn ¢l espacio Y, la cual a todo elemento x € X le po-
ne en correspondencia el elemento citado y € Y, ¢ i una aplicacién que
realiza el isomorfismo de dichos espacios. Efecnvamemc, en las condlmnu deesta
correspondencia, a los distintos elen s del espacio X les corresg
elementos del espacio Y, puesto gue el desarrollo de los elementos segiin la base cs
{mico, Luego, todo elemento del espacio ¥ esté puesto en correspondencia e cierto
elemento del espacio JX (es decir, Ja citada aplicacion es una aplicacion sobre el espa-
cio Y); en efecto, si ¥ € Y, entonces, al desarrollarlo en Y segin la base, obtendre-
mos

S8

m=l

Seax = E be, (tal clemento existe, véasc el lema 5). Es evidente que precisa-
R=]
mente al el x corresponde, en la e dencia establecida, el elemento y.
Mostremos por fin que en dicha correspondencia s¢ conserva el producto escalar.
Esto proviene inmediatamente del lema 4. Efectivamente, si
- - PE - .
ZGHEN. x = Ebng", y= z af ¥ = Ebnfm
LICR} LR A= LENY
entonees, en virtud del lema mencionado,
x’) = E ab, =0,»).0
ne |
En calidad de modelo de un espacio separable de Hilbert de dimensitn infinita
puede intervenir un espacio, cuyos elementos constituyen las sucesiones de nameros
reales

X=X Ky X e

para las cuales la serie z .v:i converge, es decir, el espacio /, (véase el ejemplo Jen
k=1
el p. 57.4). El producto escalar en este espacio se introduce segin la siguiente regla:

Sx=(x,....X%,---)8  y={,... Fp---)h
-

entonces (x, y} = Z EATR

k+
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Esta definicién tiene sentido, pucs de la convergencia de las series gy
k=t

¥, yisedesprende quelaseric 3 xyy, s también convergente. Esto sc deduce,
k=1 k=]
pore;emplo.dehdmsualdndduﬂﬂldawahssmumndop = 2(en este caso
dicha ddad lleva, a do, ¢l bre de Cauchy-Schwarz), pero puede ob-
tenerse mmhiénde]adwisuqldadclﬂnmw

x+ 2
XY, S -2—2-—-!

La norma en el espacio /, s¢ determina de confirmidad con la regla general me-
diante la férmula

e |V

kol

Teorema 11. E! espacio [, es un espacio separable de Hilbert.
DEMOSTRACION. El espacio /, es separable, pues las sucesiones e, k = 1,
2, ..., en las que todos los lugares estdn ocupados por ceros, a excepcion del
k-gsimo, donde figura la unidad, forman una base ortonormalizada y, por consis
guiente, sul combinaciones lineales finitas con los coeficientes racionales forman un
oon;umo numerable denso en el espacio [, (ypor que?).
La completitud del espacio /, se demuestra de una manera un tanto més comple-

ja. Sea
B =, a0 ), k=12, , (58.45)-
una i6n fund 1 del io /,. Entonces, de 1a desigualdad
Ik P — 40 = ,f:(t*‘f*”—xf’)’?
n=]
2 Lok + o) — iy, k=12...8 p=012..., n=12...,

ydehmiﬁnnmdmenml(ssds)sedequupm Jquier n fijo la id
numéricax®, k = 1,2, , . . , satisface el criterio de Cauchy(véase el p. 4.7}y, por
consiguieute, cunvaseSullm.\u’sx".Purserh i6n (58.45) fund

para todo & > 0 existe tal ndmero k, que s¢ verifica la desigualdad
xle * P} — N < g,
cualesquiera que sean ¢l nimero k 2 k, y p natural, es decir,
’ z (k +2) (kN2 < g,

L

De aqui para todo nimero natural fijo m tenemos con mayor razbn

T G+ H - o < o

ne |
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Pasando aqui al limite para p — =, obtendremos

T, -xred
Am |
¥, COMO esto ¢3 cierto para cualquier m = 1, 2, .. . , s¢ tiene
T o= xgel k3k, (58.46)
LER]

De este modo, el punto y®) = (x, — x{®,. .. ,x, = x®, . .. ),k 3 k,, per-
tenece al espacio 11, mas, en este caso, también le pertenweaa' el punto x =
= (v v Xy o 20 ) = X8+ 3, mientras que la condicién 358 .46) significa
que lim x*) = x.

k=

Hemos demostrado pues que la sucesién (38.46) converge. Por consigulente, I,
s un espacio completo. O
En virtud del teorema 10, el espacio /, es isomorfo a todo espacio separable de
Hilbert.
En el p. 58.3 se ha mostrado que el espacio L,[a, b] es separable (véase alli el
leorunn 2} para cualquier segmento [a, b], pnr consiguiente, es también isomorfo al
Se puede probar que ¢l espacio L,(G), donde G s un conjunto medible
ech&poﬁﬂnddeepadon-dlmenslmnﬁmbﬂneamabhy.pmmde iso-
mcu-l’ma.i’z De este modo, todos los espacios de Hilbert de funciones integrables en
cuadrado son isomorfos entre sl, independientemente del nGmero de variable de las
coalesd den las funci 1o

$3.6. DESARROLLO DE LAS FUNCIONES DE CUADRADO INTEGRABLE
EN SERIE DE FOURIER
En el § 55 se estudiaban las series clésicas de Fourler, es decir, las series de
Fourier s¢gin el sistema trigonométrico de funciones, para las funciones absoluta-
mente integrables. En el presente punto se obtendré toda una serie de corolarios,
mmahmﬁmuﬂkmm&mﬁnmmummdeﬂﬂbmx
de la propiedad de completitud de un si de funci trigi étricas en el es-
pacio L,[— x, ], para las series trigonométricos de Fourler de una clase més reduci-
da de funciones, en wmmrauén con las funciones absolutamente integrables, a sa-
ber, para las funci de grable en el [—, x], es decir, pa-
ra las funciones del espacio RL,[—, %] (véase el ejemplo 3 en el p. 57.8).
Observemos, ante todo, que si en el espacio de Hilbert L,[—, 7] se toma, a
titulo de sistema ortogonal, el sistema trigonométrico

1,cosx, senx, ... ,CO8NX, seNNX, . . . , {58.2)

{os coeficientes de Fourier del elemento f € L,[— «, 7] segln este sistema se determi-
narén, de acuerdo con (58,23), segin las formulas

1
ag=3- i1 Gy =1 (cosm, b, = ,seany), (58.47)
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n=12...

pues 111, = Vir, Ecosnxlh = tsennxl = Vx (véase el p.58.1).

Si f es una funcién continua cn el segmento [—x, ], entonces fe CL,[—,
7] C Ly[—, x]. Comparando las férmulas (58.47) para los coeficientes de Fourier
de la funcién f con las (55.6) (el producto escalar se define, como siempre, mediante
las formulas (57.30)), vemos que todas ellas coinciden, salvo la formula para ] coe-
ficiente a,, la cual en (58.47) difiere de la en (55.6) en el factor 1/2. Pagando el tri-
buto a la tradicién, nos atendremos, en lo que sigue, a la férmula (55.6) paraay, es
decir, se considerard que

a ‘l, ¢ 0 (58.48)

y la seric trigonométrica de Fourier se escribird en la forma
-
%
s + a,cosnx + b, sennx.
A=l
Aplicando el 6 al si trigonométrico (58.2) y teniendo presente que
dicho " es pleto en el espacio L[ — , x] (véase el cjemplo Ienel p. 58.3),
btendremos el siguient,
T 12. Cualguier ek to f € L,[~ =, x) se desarrolla en este espacio en

una serie de Fourier segin el sistema trigonométrico

=

r= ? + E a,cosnx + b_sennx, (58.49)
mom

siendo en este caso vdlida la igualdad de Parseval

1 a?
=2 E @+ B2
A=l
Corolarlo 1. Toda funcidn f(x) de frado integrable en el sengmento |- x, 7]

1)ies-el limite, en el sentido de la media cuadrdtica (wéase el p. 57.5), de sus su-
‘mas. parciales de Fourier S, (x) segiin el sistema trigonomeétrico de funciones para
n — oo, es decir,

Jim i V&) — 8, ())%dx = 0; (58.50)
2) y para ella ex lcita la igualdad de Parseval
_: j ﬁ(xm-%!?»f E a2 + b2, (58.51)
Corolario 2, §F faj;:m'dn Sde mdmda:n-n:gmbfe en ef segmento [—x, ©] ¥ to-
dos sus coeficientes de Fourier segiin el sist trig ico (58.2) son iguales a

cero, la funcién es equivalente a cero.
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Aqui los coeficientes de Fourier paran = 1,2, . . . se determinan siempre a par-
tir de las formulas (58.47), y el coeficiente g, segin la formula (58.48).

Por cuanto el propic teorema 12 se infiere del teorema 6, la demostracién se ne-
cesita s6lo para los corolarios. ’

Asi pucs, sea f{x) una funcién de cuadrado integrable cn ¢l segmento [—, 7], ¢s
decir, f(x) € RL,[—, 7] (véase el ejemplo 8 en el p. 57.4 ¥ ¢l ejemplo 3 en el
p. 57.8). Hemos de notar, ante todo, que cualquier funcién g(x), equivalente a f{x)
(véase la definicidn 38 en el p. 57.10), tiene los mismos coeficientes de Fourier y,
por consiguiente, la misma serie de Fourier. Esto proviene dé que ¢l producto se-
miescaiar en el espacio RL,[— =, x] no varia, si sus factores se sustituyen por los
equivalentes (véase la férmula (57.41)), y por esta razén, sif ~ g, se tiene

1 1
gy = ;{f. I)R.L; =; (& I)R.L;-
(f, cosnx)g, , = % (g, cosnx)g, .,
v

a. =
b, =

q = =

i
senX)p, = e (g, sennxdy,,

A=1,2...%

Por consiguiente, si designamos con F la clase de funciones equivalentes en la
que est4 contenida la funcién f, entonces, debido a la definicién (57.41) de produc-
to escalar de las clases de funciones equivalentes, es decir, de producto escalar en el
espacio RL,[—«, =] (véase el p. 57.10}, tendremos

1 ! 1 i
%= (F g, a,= = (Fycosnx)gi, b, == (Fosennx)pr, n=12,...,
es decir, la serie de Fourier del elemento Fe RLy[—, 7] C Ly[—+, x] coincide
con la serie de Fourier de toda funcién f € F. De acuerdo con el teorema 12, en el es-
pacio L,[~, =] tiene lugar cl desarrollo

F= % + 2 a,cosnx + b, sennx, (58.52)

A=l
y se verifica la igualdad de Parseval
‘!.2
Sz -2 E 'al + 6L (8.53)

)
SiS,(x) = ﬂzn + ¥ oycoskx +bysenkx es una suma parcial de la serie de

kw |
Fourier (58.52), entonces la convergencia de esta serie en el espacio Ly[— x, x] hacia

* El indice en los productos escalares y semiescalares indica en qué espacios se toman los
productos en consideracion.
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el elemento F significa que
thn iF - 8,001, =0. (58.54)

Si ahora, '€ F, se tiene (véase (57.42))

IF— 8,00, = Ufx) = 5,005, = J § U - S, 001%dx, (58.55)

donde If(x) — S, (x) 'm_, es la seminorma de la funcién f{x) — 8, (x) en el espacio
RL,[—x, x], lo que tiene sentido, pues f(x) — S,(x)e F — 5 _(x}. De (58.54) y
(58.55) sc desprende que
T
Jim [ 10 - 5,00%dx = Mm 1) = S, gy, = O,
es decir, la igualdad (58.50) queda demostrada.
Luego, coma, en virtud de la misma férmula (57.42), tienen lugar las igualdades

V= Wiy, - | { Pwax

¥ los coeficientes de Fourier de F'y f son iguales, entonces (58.51) se desprende in-
mediatamente de (58.53).

Para demostrar el corolario 2, observemos que si todos los cocficientes de
Fourier de la funcién f & RL,[—x, =] segiin el sistema trigonométrico son nulos,
entonces de la igualdad de Parseval (58.51) proviene que

L

NGy, = [Pwax =0,

y esto significa, de acuerdo con la definicion 28 del p. 57.10 referente a las fun-
ciones equivalentes, que

S~ 0

Asi, fijemos nuestra atencién en que si los coeficientes de Fourier de una fun-
<idn de cuadrado integrable son todos iguales a cero, dicha funcidn no es necesa-
riamente cero idéntico, sino que s eguivalente a é1.

Ambos corolarios estn demostrados,

De la igualdad de Parseval (58.51) se infiere una vez mas (independicniemente
del teprema 2 en el p. 55.2) que los cocficientes de Fourier de la funcién f(x) tienden
acero (pues el término general de la seric convergente (58.51) siempre tiende a cero)
con la peculiaridad de que esto tiene lugar sdélo para las funciones de cuadrado in-
tegrable en ¢l segmento [~ , x]. Por cuanto toda funcién, continua en ¢l segmento
[, ], €5 & la vez una funcién de cuadredo integrable, para ella es también vélida
I afirmacitn del primer corolario del teorema 12; esta funcidn se desarrolla en serie
de Fourier que converge a clla cn el sentido de la media cuadratica y para ella s
licita la igualdad de Parseval (58.51).

Mientras tantc el segundo corolario para las funciones continuss puede ser con-
siderablemente reforzado. Enunciémoslo en forma de un teorema,
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Teorema 13. Si todos los coeficientes de Fourier de una funcidn continug en el
segmento |— x, ] son iguales a cero, la misma funcion es idénticamente igual a ce-
ro.

Corolario (teorema sobre Ia nnickind del desarrollo de una funcién continua en
ia serie de Fourler). S/ dos funcii i tienen iguales coeficientes de
Fourier, son idénticamente iguales.

DEMOSTRACION. Si la funcién f(x) es inua en el [—x, x] y todos los
coeficientes de Fourier de la misma son nulos, de la igualdad de Parseval (38.51) te-
nemos Iflg;, = 0. Perala seminorma del espacio RL,[—, ] en el conjunto de
funciones oonn.nm interviene como una norma (véase ¢l ejemplo Yen el p. 57.4),
por lo cual f(x) = 0 para cualquier xe [-x, x].

El corolario se desprende de lo que la diferencia de dos funciones, cuyos coefi-
~ientes de Fourier son iguales, tiene coeficientes de Fourier nulos y, por ende, e5 ce-
o idéntice. O

OBSERVACION 1, Los teoremas 12 y 13 se han formulado con referencia al sistema
r.nsenométnco de func:onas Las afirmaciones similares son vélidas, por supuesto,
para cualqui leto de funci es decir, para un sistema
que forma una base onogom.l enel eapwa L,la, b}. En parLi::uIar las afirmaciones
an#logas subsisten para los desarrollos de las funciones segim polinomios de Le-
gendre (véase el ejemplo 2 en el p. 58.3) en el espacio L,[~ 1, 1]. Por ejemplo, si to-
dos los coeficientes de Fourier de una funcién continua en el segmento [— 1, 1] se-
glin el sistema de polinomios de Legendre son nulos, dicha funcitn serd igual a cero
en todo punto del segmento [~ 1, 1]. Las demostraciones de las afirmaciones seme-
jantes pueden efectuarse siguiendo el mismo esquema que se ha usado anteriormen-
te.

OBSERVACION 2. El hecho esencial y fundamental que ha perrmudo demostrar el
teorema 12 consiste en la pletitud de] s trigs étrico en el esp
Ly[—w, 7], lacual, a su vez, s¢ basa sobre la posibilidad de aproximar en el segmen-
to [~ «, x], con cualquier grado de precisibon en el sentido de la media cuadrética,
toda funcién de cuadrado integrable en dicho scg > por una funcién continua
de periodo 2x (véase el lema 16 del p. 57.10). Entre tanto, el empleo de |a teoria ge-
neral sobre ¢l desarrollo segiin sistemas ortogonales ¢n ¢! espacio de Hilbert tenia,de
hecho, sblo carécter terminolégico y permitia realizar y anotar los razonamientos
en una forma mis breve e ilustrativa. A titulo de ejemplo de un concepto que es
muy comodo, al considerar los problemas estudiados, indiquemos, ante todo, el de
espacio lineal normalizado {(en particular, del espacio prehilbertiano) y, por consi-
guiente, ¢l concepto de norma. La introduccion de estos ptos permitid expo-
ner la teoria de desarrollos segin los sistemas ortonormalizados independientemen-

te de su forma a. Estos conceptos ticnen también las més diversas aplica-
ciones en diferentes apartados de las matemdticas.

En conclusion, haciendo uso de los Itados obtenidos, d eMmos Un teore-
ma més, ‘_.

Ti 14, Supong que la funcidn f es continua en el [—=, =]
8i su serie de Fourier converge unifor en el seg [—x, x], la suma de

dicha serie serd igual a la funcién f.
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DEMOSTRACION. Sea
-

g
Jix) ~ E" + E a,cosnx + b, sennx
e 4

S(x) = a_; -+ 2,co8nx + b, sennx
=1
la suma de la serie de Fourier de la funcién f.

Ante todo, la funcién §(x), como una suma de la serie convergente de las fun-
ciones continuas, es también continua. Luego, en virtud del teorema 1 del p. 55.1,
los niimeros ag, @, b, n = 1,2, ... , constituyen los coeficientes de Fourier de la
funcién S(x).

De este modo, dos funciones £y §, continuas en el segmento [ — =, 7] tienen coe-
ficientes de Fourier iguales y por esta razdn, en virtud de lo dicho anteriormente,
coinciden en todos los puntos del segmento [—x, ¥]: flx} = S,
-rgxgx 0

58.7*. TRANSFORMACION DE FOURIER
DE LAS FUNCIONES INTEGRABLES EN CUADRADO.
TEOREMA DE, PLANCHEREL

Si el cuadrado de la funci6n f es integrable en todo el eje real, la propia funcién,
en el caso general, no es absolutamente integrable en todo el eje, lo que muestra el
ejemplo de la funcién

1
i e

Por eso, en virtud de la teoria de transformacién de Fourier expuesta en el § 56,
no puede afirmarse la existencia de la transformacién de Fourier para las funciones
del espacio L,(— o, =), Mostremos que en me caso se puede definir la transforma-
cion' de Fourier en cierto i i te nos d dremos en la
definicién del espacio Ly(~ o0, ) para las funaomes de valores complejos.

Sean f'y g dos funciones continuas de cuadrado integrable del médulo en todo el
€je que toman, por regla general, los valores complejos. Su producto escalar se de-
termina en este caso segim la férmula

=
(o) = | r0gtdx.

Se comprueba con facilidad que todas las propiedades, de las cuales debe disponer
un producto escalar en un espaciodineal complejo (véase el p. 57.7), en el caso dado
se cumplen.

l espacio L,(—~om, o), que se considera en &ste punto, se definird como
« de un io prehilbertiano de funciones continuas de velores
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complejos con cuadrado del modulo integrable en todo el eje y producto escalar in-
dicado (compérese con el teorema 6, p. 57.10). Con I /1 se designa en este pamrafola
norma del elemento fe Ly(— oo, + o), es decir,

n =vi&h,

vi= | | reofcar

para las funciones f de cuadrado del modulo integrable en todo el gje. Anteriormen-
te se ha asumido sin dmud&n,mdawdehafunumrﬂlu(md
P. 57.10), que todo elemento del espacio L, puede considerarse como una clsise de
funciones. La afirmacién anéloga es vilida también para ¢! espacio L, de funciones
de valores complejos, con la particularidad de que la seminorma de las fun-
ciones f coincide con la norma del elemento del espacio L, al cual pertenece (cn el
sentido anélogo al indicado en el p, $7.10) la funcién f. No nos detendremos en la
demostracion de estos. hechos ¥ no los utilizaremos en adelante.

Una funcién de complejos f(x} = w(x) + iy(x), donde p(x) y ¥(x) son
funciones reales, —o < x < + oo, se [lamaré funcién escalonada finita, si lo son
las funciones @(x) v ¢ (x) (véase la definicién 7 en el p. 55.2). En lo que sigue las
fundoues escalonadas finitas se lamarén, para abreviar, simplemente escalonadas,

C iera dos funci escalonadas ¢ (x) y ¥(x) pueden ser representadas en
forma de una combinacién lineal finita de las mismas funciones de un escalén (véase
el p. 55.2) que toman los valores 1y 0. Para ello basta tomar toda clase de intersec-
ciones no vacias de los semiintervalos, donde las funciones ¢ (x) y y{x) quedan cons-

y asimismo la seminorma

1antes, Dichas intersecciones son también semiintervalos lx X k=1,
2, ..., n, donde quedan constantes s:muhéneamente las t‘unclones wlx) y dix).
P s
or €50, Si 000 = 1, siox,_, €x< Xy
0, si x<x,_, 6 x2x,
k=12...,m

son las correspondientes funciones de un escalén, existen tales niimeros reales Mg
B =12,...,nque

2 = T N0, ¥ = T 0.
k=]

K=
De aqui se deduce que toda funcién de un lén de vab plej
Jix) = ¢lx) + H(x) es representable en forma de
Jx) = 2 Ty (), (58.56)
K=
donde §, = A, + i, k = 1,2, ..., n, son nimeros complejos.

Lema 6. Sea [ una funcidn escalonada de valores complejos y sea F|f] su trans-
Jormacidn de Fourier, entonces

1A =

A0 __Ra%0
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DEMOSTRACION, Si la funcién f viene dada por la férmula (58.56), se tiene

I1n? = TfmﬁT)dx -

; S’,i} w_,(x‘)w,,(x)dx Z|r*s2(x,, Xe_ ) (58.57)
=]

Seanhomﬂcqc + oo; entonces

v 5 o o
S FmFﬁdy-;: S dy S Sode~®dx S Foetrds =
- -0 :L s n i
= zl’ s E Fef®ydxde S e = gy =
. - i +ow s
- - 5 jfcxma———-’“"’“ ) dede. (58.58)

=
Todas las transformagiones son veridicas aqul, puesto que todas las integrales se cal-
culan, de hecho, dentro de los limites finitos.

Por cuanto las partes real e imaginaria de la funcién f(x) satisfacen las condi-
ciones del teorema sobre la representaciéon de funciones mediante la integral de
Fourier (véasc ¢l teorema 1 en el p. 56.1), resulta, pues, que para todo x, a excep-
cibndex = x;. k = 1,2, ... ,n,setienc (véase la demostracion del teorema cita-
do) e

tim L 5 Fio =2 g - 7.

IR 4 £=

Se pone de manifiesto que en virtud de lo observado y teniendo presentes nucstras
suposiciones acerca de la iiltima integral (58.58), podemos pasar al limite bajo el sig-
no de la integral exterior para n — + . No obstante, el teorema correspondiente
no fue demostrado en el presente curso, a consecuencia de lo cual nos vemos obliga-
dai a realizar ciértos cilculos complementarios. Sustituyendo (58.56) en (58.58), ob-
tenemos

il Y o | & | e
LEk=1

E—x
=T Xj-1 Xk -1
] X e = X)
-1 E oF S dx j . (5859
Hk=1 -1 alxe -y = x)
Anali el compor i de cada do de la suma obtenida cuando

n— +o. 5=k, mttmm cambiando el orden de integracion (fig. 242) y efec-
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Al

Xk =1

1 sen
=_[ j (xk—x“_l-_r_ _id"'-
T n r

0
f
+ S (:rl,—Jr:k_l—;—i i"i':—dr] -
4
=Xk = Xk~ 1)
3 nixk — xx — 1) ¢ 2
sen
= =@ =X ) Tdu-;[l—oosq(xk-xk_l)l-

Comp

o
smldnj
t 2
)

(véase el p. 54.4), se ticne

5 wlek = xi - 1)
m — O~ X ) S @ =X

0
Luego, evidentemente,

2
lim — [1 - cos = =0,
”l 70 = X - )

a= 4w

a2+
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~ =~ Erpin-3)
£'ff'%—??l‘-.__h
0 Ty & Zeire. Lo 7
Fig. 243
por lo cual
Xk nlxg = x)
1 t
ln — | Mt x,— Xy k=1,2,...,n
-tay f
Xk - | nlg — 1 = x)
Mostremos ahora que para j # &
X yixk = x)
dr 0w,
3= 2
X1 nlxk =1 =z}

Sea, para concretar, X; - <X € X, _, < x,. Para otras disposiciones de los se-
miintervalos ;xj L xJJ y [x; _ |, %;), donde 1as funciones quedan constantes, la de-
mostracion es andloga. Cambiando de nuevo el orden de integracién y realizando la
integracidn respecto de x (fig. 243) obtendremos, recurriendo a los razonanientos

semejantes:

X wlxk = x) ek = x5 - 1)
sent t
fdx !‘ Td.!':- (xl,—xj_lv—i def+
L
X-1 nlxg ~ 1 = x} xe =~ &
nlxi — &)
sent
+ I’J_,-—x_;_g)"-;- dt +
wixe ~ 1 = %=1
Ak = 1 = %) = 1)
! senf
+ S (xj-x,‘_|+;)—r dt — 0 para §— e,
Wy = %)

Ahora, de (58.59) tenemos
R L]
FNE = [ FNAAdx = tm | FNFidy =

=¥ 5130 — %, _ ) = /12, O
k=1
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Lems 7. Sea funa funcidn de val plejos, en el seg [a,ble
{gual a cero fuera de dicho segmento; existe una sucesion de tales funciones escalo-
nados ¢, n = 1,2,. .., que

Iim lp — ¢l = 0.
[

DEMOSTRACION. Para las funciones reales dicha afirmacion se desprende del
lema 14, p. 57.10, Supongamos shora que ¢ = u + iv es una funcidn de valores
complejos continua en el segmento [z, b]; en este caso las funciones reales 1 y v son
también continuas en ¢l segmento (a, b]. Por cs0, existen tales sucesiones de fun-
ciones escalonadas [u,] y [v,] que fu — u, I — 0y Iv — v | = Ocuandon — w. Si
e que ¢, = u, + i{v,, entonces lp — ol € lu — u,,i' + Iv = v, de donde
le — pnr—ﬂmndon—-w. [m]

Lema 8. Supongamos que una funcién de valores complejos ¢ es continug en el
segmento [a, b] y es igual a cero fuera de él, en este caso

1F[e)l = legh.
DEMOSTRACION, Sea ¢, una sucesion de funciones escalonadas de tal género que
lim Iy — ¢ 0 = 0
L

(véase el lema 7), entonces, en virtud de la continuidad de la norma,
lim lg, | = Hel. {58.60)

Entre tanto, de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski obtenemos

b & |t 172
1o, — ptalaxr < (jdx) (_[lpnm- ‘p(x)r’d.r) =
a H : N

142
=@-a” ( {le, 0 — pml?ax)

¥, por consiguiente, n
Jim {lg,( — w()ldx =0,
a.

es decir, la sucesién [p,] converge en media hacia la funcidn ¢ y converge en el senti-
do de L;. Por esta razén, si

v=Flel, ¢, =Fle,), n=12...,
entonces la sucesién de las funciones continuas (| (véase el corolario del lema 4 en
el p. 56.7) converge uniformemente hacia la funcién , la cual es, debido a esto,
continua en todo ¢l eje numérico. Ademés, en virtud del lema 6,
1= lgl. (58.61)

De aqui proviene, en particular, que las funciones continuas ¥, son funciones de
cuadrado integrable del médulo, es decir, pertenecen al espacio L,(— =, +®).
Ahora, las funciones ¢, 7 = 1,2, . . . , forman una sucesién fundamental en ¢l
espacio L,{— o, +¢). Esto se deduce de lo que 1a sucesién [} converge en media
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en ¢l sentido de L, y también de la igualdad
o

o
[ 1,00 = 4,002y = le,0) = 0,0)1%dy,
1a cual también proviene del lema 6, pues la diferencia entre las funciones escalona-
das es asimismo una funcién escalonada.

Mostremos que la sucesidn {y,] converge hacia la funcitn y también en el espa-
cio L,. En efecto, siendo & > 0fijo, existe, por serla ion {,} fund 1, tal
numero n, que para todoslosn 2 n, ym 2 n, se cumple la desigualdad

W, = ¥l = [ 1,00 = ¥p0)1%dy < &.

Con mayor razén, para cualquier nimero ¢ > 0 tend

<

[ 4a0) = ¥V Py <. (58.62)
Cuando 7 y ¢ son fijos y m — oo, la expresidn subintegral en (58.62) converge uni-
formemente hacia la funcién 1¥,() — ¥(¥)1 Por ello, en la desigualdad (58.62)
podemos pasar al limite bajo el signo de la integral para m — oo. De resultas tendre-
mos

c

[ 9,00 — vo)lPdy < e

-z

Ahora, haciendo tender ¢ hacia + o, obtendremos que para n 2> n, se verifica
la desigualdad

{ 19,00 - vO)Par < e, (58.63)

lo que precisamente significa la convergencia en media, en el sentido de L,, de la su-
cesién [,) hacia la funcién .
De lo demostrado se deduce también que y € L,(~ 0, + ). Efectivamente, en
virtud de (58.61) y (58.63}.
WS =y + Bl < +o,

Por fin, de la desigualdad (57.18) obt iendo presente que
Jim §y, — ¢1 = 0,

Iim.l\trnl = lyl. (58.64)

De (58.60), (58.61) y (58.64) se inflere que
g = el O

Teorema 15 (de Plancherel®). Supongamos que o es, una funcidn continua de
cuadrado integrable del médulo en todo el eje numérico y sea

* M. Plancherel (1885 — 1967), matemdtico suizo.
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M
1 -
ﬁu{)’)=‘?‘i—: g elx)e~Wdx, M> 0.
m

Ensonces:

1) la funcidn ¢, (y) es también continua y de cuadrado integrabie en todo el eje
n H
2) cuando M — + =, las funciones , convergen en el espacio Ly(—=, +=)
hacia clerto elemento } € Ly(—®, +%)y

Nlpl = Iyl
DEMOSTRACION. Si e i
Pix), x€|=-M, M],
ol [n. 8 x¢[-M, M,
serd obvio que
¢M - ﬂw”l,
Ml“lzri_wn=wen Ly(—o=, + ), (58.65)
”Enlﬂl“‘ul = lgl. (58.66)
De conformidad con el lema 8,
Ad=1p ), M>0, (58.61)
Wy = sl = Loy, — epgl M, >0, M >0 (58.68)

De (58.65) y (58.68) proviene, en virtud de que el espacio L,(—ee, +o) es
completo, que existe un limite (por que?)

Jm vy = venLy(—o, +).

Por ser continua la norma,

Mljﬂlv Wyt =Wl (58.69)
de (58.66), (58.67) y (58.69) tenemos
Iyl = lph. O

El elemento € L,(— o, + o), obtenido en el transcurso de 1a demostracién, lo
llamaremos también transformacién de Fourler de la funcién continua dada
@ € Ly(—=, +o) y anotaremos

¥ = Flgl. (58.70)

Esta notacidn ¢s natural, puesto que si 1a funcién ¢ es, ademés, absolutamente in-
tegrable, entonces Mrlm V3¢ colncide con la transformacién de Fourier ordinaria.
- 4=

En efecto, en este caso .
Jm [ eyl — p@ldx = 0.
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Por consiguiente, las funciones ¥, = Floy,l gen unifor i

M — o, hacia Ia transformacién de Fourier Flg) de la funcién ¢. Como vimos, ¢,
converge en media en ¢l sentido de L, hacia la funcién ; de aqui no es dificil con-
vencerse de que ¢ = Fly] (compirese el razonamiento andlogo en la demostracién
del lema 8).

La transformacion de Fourier (58.70) est4 definida por ahora sélo para aquellos
elementos ¢ € L,(— o, +), que representan en si funciones continuas de cuadra-
do integrable, sin embargo por su continuidad puede ser extendida a todo el espacio
Ly(—ee, + ). En efecto, sea ¢ un elemento arbitrario del espacio L,(—o, +@).
De acuerdo con la definicion del espacio L,(—, +), ¢l conjunto de funciones
continuas es denso en &l. Por consiguiente, existe una sucesion de funciones conti-
nuas

epely(—=, ), m=12,...,

tal que lim ¢, = ¢, s decir, lim Iy, — ¢l = 0.
Aem N
Sea Fle,l =¢,n=12.... En virtud del teorema Plancherel,
W, —¢,0= le, — ¢ b, Aum=12,...,

por lo cual la sucesion [} es fundamental en L, y, por ende, es convergente. Sea
¢ = lim ¥,. Por definicién suponemos

v = Flgl. (58.71)

Si ptely(~o, +w),n =12, ..., esalguna otra sucesién de funciones
continuas que en Ly(—o, + co) converge al elemento ¢, y si ¥ = Flpp), entonces
de la iguaidad

lo, — o8l = Wy, — 43}

tenemos ~Il.m ¥ = ¥. De este modo, la definicién (58.71) no depende de cobmo se

elige Ia sucesién de funciones continuas que converja hacia el elemento .
Para cualquier ¢ € Ly(— o, +0) resulta vilida la igualdad
1F[ell = lol,
1o cual proviene inmediatamente de que esta igualdad tiene lugar para las funciones
continuas ¢ € Ly(~, +9} y de la continuidad de la norma.

Luego, es facil comprobar que la transformacién de Fourier F es lineal en

Ly(—e, + ), es decir, :
Fidey + Meal = MFlwy]l + MFleg)

para cualesquiera ; ¥ v, de Ly(— @, +00) y cualesquicra nlimeros A y ;. Esto es
clerto para las funciones escalonadas. Ellas forman en L,(— oo, +o0) un conjunto
denso. De aqui, la igualdad citada se obtiene pasando al limite para cualesquiera
elementos del espacio Ly(— oo, +).

Por fin, la transformacién de Fourier aplica el espacio Ly(—, + ) sobre s
mismo, es decir, cualquiera que sea el clemento ¥ € L;(— o0, + ), existe un ele-
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mento qo € Ly(—oo, +oo) tal que Flg] = . Con el fin de probarlo, se debe definir,

leando el mismo método que se ha utilizado pamlatransfomac:bn de Fourier,
enel espacio Ly{— o, + o) la transformacién de Fourier inversa F~ ! y mostrar que
para todo elemicato ¥ € La(—00, + ) se verifica la igualdad IF~1[¢]l = Iyl. A
continuacién, se puede mostrar que

FIF-'Wl =¢ y F7UFWN =¥

para cualquier ¢ € L,(— o, +), partiendo de que esto es clerto sobre un con-
junto de funciones escalonadas que forman en L,(—ce, + o) un conjunto denso.
Si, ahora, , para el el VeLy—o, +w), un clemento
@ = F~1[}], entonces obtendremos Ay] = ¥, lo que precisamente significa que la
trnmfcmwuﬁn F aplica todo el espacio L,(— o, + ) sobre si mismo.

Al resumir todo lo dicho, llegamos al siguiente teorema,

T 16 (de Plancherel). La transfe ién de Fourier F es lineal y aplica
bit el espacip Ly(~ =, + o) sobre si mismo, con la particularidad de
que para cualquier elemenio ¢ € Ly(— o, + ) se verifica la igualdad

IF[ell = lgl.

§ 59. FUNCIONES GENERALIZADAS

59.1. RAZONAMIENTOS GENERALES

Se consideraré en este parrafo una generalizacién del concepto clésico de una
fu.nclbn, o saber, el concepto de funcién generalizada. Ha surgido en el proceso de
jon de ciertos probl fisicos ¥ en los wltimos aftos se ha arraigado en las
mateméticas rdpida y sélidamente. Con ayuda de este concepto la transformacion
de Fourier puede extenderse a una clase de funciones més amplia que las funciones
absolutamente integrables o de cuadrado integrable. Permite formular en & len-
guaje atico tales noci idealizadas como, por ejemplo, densidad de una
carga puntual, densidad de un punto material, impulso mswnthneo cte.
Explicaremos esto mis detalladamente. Al estudiar fenbémenos flsicos
sirviéndonos del aparato matemdtico, hemos de recurrir inevitablemente a ciertas
abstracclones mateméticas, en particular, emplear la nocién de punto, Hablamos,
por ejemplo, de una masa concentrada en el punto dado de un espacio, de una fuer-
za aplicada en el momento dado de tiempo (es decir, en el punio dado del eje a lo
largo del cual se calcula ¢l tiempo), de una fuente puntual de tal o cual campo flsico,
elc.Es‘w lta ser chbmodo al lear el ap matemético, aunque en tal caso
duci una situacion que no es del todo exacta: cualquier masa tiene un volu-
mgu bien determinado, toda fuerza actia durante un detmnad.o lapso, cualquier
fuente de un campo tiene d deter das, etc. Ita pues que, para es-
te enfoque del estudio de los fendmentos fisicos, los,._maodas clasicos de las mate-
miéticas son insuficientes. A veces nos vemos obligadds a introducir nuevos concep-
108 mateméticos, créar un aparato matemAtico nugvo,
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Examinemos, a titulo de ejemplo, la accién de una fuerza “instantinea"’. Su-
pong queenel i t = 0 un cuerpo de masa m # 0 ha experimentado la
accidn de una fuerza que le comunicd la velocidad v # 0, después de lo cual la ac-
cion de la fuerza se dio por inada. Al desigr di F(t) la fuerza que ac-
tha contra el cuerpo al instante de tiempo #, obtenemos F(f) = O cuando ¢ = 0.
Trataremos de determinar cuél ¢s la fuerza F(r) cuando ¢ = 0. Segiin la segunda ley
de Newton, la fuerza es igual a la velocidad de variacién de la cantidad de movi-
miento respecto del tiempo

d(mv)
dt

¥, por consiguiente, para cualquier momento de tiempo 7, 0 < 7 < + o=, s tiene

F(t) =

[ F(t)dt = mv, (59.1)

-

Como limite inferior de integracitn se ha elegido — c; por supuesto, podemos to-
mar en lugar de — e cualquier nimero g < 0, por cuanto hasta ¢l momento de
tiempo ¢ = 0 ¢l cuerpo se encontraba en reposo,

Fijemos nuestra atencidn en que desde el punto de vista de la matematica clasica,
es decir, desde el punto de vista de aquel concepto de integral que hemos estudiado,
Ia igualdad (59.1) est4 privada de sentido: la funcién F(x) es igual a cero en todos
los puntos, salvo en f = 0, por eso la integral que figura en el primer miembro de la
formula (59.1) y que se considera como impropia ¢s igual a cero, mientras que el se-
gundo miembro de esta igualdad no es nulo. Por otra parte, partiendo de los razo-
namientos fisicos, es natural esperar que la igualdad escrita tiene un sentido deter-
minadg. Esta contradiccion significa que nos encontramos fuera de las posibilida-
des de emplear el aparato matemético conocido y han de introducirse algunas
nuevas nociones mateméticas.

Supongamos, para simplificar, que la cantidad de movimiento adquirido por &l
cuerpo es igual a la unidad, es decir, mv = 1. En este caso la fuerza F(/) que actia
contra el cuerpo se designard mediante &(t), por lo cual, la formula (59.1) tendrd
por expresion

[ ()dt=1, 7>0. (59.2)
-
La funcién 5(f) se lama corri funcién delta (funcién &) o funcién de
L
Con d fin de examinar detenidamente la ity pong que &l cuerpo es-

té accionado no por una fuerza instanténea, sino por cierta fuerza constante que
actiia contra el cuerpo duranté ¢l lapso de tiempo de —g hasta 0 (s > 0); esta ltima
s¢ designard con 4,(7). Supongamos también que esta fuerza comunica al cuerpo la
misma cantidad de movimiento, igual a la unidad. En otras palabras, distribuyamos

* P, Dirac (n. 1902), fisico inglés,
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la fuerza buscada &(¢) por un intervalo de tiempo de longitud &. Hallemos la fuerza
8,(1).
De acuerdo con ¢l principio de conservacion de la cantidad de movimiento, para
cualquier tiempo 7 2 0 tenemos

§ 8dnyar=1.
Por cuanto la fuerza 8,(¢) es nula fuera del segmento [~¢, 0] y constante dentro del
segmento citado, se tiene

T o
1= [ sfndr= [ s40dt=es0) —e<t<0.
- -
Por ello
1
-;. i —e<tg0

840 = (59.3)

D, si +< —¢ obien >0

Es natural suponer gue la fuerza instantinea (1) se obtiene de la **fuerza distri-
bucibn" &,{¢), pasando al limite para ¢ — 0, es decir,

b0 = lim 5,00,

entonces a
+o0, si 1=0,
8(t) = [ (59.4)
L siot#0.
Esta formula no permite obt 1a (59.2), haciendo uso de las definiciones co-

nocidas de la integral (propia o impropia). El hecho de que la funcién es nula en to-
dos los puntos, & excepeién de uno, donde ella es igual al infinito, ¥ a la vez otro
hecho, consistente en que la integral de dicha funcién es igual a la unidad, contradi-
cen uno al otro dentro de los marcos de la matemética que hoy dfa se llama désica.
Esto nos llevaala 1usién sobre la idad de introducir un pto nuevo, ¢l
de *‘integral"’ (59.2).

Desde el punto de vista fisico es natural considerar que la cantidad de movimien-
to comunicada al cuerpo por la fuerza instanténea 5(t), es decir, la integral (59.2),
s un Hmite de la cantidad de movimiento comunicada al cuerpo por las fuerzas §,(r)
distribuidas en tiempo, cuando el lapso de su accionamiento tiende a cero, es decir,
cuando ¢ — 0. Por eso pongamos, por definicién,

T T

[ syde = lim § 80t 7>0.

De aqui, en virtud de la igualdad ! 8,(1)dt = 1,7 > Oparatodoe > 0, pro-
—=

viene precisamente la igualdad (59.2).
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De este modo, cuando se dice que la integral (59.2) de una funcién delta es igual
a la unidad, esta integral debe entenderse como limite de las correspondientes in-
lexrs.lu dinarias de las funci 5, foe — +0.
Resulta itil dar, de un modo nnﬂonn la definicién de las ‘‘integrales’” més ge-
nerales, a saber, de las integrales del tipo

[ sfOdr, —o<7<to, (59.5)
donde f(¢) es una funcion i A saber, defi el simbolo (59.5) medi
la igualdad
| s finrde = Jim, j 50 f(0)dt. (59.6)

Para demostrar que esta definicidn es correcta, se debe probar que el limite
(59.6) siempre existe. M4s ain, probemos que

-f(0) para 720,

tm 5 800y dt = { 9
B2 0 parar < 0.

Sea primero 7 2 0. Al empl (593).' d
f(ﬂ] 5

|§ 5(()f(£)d!—f(0)| |— 5 Sy dr - dfl <

0
£ 4 S 1£(r) = SO dr. (59.8)
€

Por ser la funcidén f(x) continua cuando x = 0, para cualquier y > 0 existe tal
&, > 0que para todo  que satisfaga la condicién 7] < e,, s cumple la desigual-
dad

£y = SO < n.

Por ello, para cualquier ¢ < &,, de la desigualdad (39.8) proviene que

5 5,{!)}’(!)41':—}(0)' ¢% S dt =1.

- -

La igualdad (59. 7) q,ueda demostrada para 7 = 0. Se demuestra de modo ain
més ficil cuando r < 0.

Mm,dahdeﬁnﬁuﬁn(sﬂﬁ)u“ que para cualguier funcié i
S(t) es vilida la formula
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T

f(0) para t3>0,
i SeV @)t = { 59.9)
0 para 7<0.

La formula (59.2) se desprende de aqui cuando f{t) = 1.

Si ponemos

1 para r20,

o) = [ (59.10)
0 para r<0,

la férmula (59.9), pafa f{t) = 1, seescribiré en la forma

) = j (1) dt. (59.11)
La funciém #(#) lleva un bre especial: se llama funcidn de Heaviside®'. Al calcu-
\ar la derivada de la funcién 6(r), de acuerdo con la definicién clasica de derivada,

de (59.10) obtenemos
o para (=0,
8'{t) = [ (59.12)

0 para ¢ # 0.

No serla correcto afirmar a base de lo dicho que 6 (#) es una funcidn delta, puesto
que la funcién 3(t) se define no sélo por la funcién (59.4), pues incluso desde el
punto de vista fisico esté claro que de esta sola férmula no puede provenir que la
fuerza § (r) comunica al cuerpo en consideracién una cantidad de movimiento que es
precisamente igual a la unidad. No obstante, es comodo poner, por definicibn,

8" (1) = 8(1).

Aparte de la igualdad (59.12), esto se justifica por el hecho de que en tal caso queda
en vigor la formula fundamental del calculo integral que restablece la funcién a par-
tir de su derivada, o sca, la férmula de Newton — Leibniz. En efecto, ahora la
férmula (59.11) puede ser escrita en la forma

T

o= [ 0'(d, — <7<+

—m

(observemos que & —o=) = 0).

Ha de notarse que no hemos dado la definicién matemética precisa de la propia
funcién &(7) en su calidad de funcién de un punto (s¢ ha observado anteriormente
que la férmula (59.4) no constituye tal definicién); esto ¢s imposible en general,
puesto que la funcién delta es un’ y de disti ! Entre tanto, fue
definida por nosotros no 1a funcién &(¢), sino Ia *‘integral’ (59.5). No es por casuali-
dad. Para varios problemas de fisica resulta caracteristica una circunstancia consis-

! O, Heaviside (1850—1925), fisico inglés.
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tente en que las funciones, introducidas con el objeto de describir uno u otro obje-
to, sblo tienen sentido en la medida de que ¢l sentido fisico inmediato lo tienen cler-
tas integrales de dichas funciones. Las funciones generalizadas surgen, pues, como
cierta generalizacién de una familia de integrales del producto de dos funciones, una
de las cuales es fija y la otra puede elegirse arbitrariamente de cierta totalidad.
Asl pues, hemos definido un concepto nuevo, el de integral de la funcién delta
(e, incluso, el concepto més, general de integral del producto de una funcibn conti-
nua por la funcién delta). Esto no es una imegral ordinaria, es decir, no es un limite
de clu-m sumas integrales, sino el limite de las integrales cor 1 o bien,
hablando metaféri ¢, “un limite de los limites de sumas integrales’’. En

+@

otras palabras, para deﬁmrlamtqprai j 5(x)f(x) dx se debe afadir al paso limite,

que da el valor de la integral I 5‘()(){(;() dx, un paso limite més para £ — 0. Aqui

se observa una analogi liar con la definicion de la integral impropia: partiendo
de la definicién conocida de la integral, obtenemos, con ayuda de un paso limite
complementario, el nuevo Por sup . los pasos limite
complementarios en estos casos son dif lo que conduce a k:s distintos con-

ceptos.

Al definir de un modo nuevo el simbolo (59.5), nos encontramos dentro del
circulo de las definicidnes mateméticas acostumbradas que hacen més amplio el ba-
gaje de conceptos que hemos tratado anteriomente; hemos logrado establecer una
propiedad interesante de la funcién §(1) (véase (59.9)): dicha funcién pone a toda
funcién continua f{f) en correspondencia un J(0), es decir, 5(1) puede con-
siderarse como una funcién definida en el conjunto de todas las funciones conti-
nuas, Las aplicaci cuyos dominios de definicibén representan en si ciertos con-
juntos de funciones llevan el nombqe de fumomlas La funaén delta es pmnsa-
mente uno de los més simpl de fi
mencionadas al principio de me pumu se llaman runaonu.ls del tipo duw:.inado
(véase ¢l p. 59.2).

Segin s vio, las propiedades de la funcitn delta se determinan por las propieda-

des de las funci b 4x). Si 8=-—1-,.f|1= 1, 2, ... , s¢ obtendréi una suce-
n

s5i6én de funciones la cual, al igual que las sucesiones anélogas a la mencionada en un
sentido determinado, se lama sucesion en delta (la definicion precisa de las suce-
siones en delta s¢ darh més abajo; véase el ejercicio 6 en el p. 59.3). Cualquier suce-

sion en delta puede servir para definir la propiedad (59.9) de la funcién delta. Cabe
notar'que ya nos encontramos antes con las sucesiones en delta: a titulo de ejemplo
detal i6n girve la in de los nicleos de Fejer @ (n), n = 1, 2, ... , Sinem-

bargo, no fijamos nuestra atencion en las sucesiones de esta indole, porcuamu ellas
no fueron ¢l objeto de estudio especial v desempefiaban un papel auxiliar,
Pasemos-ahora al estudio sistemético de las fund generalizadas, Al de
las funcionés generalizadas han aparecido primeramente en las obras de P, Dirac y
otros fisicos en calidad de un método simbélico para describir ciertos fendmenos
fisicos. Con el fin de emplear estos conceptos a titulo de método de la investigacion
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tedrica, tuve que surgir la necesidad de crear la teoria de funciones genevalizadas, lo
que se ha hecho. La teoria de las funciones generalizadas es ahora un aparato mate-
mético muy 1tjl. Con ayuda de esta teoria s¢ ha logrado resolver toda una serie de
probl que no podian ser | di los métodos antigous. En el presen-
te las funciones sencral.l.zadas se utilizan ampliamente tanto en las inverstigaciones
aplicadas como en las mateméticas puras.

En los puntos ulteriores de este parrafo expondremos los fund de la

teoria general de las funciones generalizadas, elaborada por S. L. Sobolev y
L. Schwartz*!.

59.1. ESPACIOS LINEALES CON CONYERGENCIA.
FUNCIONALES. ESPACIOS CONIUGADOS

Definicién 1. Sea X cierto conjunto y que en la lidad de todas
las mmmmas‘ [x,} de sus elementos, x, € X. se ha distinguido una clase de su-
Wamadas converg Y a foda sucesidn convergente se le ha puesto en
spondencia un el xe X, Il io limite de dicha sucesion.
5i en este caso se cumplen tres condiciones:
1) cada sucesién de elementos del conjunto X puede tener no mds de un {imite;
2) toda sucesién del tipo [x, x, X, ... , X, ... | es convergenie y el elemento x es su
fimite;
3) toda subsucesion de una sucesién convergente es también convergente y tiene
el mismo limite que foda la sucesidn,
entonces el conjunto X se denomina espacio con convergencia,
Las condiciones 1, 2 y 3 se llaman axiomas de Frécher*®’,
Si x es ¢l Iimite de la sucesion [xj, entonces, como siempre, se escribe
x= lim x,

"=

cors

Definiclén 2. Un espacio lineal X se llama espacio linecl con convergencia, si es
un espacio con convergencia, respecto de la cual las operaciones de sumnacidn de los
elementos del espacio y de su multiplicacidn por un nimero son continuas.

Esto significa que para cualesquicra sucesiones conversenles ] e [y, de elc-
mentos de X, que tienen por limites x € X e ¥ € X, respecth te, y cualesquiera
nimeros A ¥ u la sucesién (Ax, + wy ] es también convergente y

_“_?‘, O, + ) = A + .

Ademds, si [A,] es una sucesidn numéricay lim X = A, entonces lim Apx = Mx
L) LN
para cualquier x € X. .
Como espacios lineas con convergencia pueden indicarse los espacios lineales
normalizados; no ob existen con convergencia en los gue no

; *' S L. Sébolev (n. 1908), matematico soviético; Schwarrz L. {n. 1915), matemésico
TANCES.

** Fréchet M. R. (1878—1973), matemitico francés.
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puede introducirse una norma que engendra la convergencia dada de sucesiones,

Deflnicion 3. Las aplicaciones del espcio lineal X €n el conjunto de numeros rea-
les R (o en el conjunto de niimeros complejos C) reciben el nombre de funcionales
definidas en dicho espacio o funcionales sobre dicho espacio. El valor de la Jun-
cional f en el punto x del espacio lineal X se designa con (f, x), es decir, igual que el
producto escalar de los elementos f y x en el espacio lineal X provisto de un produc-
to escalar.

Esta designacion se justifica, en particular, por el hecho de que 2l producio esca-
lar (¥, x) es, cuando el elemento y es fijo, una funcional definida sobre el espacio
mencionado X

Definicion 4. Sea X un espacio lineal. La fi | f definida sobre este grpacw,
se llama lineal (con mds precisidn, lineal h éneq), si para cualesqui
tos x € X, y € X y cualesquiera mimeros A, p se cumple la condicion

Ui hx + py) = M, x) + ).

finicién 5. La funcional f, definida sobre un espacio lineal X con convergen-
cla, se denomina continua, si para toda sucesién convergente x, € X, lim X, =x
se cumple la condicidn

lm (fx) = (),

Las funcionales, como cusluquhra funciones numéricas, puedm sumarse, mul-
tiplicarse una por la otra, en part , por un 0. Por ejemplo, si £y g son las
funcionales, entnnm:lvalor de la funcional of + Bg{ay B son mmsnﬁm«m) en

¢l punto x & X se determina segin la formula
(af + ﬁg.x} = alf,x) + B(z.x).

P

Lema 1. Las funcionales contis i un io lineal,
DEMOSTRACION. Sean f v g las funciones lineaks ¥ sean « ¥ # unos nitmeros.
Mostremos que of + Sg s también una funcional lincal:

of + 82, M + wy) = alf, Xe + py) + B@& M + 1) =
= alA(f, x) + alfi X)) + BIME, X) + p@ YN =
= Mol x) + 8@ x)] + plel, ») + 8 ¥)) =
= MafS + Bg, x) + plaf + 58), )

es decir, of + Sg s una funcional lineal.

Supongamos ahora que f y g son funcionales continuas. Probemos que en
este caso of + Sg es también una funcional continua. Sea lim x, = x. Entonces
Mim (af + B8, x,) = Mm lalf, x,) + Blg, x,)] =

=a lm (f,x) + Snlliriw(g,x,,)-u{f.x)+ﬁ(a,x)= @f + Bz, x).

De este modo, en un conjunto de funcionales I lineales estéin definid
deunmndnmwdhsopumdemsummanymwiph:m;mrunnﬁme-
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ro. El cumplimiento, para dichas operaciones, de los axiomas del espacio lineal se
comprueba ‘sin dificultades algunas, O

En un espacio lineal de funcionales continuas lineales del espacio X el concepto
de convergencia de las sucesiones se determina de la manera siguiente.

Definkcibn 6. Una sucesidn de funcionales f,, n = 1,2, ... sedenomina conver-
gente hacia la funcional f, si la sucesion de los valores de las funcionales f, conver-
ge en todo punto x € X al valor de la funcional f en este punto, en otras palabras,
si para cualguier elemento x € X la sucesién numérica ((f,,, x)) converge hacla el ni-
mero (f, X).

De este modo, la afirmacién nlim” J, = [fes equivalente a la siguiente:

‘lifn” (fp%) = (f, ) paratodox € X.

Definida de este modo la convergencia de las funcionales, las operaci de su
sumacién y multiplicacién por un nimero son conti (esto se d i di
mente de la linealidad de funcionales y de la propiedad de los limites de las suce-
siones numéricas), y, por consiguiente, si introducimos el concepto de convergencia
de las funcionales conforme a 1a definicién 6, resultard licita la siguiente afirmacion
que se enunciard en forma de un lema.

Lema 2. Las funcional i lineafes, definidas sobre un espacio con con-
vergencia, forman también un espacio lineal con convergencia.

Deﬂlk‘lh 7. Un espacio lineal con convergencia cuyos elementos son las fun-

¢ lineales, definidas sobre el espacio X, se llama espacio conjugado

de X.

Sean X ¢ Y los espacios lineales con convergencia, con la particularidad de que
todo elemento del espacio X es un el del espacio Y y supongamos que cual-
quier sucesién x, € X, n = 1, 2, ... , convergente en X hacia el elemento x, conver-
ge hacia x también en el espacio Y. En este caso se escribird

XY

Definicion 8. Se dice que una funcional continua lineal f, definida sobre ef espa-
cio X = Y, es prolongable al espacio Y en una funcional continua lineal, si existe
tal funcional continua lineal F, definida sobre el espacio Y, que (F, x) = (f, x) para
rodoxsX{a decir, F = fen Y). En este caso.la funcional F lleva el nombre de
prolongacién de la funcional f.

Ejercicio 1. Sean X ¢ Y los ios lineales con ia. Demfiestrese quesiy < ¥
yeloonjumc.‘rsdmmcnelespacw Y(esdudr.cadaelenmwdelespm Y es el limite en
este espacio para la i6n de eb de X), inua lineal
del espacio X, si se prol en una f J inua lineal del espacio ¥, es prolongable de
un modo Gnico.

Igual que para las aplicaciones de cualesquiera espacios lineales, para los espacios
con convergencia tiene sentido el congepto de aplicacién lineal (operator lineal) de
un espacio con convergencia en otro espacio de este mismo género (véase la defini-
cién 17 en el p. 57.2). Introduzcamos, ademés, ¢l concepto de aplicacién continua
de un espacio lineal con convergencia en otro espacio con convergencia.

33—6429
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Definicibn 9. Sean X, y X, dos espacios lineales con convergencia. La aplicacidn
@ del espacio X, en X, (en este caso la aplicacidn se di ina también operador) se
llama continug en el punto x, € X,, i, cualquiera que sea la sucesién x, € X;,
n=1, 2,.., convergente en el espacio X, hacig el punto x,, la sucesidn
#x)eXyn = 1,2, .., converge en X, al elemento ¥(x,).

En otras palat la aplicacion & es continug en el punto xg, side lim X, = n,
proviene que .limw P(x,) = $(xp). e

Lema 3. Si la aplicacién lineal & del espacio lineal con convergencia X en el es-
pacio lineal con convergencia X, es continua en el cero del espacio X, serd continug
en todo punto de X .

DEMOSTRACION. Sea x;, EXY“““LX.. = Xp; entonces lim (x, — xg) = 0. Por

to la aplicacion @ es inua en el cero,
lim #x, = xp) = 0.

Ya que la aplicacion ¥ es lineal, se tiene
B(x, — X9 = Bx,) = xg)
¥, por consiguiente,
,,"j", [#(x,) — ®(x)] = 0, dedonde ,,“f"., ®(x,) = Blxy.

De este modo, la aplicacién & es continua en todo punto x; € X;. O
Definicién 10, La apkmcmn ® de un acpacfa a‘mm! con convergencia X en otro
spacic lineal con ¢ X, se en X, si es continua en
todo punto del espacio X
Para todo espacio lineal con convergencia X tienen sentido los concepios de se-

rie E U eX,n=12,.. , de serie convergente y de suma de ésta. Estos
nel
conceptos se introducen por analogia con el caso de los espacios lineales li
dos. Esto resulta posible, por cuanto en las definiciones correspondientes de las pro-
piedades de una norma se emplea sélo aquella que atestigua que en todo espacio
mmaﬁzaﬂ.oquedndefmdod pncepto de i6n co
Los ejemplos de aplicaciones lineales y continuas de los espados COR convergen-
cia s¢ dardn en el p. 59.6 y en el 59.7.

59.3. DEFINICION DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS.
ESPACIOSD Y D’

Definamos, ante todo, un espacio lineal de funciones D que serd el comepte
principal en nuestros razonamientos, Con este fin id las fi que
vienen dadas en el conjunto de todos los niimeros reales R y que toman valores
complejos.

FEl espacio D, que nos interesa, se compone de las funciones finitas infinitamente
derivables (véase en el p. 55.2 la definicién de funciones finitas). Todas las fun-
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E

Fig. 244

ciones finitas, siendo definidas del modo natural las operaciones de su sumacién y
multiplicacién por un nd , forman un espacio lineal, y 1as funciones finitas infi-
nitamente derivables forman un subespacio de dicho espacio. Introduzcamos en es-
te subespacio el concepto de convergencia de las sucesiones.

Defniclén 11. Una sucesién de las funciones finitas infinitamente derivables v, ,
n =12 ..., se lama convergente hacia la funcién finita infinitamente derivable
@, si:

1) existe un segmento [a, b], fuera del cual todas los funciones ¥,, n = 1,
2, ...y e gnulan ),

2) en dicho la i6n de funci enn = 1,2, .. ,ylas sucesiones
de todas sus derivadas o), n = 1, 2, ... , convergen uniformemente hacia la fun-
cién ¢ y a sus correspandientes derivadas ¢®), k = 1,2, ... , respectivamente.

Una totalidad de las funciones finitas infinitamente derivables con la operacidn
introducida de paso limite constituye un espacic lineal con convergencia. Esto se de-
duce inmediatamente de las propiedades de los limites de funciones y de las pro-
iedades de las i uniformemente convergentes.

Definkcibn 12. Un espacio de funciones finitas infinitamente dmvaN&r con con-
vergencia introducida lleva el nombre de io D de funei

Evidentemente, si ¢ € D, toda derivadnde la funcién wper!mecer&tambnén al
espacio D.

Diremos ademds que si {e ] converge hacia ¢ en D, entonces la sucesitn {u*) de
las derivadas de cualquier o k=22 wnmsehadaw“mD.Euam-
piedad proviene directamente de la definicién de convergencia en el espacio D.

Como ejemplo trivial de una funcidn del espacio D sirve la funcién igual a cero
en todo el eje y como ejemplo menos trivial, 12 funcién ¢ (x) (fig. 244).

a.!
e Px , 8 Ixl <a,
e lx) = { (59.13)
0, s lxl 2 a

* Fl segmento [a, b} contiene Jos portadores de todas las funciones w, v, 1 = 1,
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Ejercicios. 2. Demuéstrese que la funcién (59.13) es infini: derivable en todo e eje

numérico (compérese con (37.25)).
3. Demuéstrese que con miras de lograr que para la funcién ¢ € D exista una funcién
+om

¥ & D tal que sea p = ¢, es necesario v suficiente que S wft)dt = 0.

Definicitn 13. Toda jonal continug lineal f, definida sobre D, recibe el nombre
de funcidn generalizada.

Deﬂninﬁn l4. Una funemnaf J, definida en todo el eje real, se denoming local-
mente integ . 5i ex ab integrable en cualquier segmento finito.

Si f es una funcitn local integrable y ¢ € D, el producto f, es absol

te integrable en todo el eje. En efecto, sea supp ¢ C [a, b] (véase en el p. 55.21a de-
finicién de! portador supp ¢ de la funcién ); la funcidn ¢ ¢s, obviamente, acotada:
lo()l € C, —= < x < +e0o, par[ocual

o

B
j /() o x)| dx = f Ifx)p(x)) dx < € [ ()i d.

Definamos, para la funcién localmente integrable /, la funcional (f, ¢) sobre D
mediante la igualdad

e

U9 = | fetdr. (59.14)

Esta funcional es lineal y continua. Su linealidad es obvia; demostremos su conti-
nuidad. Sea lim ¢, = ¢ en D. En este caso existe un segmento [a, 5] tal que para

todon = 1, 2, ... , tienen lugar las inclusiones supp ¢, C [a, ] y supp ¢ C [a, b];
por eso
4o

1. 0) = el S | UM e(x) = o0 dx =
K} b
= [17eet) — e 0l dx < supp lpx) = @,001 [ 170! dx — 0

para.n — @, De este modo, & toda funcién localmente integrable f(x) le cor
de una funcion generalizada (f, ¢)*); en este sentido toda funcién localmente in-
tegrable puede considerarse como una funcién generalizada.

Uﬂ_a funcién constante, es decir, tal funcién generalizada f que (f, ¢)

=g j w(x) d, ¢ es una constante, ¢ € D (en particular, la funcién nula), se ge-

nera por una funcién local integrable f(x) = ¢, —®@ < ¥ < +x,

* En este caso suele decirse también que la funcion generalizada (f, ») se genera por la
funcidn f.
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Record que por ional lineal s¢ entiende siempre una funcional lineal h &
nes. Por esta razdn, la funcional £, que es igual & una misma constante ¢, en todos los elemen-
10s de clerto espacio lineal X, aupque es una funciédn lineal, no es.smeml:nrm, hnmusa-m sl
xeX, yeX, Ay g son unos nf para la funci
Jixy=f)=f0x + w)=¢c Si fuera lineal homogénea, deberia verificarse
SO + @) = NM(x) + W) = (A + pie. Por cuanto  para )+;;=1 e tiene
SO + py) # Wix) + wfv) la funcional f no es lineal Por
consiguiente, una fimcional, igual a una constante, no pertenece a la clase de funcionales que
se considera.

Ejercicio 4. Demué: que dos funci i en un cje numérico son distintas
cuando, y sdlo cuando, son distintas las : @ lizadas engendradas por las prime-
ras.

A veces, las funciones generalizadas se designan mediante el simbolo f(x). Esta
designacion es simbélica pura; no significa ni mucho menos ¢l valor de la funcién
generalizada en el punto x € R, sino sélo refleja el hecho de que las funciones gene-
ralizadas son, en el sentido seflalado més arriba, una generalizacién de las funciones
(localmente integrables) ordinarias; no se presupone ningun valogde la funcidn ge-
neralizada en el punto x.

Para denotar ¢l valor de la funcién generalizada f en el punto ¢ = w(x) del es-
pacio D, a la par con la notacion (f, ¢) se usa también la inscripcién

§ Jee)adx. (59.15)
De este modo, por definicién,
=
[ fewwac= (o).

Esta igualdad constituye la definicién del simbolo (59.15), el cual se lee formalmen-
te como “‘integral del producto de f por ¢"*. Di¢ha notacidn refleja el hecho de que
las funciones generalizadas son una generalizacién de las funcionales (59.14), donde
f s una funcién localmente integrable.

Ejercicio 5. Demué que la funci ‘v.p,g“—(x—’&.veb.eiumfundbnmne-
—EIR—— X

ralizada (.m denota habitualmente .?—, )-
x

A titulo de otro ejemplo de una funcién gencralizada consideraremos una fun-
cional designada por 8 = §(x) y llamada funcién delta (véase 59.1).
Definickon 15. Una funcional definida por la férmula
&, ) = (0), e D,
se dertomina funcidn delta,

La linealidad y inuldad de dicha funcional se comprueban facilmente. No
puede ser representada en la forma (59.14), cualquiera que sea la funcion localmen-
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te integrable f. Efectivamente, si se encontrara una funcién localmente integrable £

tal que
4

Go)= [ fdlndx, eeD,

para esta funcién [y para la funcién ¢, dada medi la férmula (59.13),
tendriamos

o

! f&)w(x)dX=¢(0)-£- (59.16)

Mas, por ser la funcién f absolutamente integrabie,

lm j If(x)ide =0

-z

(zpor qué?). B
Luego, al observar que e " x < —,—da £ X £ a, obtenemos
e

o

| Sftxwmx, - | iﬂx,\e_?%’dr’ s%j 16l d,

razén por la cual ¢l primer miembro de la igualdad (59.16) tiende a cero cuando
a = 0. mientras que ¢l segundo miembro no tiende a cero. La contradiccion obteni-
da d ap e afimmacién. De este modo, la reserva de fun-
ciones generalizadas en el sentido indicado es mayor que el de funciones ordinarias,

Definiclén 16. Una funcional que a toda funcidn ¢ & D le pone en correspon-
dencia tn niimero v(xy), donde x es fijo, también se llama funcién delta y se denota
mediante 5(x — xg).

Recwriendo a la notacion (59.15), podemos escribir

o
E blr = xple(x)dx = ¢lxg), weD.

Definiciton 17, Una lidad de funci lizadas, al igual que toda totali-
dad de funcionales, definidas sobre un eqpav.'m lineal con convergencia (véase el
p. 59.2), forma un espacio lineal con convergencia conjugado de D. Se llama espa-
cio de funciones generalizadas v se denota con D",

Asi pues, la convergencia de una sucesién de funciones generalizadas f,. n = 1,
2, ... , hacia la funcién generalizada f significa que

Im Uy = U

para cualquier funcién ¢ € D.
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Fig. 245
Problema 40. Sea f, e D’, n = 1, 2, ..., y supongamos que para cualquier funcién
¢ € D existe un limite de la i érica (f,,, v). P fios Flw) = lim (f,,¢). De~
LR

muéstrese que Fg) es una funcién generalizada.

En el p. 59.1 se han considerado las funciones &,(x) que son, con evidencia, lo-
calmente integrables. Hemos visto que poseen la propiedad de que para cualquier
funcién continua en todo el eje ¢, y por lo tanto, para cualquier funcién ¢ € D se
tiene

Jim @ 0) = lim | 8ol dx = @ = (& ¢).

Desde el punto de vista de las funciones generalizadas esto significa que en D”.

= 5%
zl}-n:oa‘ ¢
De este modo, la funcion delta en el espacio D es un limite de una sucesion de
a '3 8 {19 A 2t A .“_1"“- mr I-as l& d, 1". 1 e 3 ]
Ejercicios. 6. § que la i6a de funch bsol integrables £ (x),
n=1,12..,e¢stal que
) cualquiera que sea el M > 0, para lal < M, |bl < M, las magnitudes
&
;fnmd‘" =12
a
estdn das por una ¢ que no depende de a, b, i (sdlo depende de M),

b} cualesquiera que sean a ¥ b fijos y distintos de cero,

L]
0 para a < b < O0y0<a<h,
lim V7 (e =
N 0 ] para a<0<b.

Las sucesiones de este st;em se denominan sucesiones en defta (fig. 245).

* Al jgual que en el caso de las funci dinarias, el simbolo ¢ — +0 significa que la
relacién limite mencionada tiene lugar para cualquier sucesion &, > 0, n = 1, 2, ... . que
tiende a cero.
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Demué que para cualquier funcidn continua » y cualquier sucesion en delta £, (x},
b o

Jlim_ | fmretxyex = pi0);

en otras palabras, lim (7, ¢) = @, #)
=

7. Sea filx) = %e ¥ . Demuéstrese que en ¢l espacio D se verifica la igualdad
1 = bix).
Jim S = o)
1
ES ro)

8. Demuéstrese que en el espacio D existe el Hmite lim
¥=0 x & iy

(se denota con
x
v que son vilidas las férmulas

1 |
——==] + J—
o wd(x)
{estas formulas llevan ¢l nombre de Sojotski *h).
Problema 41. Demuéstrese que toda funcién generalizada singular es ¢l limite de fun-
ciones regulares {en este sentido un espacio de las funci generalizadas es el I
o' del espacio de funciones ordinarias).

Como ya hemos visto, el concepto de funcidn generalizada no se reduce al de
funcién de un punto, por lo cual, en general, no hay sentido en hablar del valor de
una funcién generalizada en el punto dado, ¢n particular, de la reduccién de esta
funcidn a cero en dicho punto. Sin embargo, se puede introducir un concepto na-
tural de reduccion a cero de una funcién generalizada en un intervalo.

Definlcién 18. Diremos que una funcidn generalizadad [ se reduce a cero en el
intervalo (a, b), 5i (f, ¥) = 0 para cualquier ¢ € D, gue dispone de un portador
contenido dentro del intervalo (g, b).

Ejercicio 9. Demuéstrese que con el fin de lograr que una funcién continua se re-
dfizca a cero en todo punto de un intervalo, es io y sufici que se red
a cero en dicho intervalo como una funcién generalizada.

Definicton 19, Las funciones generalizadas f y g se llaman iguales en el intervalo
(@.b),sif — g = 0en(a, b).

59.4. DERIVACION DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS

Determinemos ahora la derivada de una funcidn generalizada. Aclaremos, ante
todo, qué representa en sl la derivada de una funcién ordinaria f, continuamente de-
rivable en todo el eje numérico,cuando dicha derivada se considera como la fun-
‘cional (f*, #) en D. Esto tiene sentido, por cuanto la derivada £, siendo continua
en todo ¢l eje numérico, es una funcidn localmente integrable.

Integrando por partes, por ser finita la funcién ¢ € D, obtendremos

* Yu. V. Sojotski (1842—1929), matemdtico ruso.
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4o

Uhe)= | femyde= — [ fe)e ydx= —(fie)  5917)

donde, como se sabe, ¢* € D, De este modo, la derivada f” es una funcional sobre
D cuyos valores se expresan en términos de los valores de la funcidn f, considerada
como una funcional, por medio de la férmula (59.17). Esto hace natural la sigulente

Definielén 20. Se liama derivada de la funcidn g lizada f una funcional
sobre D, deriotada con f° y determianda por la igualdad
(fve)=—f,¢’), weD. (59.18)

En otras palabras, el valor de la funcional f* en cualquier punto ¢ del espacio D
¢s igual al valor de la funcional f en el punto ¢ € D tomada con el signo opuesto.

Asi pues, cualquler funcién generalizada tiene una derivada. De aqul proviene
que toda funcibn local derivable también tiene derivada en el sentido de la de-
finicién 20.

De la formula (59.17) se deduce que la derivada en el sentido habitual de una fun-
cién continuamente derivable en todo el eje numérico, considerada como funcional
sobre D, coincide con la derivada de dicha funcién en el sentido de las funciones ge-
neralizadas.

La operacién de cilculo de la derivada de una funcidn generalizada la laman,
por analogia con ¢l caso de las funciones ordinarias, derivacidn,

Lema 4. La funcional f* es lineal continua y, por lo tanto, constituye una fun-
cidn generalizada.

DEMOSTRACION. Comprot la linealidad

Urhe+ )d) = =, 0w + b)) = =0 M’ + b)) =
= ML e) = WYY = NS @)+ w3 W), veD, VeD.

Para comprobar la continuidad de la funcional f, recordemos que si ¢ € D,
el k=12.. ,yklj_mw ¢, = p en D, entonces, en virtud de 1a definicién de

convergencia en el espacio D, también }"l‘n ¢, = ¢ enD;porelo,sig, — gen
D, entonces lim (f', @) = = lim (£ ¢p) = =(f, ¢} = (/" ¥)-

De este modo, si f &€ D°, entonces [ existe siempre y f e D". 01

Las derivadas de drdenes superiores de ung funcién generalizada se determinan
sucesivamente, al igual que en el caso de las funciones ordinarias:

=0, =0, e,
en general
MW=l k=12, ... /0=/
Por induccién se comprueba con facilidad que
U™, 9) = (—D*,e®), veD, k=0,1,....



72} § 9. Funciones generalizadas

Conforme a esta definicién, las funciones generalizadas tienen derivadas de
cualesquiera drdenes o, como se dice a veces, son infinitamente derivables.

Ejemplos. 1. Sea
1, si x20,
o) = [ )
0, si x<0.

La funcién 8(x) lleva el nombre de Heaviside (véase (59.10)) o de funcién uni-
dad. Es localmente integrable y par esla razén puede considerarse como una fun-
cién generalizada. Hallemos su derivada. De acuerdo con la definicién (59.18),

@.o=-6,¢)=- [ M wd=~ | pKdr=
—=m o
= ¢l0) = @, ¢h peD,
es decir, 8° = & (compérese con el p. 59.1).

2. Calculemos, a titulo de otro ejemplo, las derivadas de la funcidn delta
(B, 9) = (- 16, ™) = (- %P0
Ejercicios. 10, Sean f y g las funciones generalizadas y sean h y u unos nimeros. De-
muésirese que
W+ ug) =N+ pg.
11. Demuéstrese que L Blxie™™ = bx).

12, Demuéstrese que -?— + «?) Lt L ().

e w
1 3
~ para|x| <<
E 2
13.8i8,(x) = ¢ ,entonces en el espacio de las funciones generaliza-

0 para Ixl 22—

das 2 £ 2
! _!_‘g!x__.
‘ 6x+2 2)

lim s =80 ¥ 300= .

filx)parax < x,
14, Sea f(x) = donde las funciones £, (x) y f,(x) son continuamente
- Uy parax > x,
derivables y existen los limites f* (xp & 0). Hillese la derivada f*{x) en el espacio D
15. Sea f(x) una funcién continuamente derivable en todo el eJe numérico. Héllese la de-
rivada (8} en el espacio D",
i 16, Demuéstrese que en &l espacio D ¢s valida la formula .?— = (In |x1)" (véase el ejer-
o 5).
17. Demuséstrese que en ¢l espacio D' se verifica la igualdad

t

Z oosin':—%‘#: Z S(x — 2kx).
me 1

k®w -m
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Indicaciém: higase uso de la formula (véase el ejemplo 3 en ¢l p. 55.4)

30 nX r—=x
= , b<x<2r,

Lema §. Sea f, e D", fe D"y

lim £, = f; (59.19)
"=
en este caso fambién
nl&n’f,; =S, (59.20)
es decir, para toda idn de funci eneralizadas convergente en D’ |z deriva-

da de la funcidn limite es l‘guﬂ al lfmite de la sucesidn de las derivadas.
DEMOSTRACION. Para cualquier funcién ¢ € D

SLe)—Umed= =l,e) = {fue)] — Oparan — o,

pues " € D. O
Pueden considerarse también las series de las funciones gencralizadas
My, (59.21)
mel
dondeuw, D", nt = 1,2,...Lasuma
L
= Uy
kml

se llama suma parcial de n-ésimo orden (n = 1, 2, ... ) de la serie (59.21). La serie
(59.21) sc llama convergente, si en D existe el limite

ﬂtt_mws,, =5.
La funcién generalizada s lleva el nombre de suma de 1a serie (59.21); se escribe en
esie caso

uy.

™.

5=

-1
Lems 6, Una serie convergente de las funciones generalizadas puede derivarse
término por término tantas veces como se quiera:
W=y uPk=12.

Aml

Esto se deduce del lema 5.
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59.5. ESPACIO DE LAS FUNCIONES PRINCIPALES 5 Y ESPACIO
DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS §°.

Designemaos con § ¢l conjunto de todas las funci de valores plejos infini-
tamente derivables en todo el eje numérico, las cuales, al igual que todas las deriva-

) " ; 1
das suyas, tienden a cero, para x — oo, mds ripido que cualquier potencia de— . En
' X

otras palabras, el conjunto § se p de llas, y sélo aquellas, funci in-
finitamente derivables ¢, para las cuales se cumple la condicion
lim xte!™(x) = 0, (59.22)
X = i

cualesquiera que sean n y m enteros y no negativos. La condicién de pertenencia de
1a funcién ¢ al conjunto S puede formularse de una manera alge diferente: una fun-
cidn infinitamente derivable ¢ pertenece a § cuando, y sblo cuando, para cuales-
quiera n ¥ m enteros y no negativos se tiene

sup x| =, < oo, (59.23)

—mLX<+ %

En efecto, si esto es asi, entonces, al sustituir en (59.23) # por n + 1, obtendremos
L+ lelmi)| € e,y e poOT lo cual

x| & falﬂlﬂ 2
X

de donde proviene (59.22). Viceversa, de (59.22) y del hecho de que x"¢"™(x) es aco-
tada en cualqui se deduce (59.23).

Es evid que el conjunto S es un espacio lineal. En tal caso 5i ¢ € §, entonces
cualquier derivada de la funcién » también pertenece al espacio S.

Definicién 21. Una sucesidn de funciones p(x) € 8, k = 1,2, ... , se llama con-
vergente en S hacia la funcidn ¢(x) € S, si para cualesquiera n y m enteros y no nega-
tives toda sucesidn .l"qpi,""(x), k =1,2, ..., converge uniformemente en todo el eje
hacia la funcién x"o™x),

Ese\-l}'l‘.l.elllteque”lll'.u_w,r =pend do, y sdlo do, para cualesquiera n y

m enteros ¥ no negativos se verifica
m  sup L™ - M1 = 0, (59.24)

k== —m<x<tom
Ha de notarse que si ¢, — ¢ en S, entonces para las derivadas de cualquier or-
den pf™ — p¢™en 8, m = 1,2, ... . El espacio lineal § con la operacitn introduci-
da de paso limite ser& un espacio lineal con convergencia,
Evidentemente, D « S, en particular, la sucesién de funciones ¢, e D, k = 1,
2, ... , convergente en I hacia la funcién ¢, converge a la funcin ¢ también en S.
Ademis, D # S, puesse * e §,peroe~" ¢ D.

Problema 42. Demutsirese que el espacio D es denso en §, es decir, cualguier funcién
# € 5 es un limite en § para cierta sucesidn de funciones ¢, € D, k = 1,2, ...

Definicién 22. Una funcional continua lineal, definida sobre el espacio 5, se de-
ing funcidn g lizada de crecimi lento. Un conji de todas las fun-
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Hoemed,

cionales de esta Indole se llama espacio de funciones gener de crecimiento
fento y se denota por 5.

Toda funcional f € §°, considerada sélo en el conjunto D, es una funcién gene-
ral:luda, por consiguiente, un elmem.o del conjunto §° puede ser interpretado co-
mo i6n de cierta fi ! continua lineal desde el conjunto. D a S (véase
elp. . 59. 2). ‘Pore]unplo 1a funcional 8, definida en ¢l p. 59.3 sobre &l espacio D me-
diante la férmula (5, ) = @{0), ¢ € D, puede ser prolongada con a)rud.a de la mis-
ma férmula al espacio 5.

Se puede mostrar que no toda funcién generalizada de D * puede ser prolongada
a 5 y en este sentido podemos decir que §° constituye una parte esciricta de D”,

Ejercicio 18, Demuéstrese que una funcién generalizada, engendrada por la funcién lo-
calmente integrable €%, no puede ser prolongada al elemento del espacio §
Toda funcién localmente integrable f{x), para |a cual en cierto entorno de o ge

verifica la estimacion
Ifix)l € Alxl® (59.25)

(A y k son unas constanies no negativas)*, en particular, cualquier polinomio en-

gendra una funcional del espacio D prolc ble a la funcional continua lineal sobre
S, Esta se determina segin la formula

Upr= | flel)ds, ¢eS. (59.26)
Efecti , de las condiciones (59.22) y (59.25) proviene que fix)¢ (x) — 0, para

x — oo, mas ripido que cualquier potencia dci , ¥ por lo tanto, la integral (59.26)
existe,

Demos a conocer, ademds, que toda funcién f(x), absol integrable en
todo ¢l eje numérico, gencra también, segin la férmula (59.26), una funcional con-
r.inu§ lineal sobre S. En efecto, por cuanto toda funcidn « e § estd acotada, la exis-
tencia de la integral (59.26) en este caso se¢ infiere de la desigualdad

+

| el dr g L el j 1700 dx.

- —

Ejercicios. 19. Demuéstrese que la funcional (59.26) es lineal y continua sobre el espacio §

(1anto en el caso en que la funcibn f ¢s de crecimiento lento en ¢l infinito, como cuando sea
absolutamente integrable en todo el eje numérico),

20. Demugéserese que la funcién generalizada — o € D’ (véase el ejercicio %) es prolon-
x

gable al demento de cspacio §

* Tales funciones s¢ [laman funciones de recimiento lento, de donde proviene el término
i generalizadas de ¢recimi lento"’
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El conjunto § * forma un espacio lineal con convergencia, conjugado de S (véase
el p. 59.2).

Por cuanto para cualquier funcién « € § tendremos ¢ €5, entonces para las
funciones generalizadas del espacio S°, al igual que para las funciones generalizadas
de D°, puede hallarse la derivada f* segin la formula

@)= -(fie'), peS.

De este modo, para cualquier funcién generalizada f € S * 1a derivada f* siempre
existe y f* € S°. Ademds, las derivadas de la funcion generalizada f en el elemento
¢ € D, consideradas como derivadas en los ios D"y 8, respecti coin-
ciden. Igual que en ¢l caso del espacio D°, en el espacio 5 la derivada del limite
siempre existe y s igual al limite de las derivadas.

59.6. TRANSFORMACION DE FOURIER EN EL ESPACIO S

Toda funcién ¢ € § ¢s absolutamente integrable. Mas ain, si ¢ € S, entonces,
cualquiera que sea k = 1, 2, ... , la funcién xfe(x) s también absolutamente in-
tegrable en todo el ¢je numérico. En efecto, por cuanto para la funcién ¢ € 5 se
cumple la condicién (59.23), se tiene

Itp(x)] € ey,

L)l = 1 2o (x) € ¢4 qp

¥, por esta razon,
Cpg+
I¥eix)| g H0_"k+20 59.27,
vl < Taa? ( )

En el segundo miembro de esta desigualdad figura una funcién absolutamente in-
tegrable en todo el eje numeérico, por consiguiente, de acuerdo con el criterio de

ién para las i les impropias, 1a funcién x¥o(x) es también absoluta-
mente integrable paratodo & = 0, 1,2, ... . De aqui se desprende que para las fun-
ciones ¢ € § existe la transformacidn clasica de Fourier

L
?=Fel = 7= IM"”ﬂ.wes (59.28)

como también la transformacion de Fourier inversa

+om

Flpl = —— _[wwe‘vdy. pes.

El cardcter clisico de la transformacién de Fourier se entiende aqui en el sentido
de que las integrales escritas son ordinarias y absolutamente g ¥ No 50N
integrales en ¢l sentido del valor principal (véase el p. 56.3). Sobre S son vilidas las
mr;’xﬂas de inversién para la transformacion directa ¢ inversa de Fourier (véase el
p. 56.5):
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FIF-ell = ¢, F'IFlell ='v, veS. (59.29)

Observemos que, por ejemplo, la segunda de estas formulas en la forma integral
tiene por expresion  *

+o

Fidl = e j 20X dy = o).

-t

T 1. La transfi én de Fourier y la transfor idn de Fourier i
gplican el espacio S sobre sf de manera biunivoca, lineal y continua.

DEMOSTRACION. Sefialemos que si ¢ € S, entonces también $ € S.

Ante todo, de lo que para toda funcién ¢ & 5 la funcién x*¢(x} con k = 0, I,
2, ... es, seghn se ha probado anteriormente, absolutamente integrable en todo el
eje numérico, proviene, de do con el t 4 del p. 56.10, que la transfor-
macién de Fourier ¢ = Fle] de la funcién @ existe y rep a en si una funcid
infinitamente derivable.

Estimemos shora la funcién |y"3"(»)!, donde a y m son los niimeros enteros
no negativos. Aplicando las formulas para la derivada de la transfor ibn de
Fourier {véase el p. 56.10) y para la transformacién de Fourier de la derivada (véase
¢l p. 56.8), obtendremos

) = P EM) = 1 Fxme]| =
- = oL ] =ik
= 1Al = | E () e~ dx | <

—
om

< —,—l_—. j ™ol | dx.
vir

Observemos que la expresién [x™(x)]™ representa, en virtud de las reglas de
derivacién, una combinacion lineal de las expresiones del tipo x7¢'9(x), donde py ¢
son enteros no negativos y, de acuerdo con lo notado anteriormente, g:'?) € § Por
ello (véase (59.27)), las funciones (1 + x%)xPy'9 estén acotadas en todo cl eje numé-
rico, por lo cual esté acotada también Ia funcidn (1 + x2) [¥™e(x)]™), es decir,

sup (1 + D) < +oa,

—mCxC

Ahora, dividamos y multipliquemos Ia expresién subintegral obtenida por 1 + X7,

=

dx
entonces, teniendo | que =, 1 )s a que
5 1+ x2 4
-
+ o

1 dx
Aim) Lt im| =
o) € —= sup (1 + £ (")) j ST

-

= JE: sup (1 + XL (59.30)
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Ya que a la derecha figura una magnitud finita, entonces ¢ € S.

Asl pues, la transformacién de Fourier aplica § en § vy esta aplicacién es
biunivoca (véase el lema 3 en el p. 56.5).

Anélogamente se¢ demucstra también que la transformacién de Fourier inversa
F-'aplicaSen Sy, ademds, biunivocamente. Es fécil convencerse de que estas apli-
caciones se realizan en realidad sobre el espacio S, es decir, son las biyecciones, Esto
‘se deduce directamente de las férmulas de reciprocidad ($9.29) para las transforma-
ciones directa ¢ inversa de Fourier *).

Efectivamente, probemos que F(5) coincide con todo el espacio S. Seay € Sy
pongamos ¢ = F~I{§].

En este caso

Flel = FIF~ 'l = ¢.

De un modo semejante se dethuestra también que

F-l(8)= 8.
La lincalidad de la transformacitn de Fourier se ha demostrado antes (véase el lema
2 en el p. 56.5).
Demostremos ahora la inuidad de la aplicacién F.

Probemos al principio su continuidad en el cero. Sea lim ¢, = Oen S. Enton-
ces, de (59.30) s deduce que Ao

1ol GJ%_suP{l + o N, k= 1,2, e

Pero de (59.24) (para ¢{x) = 0) tenemos
e | =
kli.m su:p(l + x%) 1xMe ) = 0

por lo cual
Jim sup 1y"6{"y)| = 0, es decir, lim §, = OenS.
i i

Por cuanto la transformacién de Fourier es una aplicacion lineal del espacio li-
neal § en si mismo, continua en el cero, seré continua también en todos los puntos
de este espacio (véase el lema 3 en ¢l p 59.2).

De este modo, la transformacién de Fourier F aplica continuamente § sobre S.

Del modo te andlogo se d la inuidad de la transforma-
cién de Fourier inversa #=!. O

* Observemos en adicién que de lo que F(S) = F~'(5) = §se deduce que en las férmu-
1as (59.29) todas las integrales existen en el sentido habitual, y no sélo en ¢l sentido del valor
principal (compdrese con ¢l p. 56.5)
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59.7. TRANSFORMACION DE-FOURIER
DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS
Demostremos previamente una igualdad integral. Supongamos que la funcién f
es continua y absolutamente integrable en todo el eje numérico y sea @ & S, entonces

+a 4= tea +on

j erax | fpre-tody = jf(y)dy j plxde ™ dx. (59.31)

Esto se deduce del teorema 7 del p. 54.3. En efecto, la integral reiterada en el primer
miembro existe, pues existe la integral

=

L

Si [a, b] &5 un segmento arbitrario, la funcién f, siendo continua, esti acotada en
fa, ] : If(x)] < M; por esta razon

IF)elde™ 21 < Mip(x)l, a<y< b

+=

De aqui, por ser converscut: la integral I l{3)| dx, proviene la convergencia

+en

) [fwe-%y[dxs { 1ol T 176)! dy.

uniforme de la integral f() j wlx)e= 27 dy en el segmento [a, b).
Luego, lo)! € cp = <x < 4= (\ré.a.sc (59 23)y; por eso

le(f()e=21 < g LG, ¥, como Ia integral ] If()! dy converge, la in-
tegral
#l) j fo)e=dy

-=

converge uniformemente en todo ¢l eje.
Por fin, la integral

= + o > o
[ dx | letaroie™1dy= | leedlaxr | f0)ay

es finita, razén por la cual en el caso que se considera estin cumplidas todas las con-
diciones del teorema 7 (p. 54.3) y, por ende, puede permutarse el orden de integra-
cién. La igualdad (59.31) queda demostrada.

Si la funcién F1f] engendra cierta funcional sobre S (por ejemplo, satisface la

dicién (59.25) ¢ es absol integrable en todo el eje numérico), entonces,
al multiplicar la igvaldad (59.31) por 1/¥2x, obtendremos
(Fil, ¢} = (£, Alel), ¢eS5. (59.32)

a4 —fiddd
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Esta formula la tomaremos como definicién de la transformacién de Fousiet de
funciones generalizadas pertenecientes al espacio §°

Definicién 23. Se llama transformacién de Fourier de una funcién generalizada
f € 8" una funcional FIf] definida por la férmula (59.32).

Asl pues, para cualquier funcién generalizada f de §° esté definida su transfor-
maci6n de Fourier F{f]: el valor de la funcional £[f] en todo punto ¢ del espacio § es
igual al valor de la funcional f en el punto Fl¢] € S.

Como e;emplo. ha.l]emoa la tra.nsl'ormwﬁn de Fourier de la unidad, considerin-

dola como una fi generali Evidentemente, 1 € §°. Tenemos
A, l i
= = ——— =y =
(e =010 j dy 7= S wlx)e ™™ dy

+ o0

= VEr j dy 5 Wr)e"""*”drl
2z t=0

=»fi?w)| =V 5, )

(aqui hemos aprovechado ef lema 1 del p. 56.5). De este modo, 1 = V3x5,

Observemos que la transformacitn de Fourier £[¢] de la funclén v € D, no per-
tenece, en el caso general, al espacio D, por cuanto Flg] no es siempre una funcién fi-
nita. Por eso la férmuda (59.32) tiene sentido no para todas las f € D *, Precisamente
debido a esta ci ia, al considerar la transformacién de Fourier de las fun-
ciones generalizadas, tuvimos que hacer més estrecha la clase de funciones generali-
zadas introducidas anteriormente, limitdndonos sélo a las funciones generalizadas
de crecimiento lento.

La transformacion de Fourier F{/f] de una funcién generalizada f se designard

por el stmbulofo el simbolo

1
=y
= If(x)e dx.
De este modo, la igualdad
} =
A aare Y gy =
= Sﬂ,\-}e dx = F[f] (59.33)

es, cuando fes una funcidn generalizada, la definicién del simbolo que figura en i
primer miembro de esta igualdad,

Al definir 1a transformacién de Fourier para todas las funciones generalizadas
de 8", hemos definido también, en-particular, la transformacion de Fourier para las
funciones ordinarias f que satisfacen la condicidn (59.25), es decir, para las fun-
ciones de una clase mucho més amplia ¢n comparacién con lo hecho anteriormente
{véase el p. 56.5 y 58.7*). Esto constituye una ciercunstancia més que justifica la
conveniencia de introduccién del concepto de funciones generalizadas.
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Mostremos que la transformacién de Fourier de las funciones generalizadas po-
see toda una serie de propiedades andlogas a las de la transformacion de Fourier clé-
sica, es decir, de la transformacion de Fourier de las funciones absolutamente in-
tegrables.

Lema 7. La transformacién de Fourier F|f] de una funcién generalizada fe S’
es también una funcién generalizada de la clase S°, es decir, F[f] es una funcional
continua y lineal sobre el espacio 8.

DEMOSTRACION. Comprobemos Ia linealidad de la transformacién de Fourler, es
decir, probemos que, cualquicra que sea la funcién generalizada f € §°, para cuales-
quiiera funciones p € $, ¢ € § ¥ cualesquicra nimeros X y p se verifica la igualdad

(FIA he + wd) = MFUL, 0 +wF L)
En efecto,
(FU) de + nd) = (f, Flde + ad]) =
= (f, NF[p] + wF¥)) = M Flel) + ulf, FRD =
= MFIf], @) + wlF 1, ¥).

Comprobemos la continuidad de la transformacién de Fourer. Sea fe§',
peS ¢, €8, n=12 .., lim g = ypor lo tanto (véase ¢l teorema 1 del
p. 59.6), e

Nli_m_ Fle,l = Fle).

Entonces, por ser la funcional f continua en §, obtenemos
nli_rn’ FUfY e, = lim (f, Fle, ) = (£, Flel) = (FUL »).

Hemos probado, pues que 5i f € §°, entonces también F(f] €S- [}
Del modo natural se define también la transformacion de Fourier inversa F~'[f]
del elemiento f € $°, como una funcional del espacio $°, definida por la formula
F'w) = UL Fel), ees.

Si f es una funcién absolutamente integrable, dicha igualdad se verifica para esta
funcién en el sentido corriente. Esto se comprueba igual que en el caso de la formu-
la (59.31), Por definicién, se presupone también que (compdrese con (59.33)

1
Vir

g Jx)e™ dx = F(A]. (59.34)

Lo mismo que en ¢l caso de una transformacién de Fourier directa £, se muestra
que si f € §°, entonces también F'[f] € 5.

Teoremn 2. La transformacion de Fourier F y la transformacidn de Fourier in-
versa F—\ aplican lineal, biunfvoca y continuamente el espacio §° sobre sl mismo;

para q f eS8’ se verf las igualdades
FUFIM = FIFT ') = f. (59.35)

4
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DEMOSTRACION. Demostremos primero las formulas (59.35). Para cualquier ele-
mento ¢ € § se tiene

FUFUL ) = FULF o)) = (L FIF el = (/. ).
Por analogia,
FIF- ', o) = FUUL Fled) = (. F el = ae).

Mostremos ahora que la transformacién de Fourier F aplica ¢l espacio 5 sobre
todo el espacio S$: F(S°) = §°. Sea g €5, entonces si f = F![g], se tiene
Flf] = FIE~"g]] = g, es decir, realizéndose la transformacion de Fourier F, en
cuglquier elemento de S~ se aplica cierto elemento de §°,

Mostremos que F es biunivoca. Si f, € §°, f; € §" y FLf|] = FLf;], entonces
tamhiénF"[FUl]] = F_'!.“‘Uz]].dcdonde.en virtud de (59.35), se tiene f; = f;.

Sefialemos que la aplicacién Fes lineal, es decir, que para cualesquiera funciones
generalizadas f€ §°, g € §° y cualesquiera niimeros A y x s verifica la igualdad

F\ + pgl = MNFLf] + pFlg).
Con ¢l fin de conven dela valid de esta igualdad bémosla para cual-
quier elemento ¢ € S, siempre que sea éste fijo.

(FIV + pgh#) = O + g, Flel) = M, FloD) + ple, FleD =

= MFI ) + wlFlg), @) = OFf] + uFlg), »).

Por fin, demostremos que F es una aplicacién continua. En efecto, sea f€ S,
f,e8n= 12, ..,Iimf =fy, por consiguiente, para cualquier ¢ € S se veri-
fica la igualdad lim (f,, ¢} = (; ). En tal caso

LA

im Fif,) el = 1‘Il_ll'l‘_ U Flel) = U FleD) = (FUfL o).

Anfilogamente se di tra que también F~ ! aplica continua y bi
S"sobre §°. O
Ejemplos, Hallemos F[5] = &. Tenemos

4o

Y -k |
@, ) = 6. %) = $(0) = ipme dx

y=0

1 T 1
= e—_— - ey ——a ) " Si
" 5 w(x) dx (‘/17 e), ve

por lo cual F8) = % , ¥ por lo tanto, F~'[1] = vZx5 {(observemos que la trans-

formacién de Fourier inversa clésica F~ (1], al igual que la transformacion directa
F11], no existen). Con ayuda de las integrales (59.33) y (59.34) estas férmulas
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pueden escribirse en la forma

4o -
S e~ dx =1, o 5 e dx = 5(y).
ir

De modo igual se halla también la transformacién de Fourier inversa de la fun-
cibn delta:

1
N =r—=
F il = o F[a],
de donde
F1] = FY[1] = ¥Zxs,

Al hacer uso de la notaclén basada sobre las igualdades (59.33) y (59.34), estas’
férmulas pueden escribirse en la forma

zi S o7 dx = 3(3), § Sedx = 1,
x

Calculemos ahora a transformacién de Fourier de la derivada de una funcién
generalizada y la derivada de la transformacién de Fourier. Previamente hemos de
introducir el pto de producto de una funcién g lizada f € § ' por una fun-
clén habitual infinitamente derivable y{x) que posee la propiedad de que para cual-
quiera de sus derivadas y{"Xx) existen unas constantes 8, > Oy e, > 0,8 =0,
1, ... , tales que para todos los x se verifica la desigualdad

W) € 8,1 + Ixly™, n=0,1,2,...» (59.36)

Seflalemos que todos los polinomios satisfacen esta condicion,

Si la funcion ¢ es del tipo (59.36) y v € S, entonces ¥ € S. Si la funcién fes lo-
calmente sumable y satisface la dicién (59.25), mi que la funcibn  satisfa-
ce la dicién (59.36), yf satisface también la condicién (59.25) y

Uide) = | few et ds = 6, o).

Supongamos que ¥ satisface la condicién (59.36) y f € §°. Definamos ahora la
funcional sobre S, igual al producto yf, mediante Ja férmula

W9 =H¥e), peS.
Es facil comprobar que yf € S **), es decir, {f es una funcional lineal continua de-

% En virtud de esta condicidn (para n = 0), ¥{x) puede considerarse como una funcién
generalizada del espacio S° (véase (59.25)).

o) Las cumplindonmue aparecen al determinar el praducto de las funciones generali-
zadas s¢ deben a que el producto de las funcionales lineales en el sentido habitual como un
producto de funciones (es decir, como producto de los valores de factores en todo punto) no
es una funcional lineal,
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finida sobre el espacio 5.
Ejercicio 21. Supongamos que la funcién = y{x) satisface la condicion (59,36) v la fun-
cidn generalizada e 5°. Demubstrese que f €5 .

Demostraremos en conclusion las férmulas
FIf™) = ()"FLA, (59.37)
"FO] = AxY), feS. (59.38)
Tenemos (véase &l p. 56.8):
FLA™), @) = (", Fle]) = (— D, Fe)) =

=(-l)"(f.%ﬂ-\1“wl) = MEL, #) = (AL ), eeS.

La formula (59.37) estd demostrada,
Demostremos (59.38) (véase el p. 56.10):

FO, @) = (= DL ™) = (- 1D, Flet) =

= (- 1V GFLpD = — . gD = (%Frm.qo .0

Ejemplo. Hallemos la transformacién de Fourier de la funcidn flx) = x:
Fx] = Ax - 1] = iF (1] = ¥Zr8"

Ejercicio 22. Hallese la transformacién dé Fourier de un polinomio.

Al calcular una fi 3n de Fourier de las funciones generalizadas resulta
a veces conveniente elegir una sucesién de funciones ordinarias que en el espacio S °
tienden a una funcidén (generalizada) dada, hallar la transformacién de Fourier de
los términos de dicha sucesion y después calcular 1a transformacién de Fourier bus-
cada de la funcibn dada pasando al limite y aprovechando la continuidad de la
transformaci6n de Fourier. As! por ejemplo, para calcular la transformacion de
Fourier F1#] de la funcién de Heaviside #(x), hallemos primero la transformacion
de Fourier de la funcién #(x)e=* (¢ > 0).

‘o

=x(r+ b
i gy = =S |t
Aol = fz?j" T Tt o

1 =

i
i, o . (5939
Xt + iy) Vix(y ~ in . )
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Probemos ahora que en S°
rlin:ﬂ?(x)e""z fix) (59.40)

En efecto, para toda funcién ¢ € S y cualquier niimero A se tiene

a- f"‘)ﬂfx)dxl <

J

[

< )iu —e-ﬂ)wuxl + ' T(: - e*‘*)pu)dx" (59.14)

B0, px)) = B~ ™, el =

Pijmaslammmnﬁs;runnﬁmerocualqms > 0. Por ser la funcién ¢ abso-
, existe un nfl A > Dtal que

+o

&
I it
J oo o<

entonces

+o +@®
IS a -e*“),a(x)dxl < j 1w(x}1dx(%, (59.42)

A

Elijamos ahora t, > 0 de modo tal que para 0 < < {#;sea vilida la desigual-
ad

A

(1 - e—t) 5 le )l dx <£2

¥, por consiguiente,

A

A
Hu —e"")go()t}dxl <q —e"“i'ljlp(xlldxciz. (59.43)

0

Entonces, para {0 < t < f;, de (59.41), (59.42) y (59.43) obtenemos

108(x), () — (@)=, PN <§ +2 =e

2
La férmula (59.40) queda demostrada.
Por ser la transformacién de Fourier continua, tenemos
'Ijnioﬂﬂ(x)e'“] = Fe()L; (59.44)

de aqui y de (59.39) tenemos

AP = — !

1
lim ——,
Vix —voy — it
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con la particularidad de que de (59.44) provicne que ¢l limite en e segundo miembro
existe (en el espacio 5 ), este limite se designa, corri por ! (véase
el ejercicio B). y-a

De este modo,

-
OO = = 5

Ejercicio 23, Hallese la transformacién de Fourier de las funciones ¥8(x), & = 1,

r T



COMPLEMENTO

§ 60. ALGUNOS PROBLEMAS
DE LOS CALCULOS APROXIMADOS
60.1, APLICACION DE LA FORMULA DE_ TAYLOR PARA
EL CALCULO APROXIMADO DE LOS VALORES
DE FUNCIONES E INTEGRALES
Para calcular los valores de las funciones resulta coémodo servirse de la férmula
de Taylor o serie de Taylor. Aclaremos esto con los ejemplos,
1. Céleulo del valor del seno.
La férmula de ‘Taylor para la funcidn sen x tiene por expresion

" %=
senx = E (—I)*“"—u—_-l—]! + r (%),

K=
donde

= P B VL PR S
(2n + 1)

{e! término residual s¢ ha tomado en la forma de Lagrange). Por esto

|xg|2n + 4
T 60.1
Tl < o @0

Supongamos que se pide hallar sen 20° con un error inferior a 10~ 3, A 20° medidos

en radianes corresponde la masnimdg , por lo cual elijamos el nimero 7 de modo

g )

¢l valor del pold io de Taylor de orden n en ¢l puntox = 5 nos daré la
aproximacion buscada de sen 20°. En virtud de la desigualdad {60.1), para que se
cumpla la condicién (60.2), es suficlente que se verifique la desigualdad

1 T \In+ 1
— - 60.3)
(?.rr+l)|(9) <1 ¢

1
-— .2,
< 0 (60.2)
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Cuando 7 = 1, esta desigualdad no se verifica:

1
__>._'
() 162 1%
pero, cuando n = 2, si se cumple:
1l e by & gl
5!(9 120 2% 3840 10°°

Por es0, sen 20° con un error inferior a 10~ se halla segin la formula

3%
1 (= i .
senm*’-% —;(9) oA

Si tomamos x de las tablas con un error inferior a 104, sustitui estevalorenla
formula (60.4), realizamos las operaciones dictadas por la férmula y redondeamos
¢l resultado con exactitud hasta de 10~ 7, obtendremos la aproximacion buscada de
sen 20°:

sen 20° = 0,343% %),

Calculando los valores de un seno se puede emplear, en lugar de la formula de
Taylor, una serie de Taylor la que es alternada para el argumento real y admite, por
esta razém, una estimacion sencilla del resto: no es superior, en valor absoluto, al
valor absoluto del primer término del resto (véase el p. 35.9). Esto nos da, natural-
mente, €l mismo resultado que antes, puesto que conduce a la estimacion (60.3) la
cual se ha obtenido partiendo de otros razonamientos.
2. Chlculo de los valores de logaritmos naturales.
La serie de Taylor para un logaritmo
-
1%
I +x)= ¥ (-1f*= -1<xg], (60.5)
n

LR

puede ser utilizado de inmediato sélo para calcular logaritmos de los nimeros que
0o sobrepasan dos. Sin embargo, de la serie (60.5) pueden obtenerse otros desarro-
llos que permiten calcular los logaritmos de cualesquiera niimeros. Al sustituir en
'(60.5) x pot —x y sustraer la serie obtenida de (60.5), obtendremos

. u:l Mediante el signo = se denota la igualdad aproximada con el grado prefijado de exac-
titud.
**) Seflalemos que en nuestro caso se establece con facilidad una desigualdad més fuerte
T 1.
a&n:r,ngl—— < = 10"% mientras que siendo prefijado el niimero de signos de , <l error,
que se obliene al caleular el segundo miembro de la férmula (60.4), en todo caso no sobrepasa
= - 10~ por lo cual ¢l error total serd no superior a 10~3,
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1+x X2
| = 2x Ll < 1, 6]
e 2: 1+ 1 % @6

1
Cuando x varla desde — 1 hasta 1, la expresion il toma todos los valores posi-

tivos. Por ello, la férmula (60.6) puede utilizarse pmxcalcular logaritmos de cuales-
quiera nimeros positivos. Surge naturalmente una pregunta jcudntos términos se
deben tomar en la serie (60.6), para que se obtenga el logaritmo de un namerocon la
exactitud dada? Con este fin es preciso estimar el reuu de la serie (60.6). Tenemos

i 2k 41
Ir (31 =2 Ix! E e 2o E xt =
" 2k+l T+l

k=n
thlz"”‘1
= L Ixd A T
e = xb < 1. (60.T)

Hagamos uso de esta estimacion para calcular In 2 con un error inferior a 10~
Resolviendo la ecuacién

encontramos x = 13 Haciendo en (60.6) x = %. encontramos

2 1
In2 == _—. 60.8
" 3 Z (2n + 137" o
n=0

La estimacion (60.7) nos da en este caso

1 2 1 1
s .. SN LN W - S
"‘(3)i Ga+ 3z R e
| [

9
De aqui, para n = 3, tenemos

; 1 3 1 " 1 (1
3 4.7:23° 28-28 100

Por ello, para calcular In 2 con un error inferior a 10~7, es suficiente tomar los pri-
meros tres terminos de la serie (60.8):

2 1
n2==11+ =5+ = 0,693,
" 3( P 5-3') #

Al calcular los valores de una funcién con menor exactitud, sirviéndose de ia
formula de Taylor
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ix
S6) = flxg) + s — xg) + .+ f%}(x - X" + 1 (%),
es a menudo suficiente limitarse s6lo a la parte lineal, es decir, a los primeros dos

términos
1) = flxg) + £ (xlx — xp),
en otras palabras, sustituir el incremento de la funcién por la diferencial de ésta
Ay = fix) = flxp) = [ Opdlx — xp) = [ (xpax,
donde Ax = x — x,
La férmula de Taylor permite también calcular aproximadamente los valores de
ciertas integrales. Examinemos un ejemplo de esta indole.
3. Céleulo de la integral ;
ey,
i x
con un error inferior a 0,0001.
Escribamos la formula de Taylor para el integrando. Hagamos uso con este fin
de la formula conocida de Taylor para la funcidn sen x (véase (60.1)), en este caso
obtendrémos

wmr, B i 0
x 2k — 1)t x
=]

(o, ): iy JESE RS P
x

por eso

g x (= 1) 4 i
Teniendo presente la estimacién (60.1}, resulta
1 ko 1
f | < | L WA N e TV T
4 x x @n+ 0l @22 + Di@r + 1)

Por cuanto, para n = 3,
. 1 ) 1 1

{2n + DY2n + 1) TI7 35280 3

entonces, con un error inferior a 0,0001 tenemos

I 1 l I
jﬂfdx- g.ix_ljM+L§x‘dx:-1-_+_-zo.mw.
* J 6 4 120 | 18 600

# Al convertir las fracciones simples en las decimales se ha cometido un error no superior

a-l»-lo“.poriocualelerm:mlal, lizado ¢l clculo aproximade de la integral en conside-

racion, realmente no sobrepasa la magnitud de 107 %,
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Observemos que en los célculos aproximados practicos de las integrales la formu-
la de Taylor resulta ser, por regla general, inconveniente para emplearla, por cuanto
en dicha férmula figuran las denvadas de la funcion dada y ol cilculo de éstas con-
duce a la acumulacion ¢ ia de errorres. Resulta més oportune emplear
las férmulas aproximadas de integracion en las que figuran sélo los valores de la
propia funcién, Los métodos semejantes de la integracién aproximada se considera-
ran en el p, 60.4.

OBSERVACION, Cabe advertir que para célculos reales de los valores de funciones
o de integrales de dichas funciones, desarrollando las funciones en series, no todo
desarrollo de las funciones consideradas en series seré aplicable. Puede suceder que
1a seric obtenida convergerd de modo tan “lento’’ que pricticamente o bien no serd
Gtll para los cilculos o bien estos ultimos seran injustificadamente engorrosos
{hablando metaféricamente, en este caso la scrie es *'pricticamente divergente'’,
aungue ‘‘converge tedricamente’’), En tal situacion se debe tratar de obtener alguna
otra serie que converja lo suficientemente rapido (*‘mejorar la convergencia™, como
suele decirse en este caso) y cuya suma permitird hallar los valores de la funcion en
consideracibn. Preci asi hemos procedido al considerar el método para cal-
cular logaritmos. Seria, por ejemplo, inconveniente calcular incluso el valor

1
de In i con ayuda de la serie (60.5), aunque la serie converge cuando x = E; en lu-
1 . .
gar de esto se debe utilizar de la serie (60.6) parax = 3 puesto que dicha serie con-
vergt mas rapidamente.

60.2. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES
Examinemos un problema en el que se resuelve la ecuacién
Six) = 0. (60.9)

Si la funcién f es continua en el segmento [g, b y toma en los extremos del seg-
mento los valores de signo opuesto, entonces ¢l método, por cuyo intermedio se ha
demostrado en el p. 6.2 ¢l teorema sobre la existencia en este caso de un punlo x;,
donde la funcibn se anula, nos proporciona también el procedimiento para calcular
dicho valor x;, es dedir, la raiz de la ecuacion (60.9). Con este fin es suficiente divi-
dir sucesi el seg o [#, b] en dos partes iguales, eligiendo cada vez aguel
Segmento en cuyos extremos la funcidn f adquiere valores de signo contrario
(siempre que, por supuesto, no ocurre que en uno de los extremos obtenidos la fun-
cion f se anule, caso en el cual la ralz buscada ya se habrd encontrado). Si se pide
hallar la raiz de la ecuacidn (60.9) con un error inferior a ¢ > 0 dado, entonces, re-
alizados n pasos tales que

los extremos del segmento obtenido nos darén precisamente la aproximacion busca-
da de cierta raiz de la ecuacion (60.9) {¢l extremo izquierdo por defecto y el derecho
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[ S

Fig. 246

por exceso). Este procedimiento de resolucién aproximada de la ecuacién (60.9), lla-
mado *“‘método de horquilla’™, es, en principio, muy simple, aungue bastante volu-
minoso. Se emplea principalmente para el “‘tanteo aproximado’® del resultado, o
sea, para la determinacién **aproximada’ del intervalo, en el que se halla la raiz
buscada de la ecuacidn que se resuelve, y a continuacién, con el objeto de encontrar
en dicho intervalo un valor “mds exacto’ de la ralz se utilizan otros métodos que
convergen con mayor rapidez: se aplica, corrientemente, el método de tangentes
(*“método de Newton'”) que se describe mas abajo. Por regla general, tal esquema se

aplica al realizar los calculos en las maquinas calculadoras de acci y réipido.

Naturalmente, este mismo procedimiento resulta provechoso lamb‘lén al caleular “‘a

mano'’, en particular, con ayuda de una regla de céleulo o putadore
Analizaremos aqui los métodos de lucion de las i que se d i-

nan método de las cuerdas y método de las tangentes. El Gltimo método se generali-
za con éxito al caso de los sistemas de ecuaciones.

En lo que sigue supondremos siempre que la funcion f es continua er el segmen-
to [a, b] y tiene en dicho segmento las derivadas primera y segunda®’, con la particu-
laridad de gue ambas son de signo constante (en particular, distintas de cero).

Supondremos, ademés, que la funcién f toma en los extremos del segmento va-
lores de signo opuesto. Ya que la primera derivada es de signo constante, Ia funcién
J es estrictamente mondtona, razon por la cual bajo las suposiciones asumidas la
ecuacion (60.9) tiene en el intervalo (g, b) exaclamente una raiz,

METODO DE LAS CUERDAS

Este método. consiste en lo siguiente. La gréfica de la funcitn f se sustituye por
su cuerda, es decir, porun seg que une los p -extremos de la grafica de la
funcién £: los puntos {a; f(a)) y (b,.f(})). La abscisa x| del punto de interseccién de
esta cuerda con el eje Ox se considera como la primera aproximacion de la raiz bus-
cada:(fig. 246). Luego se toma aquel de los segmentos [a, X0 ¥ [x;, &), en cuyos
extremos la funcidn f adquiere valores de signo opuesto (en adelante se mostrard
que bajo las suposiciones asumidas f(x;) # 0, y, por consiguiente, tal segmento

* Para ¢l método de cuerdas basta exigir que las derivadas primera y scgunda existan so-
loenel intervalo {g, &). La existencia de la derivada en los extremos del segmento [a, 5] se uti-
lizara s6lo en el método de las tangentes, .
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siempre existe), y a dicho segmento se aplica ¢l mismo procedimiento; se obtierte la
segunda aproximacién de la raiz x,, etc. De resullas, se forma una sucesion x,,
n = 1,2, .. ,lacual (como se probard més abajo) converge, con las restricciones
i sobre la funcibn f, hacia la raiz de la ecuacion (60.9).

No es dificil obtener las férmulas recurrentes para los nimeros citados. x,,
n = 1,2, ... . Laecuacidén de una recta que pasa por los puntos extremos de la gré-
fica de la funcion f tiene por expresion

_ Sy - fl@
. b-a

(x = a) + fla). (60.10)

Designemos su miembro derecho mediante /(x), es decir, escribamos la ecuacion
(60.10) en la forma
» = Ho.

Hallemos la abscisa x| del punto de interseccién de la recta (60.10) con el eje Ox, es
decir, resolvamos la ecuacion {{x) = (; obtendremos

(b — alfta)
=0 = ——— {60.11)
k. 1) - @
Es facil convencerse de que
a<x <b (60.12)

{esto se deduce, por ejemplo, del hecho de que la funcidn {{x) es estrictamente mo-
nétona y continua y de que en los extremos del segmento {a, &] 1a funcién toma va-
lores de signo opuesto: [(a) = fla) y I(b) = f{b)).

Andlogamente encontramos

) - flxy

Mostremos que la sucesién {x,| tiende a la raiz de la ecuacibn (60.9) de manera mo-
notona. Supongamos, para concretar, que f (x) > 0, "(x) > 0,a < x < b(véa-
se la fig. 246). En este caso la funcidn f es estrictamente creciente y gira su convexi-
dad hacia las y negativas. Por consiguiente cualquier punto interior de la cuerda,
que une los puntos extremos de la grafica de la funcion £, se sitha por encima del
punto correspondiente de la grafica de la funcion f, es decir,

Kx) > fix),a < x < b.

X n=12, ... (60.13}

L

En particular, si x; es la raiz de la ecuacién (60.9): flxg) = 0, entonces de aqui
proviene que
Hxg) = 0.
Tenemos (véanse (60.11) y (60.12)):
fx)=0,a<x <b
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De este modo,
Ix,) < Hxg, (60.14)

pero la funcién lineal f(x) crece de modo estrictamente mondtona, pues
ib) = f(b) > fla) = Ha),
por lo cual de (60.14) se deduce que
,\‘r < xg.
Ahora, al sustituir el segmento [a, b] por el segmento [x,, b} y observar que
fix;) < 0, demostremos anilogamente que
' Xy < Xy < Xge
Luego, por induccién, obtendremos
X <Xy < e S Hyeee S X

Asi pues, la sucesion [x,) converge, puesto que es mondtona y acotada. Sea

lim x, = ¢. Pasando en la igualdad (60.13) al limite para n — oo, obtendremos

J(c) = 0, es decir, la sucesion [x,| converge hacia la raiz de la ecuacion (60.9).

Silf'(x) = m > 0,a < x < b, entonces no es dificil de obtener la estimacion
de la velocidad con la cual converge la sucesion [x,] en términos de la propia funcién
J en los puntos x, . En efecto,

Lix,) = flx) = fixg = [ @)K, = X
X, <E <Xn=12u.;
de aqui
1/

x )1
Ix, = Xl < —-m—").n = 1, 2y e
Los casos restantes, a saber,
S>>0 <0,
S@<0.f >0,
S®<0. <o,
se consideran por analogfa con el caso que acabamos de examinar (fig, 247).
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=

I
Fig. 248

METODO DE LAS TANGENTES (METODO DE NEWTON)

Supondremos que la funcidn f satisface las:mismas condicicnes.que eran vigen-
tes al considerar ¢l método de las cuerdas. Tracemos una tangente a la grafica dela
funcién f en uno de sus puntos extremos, por ejemplo, en el punto (5, f(b)). Laabs-
cisa x; del punto de interseccion de 1a tangente con el'eje Ox se.considera precisa-
mente la primera aproximacién de la raiz de la ccuacion (60.9). Lucgo, six, € (g, 4)
(segiin 1o expuesto més abajo, esto siempre tiene lugar para una de las tangentes en
los puntos extremos de la gréfica), entonces de los dos segmentos (a, x,] ¥ [x;, b] se
elige aquel, en cuyos extremos la funcién f toma los valores de signo opuesto (en
adelante se mostrard que f(x() # 0). A continuacién se traza la tangente a la grafica
de la funcién £ en el punto (x;, f{x,)); el punto de su interseccion con el gje Ox se de-
nota con x,, etc. (fig. 248),

Se obtienen con facilidad férmulas recurrentes para los nameros citados x,,
= 1,2, ... Laecuacidn de la tangente que pasa por el punto (b, f{b)) tiene por
expresion

y = f1b)x — B) + f(b)

Designemos su miembro derecho mediante Lix), es decir, escribamos esta

ecuacidn en la forma

y = L{x).
Hallemos la abscisa x| del punto de interseccion de esta tangente con ¢l eje Ox, es
decir, resolvamos la ecuacion Lix) = 0; se oblendra:

i Sib)

n=b-——.
Sp)

El punto x, puede disponerse, en el caso general, fucra del segmento {g, b], es decir,
fuera del dominio de definicién de la funcién . Sin embargo, sif(b}y £ sondeun
mismo signo, entonces x| € (@, 4). lgual que al describir ¢! método de las cuerdas,
examinaremos mas detalladamente ¢l caso en que f" > 0,/ > Oen [a, b]. En es-
te caso la Tuncion f crece de manera esirictamenic mondtona, por consiguiente,
fib) > 0; ademds, la funcién f es convexa hacia las y negativas en (a, #), por consi-
guiente,

Lix) < fix)

{véasc ¢l p, 14.3).
Siflxg =08 < x5 < b, se tiene
Lixg < 0,

35—6429
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Fig. 249
pero L(b) = f(b) > 0, por consiguiente,
X, < x, < b
Con ello, fix)) > L(x)) = 0.
” P—  resp del seg o [a, X,}, obtendremos un punto
x, tal que
X =x —j—'_f%-!i,xocxz <X,
¥ luego,
ix
Xy =x"—J{(x’:J.xu<x"H < X (60.15)

Por consiguiente, la sucesion [x,] es mondtona y acotada y por esta razén con-
verge. Sea lim x, = ¢. Pasando al limite en (60.15), obtendremos f(c) = 0, es de-
cir, la sucesion (60.15) converge hacia la raiz x;, = ¢ de la ecuacion (60.9).

Cuando |f (2} = m z0a<x<b, por el procedimiento utilizado en el mé-
todo de las d dremos la estimacion

|.\'m—c|$y1{!')—I
m

=12 ...

De un'modo semejante se examinan también los demés casos de combinaciones
diferentes de-los signos que tienen las derivadas primera y segunda (fig. 249).
- He aqui una estimacién més de la veloud.ad de ounversencm del mélodo de las
tangentes, de la que se ve cl la del o Suponga-
mos que para la funcién f en ¢l intervalo que se considera se cumplen las desigualda-
des

IFf@lz2m>01f " WI<Ma<x<b

Desarrollemos la funcién f en el entorno del punto x, segin la formula de
Taylor, por ejemplo, con el térmi idual en la forma de Lagrange

S = S) + L 0)x = x) + 31 OF = xR,
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donde = x, + 0(x = x,),0 <8 < 1.Sif{c) = 0, entonces, al sustituirx = cen
la fébrmula escrita, obtendremos

S + LX) = x) + %f‘ @) = x ) =0,

De aqui
o Six,) A PP
TS ey T ey €
o bien, en virtud de la formula (60.15),
Ixp 4= ¢l = ;{:::) (e - x )%

Por consiguiente,

by gl ﬁ%lx"—clz.

de donde

2
Z%'Ix"+1-clg(%lxn-c1) A= L2.3 .

Aplicando sucesivamente esta desigualdad, tendremos:

M M z
E-..'I-iixl,,—clS(--2‘;1_l-lm'ﬂ_|-*cl) <

<[ ()] eme (om)”

Si la aproximacion inicial b se elige de modo tal que sea g E M b = ¢l < 1,se

m
obtendra

2m
Ix, —el « —g¥ n=12..,
8 M

es decir, la velocidad de convergencia de las soluciones aproximadas x,, hacia la raiz
x = ¢ es considerablemente superior a la de decrecimiento de la progresibn geo-
métrica cuyo denominador es, en valor absoluto, menor que la unidad,

Ejemplo. Apliquemos el método de Newton para ¢l calculo aproximado de una
raiz de k-ésimo grado del nimero g > 0, k es entero y positivo, En esie caso se trata
de la solucién aproximada de la ion x¥ — @ = 0, es decir, la férmula (60.15)
se la debe aplicar a la funcitn f(x) = x* — 4.
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Tenemos f{(x) = kx* ~ 1, y, por lo tanto, para los valores aproximados sucesi-
vos x,, de la raiz ¥x existe la siguiente formula recurrente
- 4a

x =x, - == "
n 4l " 'k;l"__
o bien
1 a
x"+I-E[(k-l)xn+Pﬂ_—_—l].
Con esta formula nos hemos encontrado para k = 2en el p. 4.9,

60.3. INTERPOLACION DE LAS FUNCIONES

Sea dada en el segmento [a, b] una funcidn f y sean fijos n + 1 valores del argu-
mentox, i= 1,2, ...,n+ L

0EX <X < . <X, 8D (60.16)

Uno de los més sencilios problemas de interpolacion consiste en la bisqueda de
un polinomio P(x), de grado no superior al niimero dado m, ¢l cual para los valores
delargumento ¥ = x,{ = 1,2, ... , n + 1, llamados nudos de interpolacidn, loma
los mismos valores que la fuuclbn dada f, es decir, tienen lugar las igualdades

f) = Px)i= 12 ...,n+ 1 (60.17)
Tal polinomio P(x} se denomina pelinomio de interpolacidn que interpola la fun-
cién f en los nudos dados de interpolacidn.

Con el objeto de investigar la cuestién de existencia del polinomio interpolador
P{(x) que satisfaga las condiciones (60.17), escribAmoslo con los coeficientes indeter-
minados a;, f = 0..,m

Plx) = @y + ax + ap + .. + @ "

y sustituyimoslo en el si (60.17). Obtendremos un si de (n + 1)
ecuaciones lineales con m + 1 incOgnitas ag, a;, ... , 0
gy + @y + ..+ ax= _.f[x,

a4 Bxy e +amaj|"+| = fix, 4 )

El determinante formado de los coefici de este si ubicados en las prime-
ras k lineas y las primeras & columnas, % s,m[n {m + 1, n + 1} (el nimero de las
lineasesn + 1,eldelas columnasesm + 1) levael nombrede Vandermonde y es
conocido a partir del curso de dlgebra:

T e

a;':= H (; — x).
1

Igi<igk

Wix, ....x) =




60.3. In in de fas. ones 548

En el caso dado este determinante es distinto de cero, pues todos los nudos de inter-
polacién son diferentes. Por ¢so- el rango de la matriz de coeficientes-del sistema
(60.18) es igual al minimo de los dos nimeros m + 1ya + 1.Sin > m, clsistema
(60.18), en el caso general, no tiene solucidn. Si n € m, la solucién del sistema
(60.18) siempre existe, con la particularidad de que, cuando n = m, la solucidn es
finica, y cuando # < m, hay una infinidad de soluciones. De este modo, cuales-
guiera gue sean los valores dadasen n + 1 nudos (60.16), siempre existe un polino-
mio (¥, adends, el dnico) de grado no superior a n, gue toma:en los nudos men-
cionados los valores dadas.

Para hallar el poli lo de interpolacidn 'Px), sc puede resolver ¢l sisteriia
{60.18). Sin embargo, puede utilizarse también otro procedimi , mids corto. Exa-
minemos un polinomio
CoX) X X D B =X )

Pix) = L aar+ 1.
e (e = Xy} b = X g — X, e by — %4 0)
Es evidente que P{x) es un polinomio de grado n y que
Pix) = 1, Pfx) = 0r

P= 12,0+ L,i=032 ..,i=Li+1l,...,n+ 1L (60.19)

Por es0 el polinomio de interpolacién t do puede ser escrito en la forma
a%l
Plx) = ): J(x)P{x). (60.20)

En efecto, la expresion escrita es un polinomio de grado no superioran, v, en virtud
de (60.19), satisface las condicones (60.17).

El polinomio de interpolacién escrito en la forma (60.20) lieva el nombre de
Lagrange.

Investig ahora la difs ia entre la funcién y ¢!l polinomio de |

cibn:
Rix) = f(x) — Pix)

que se denomina término residual de la Interpolocidn. Supongamos que la funcién f
es n + lveces derivable en el segmento fa, b]. Entonces esta misma propiedad la
posee también el resto Rix), con la particularidad de que

RA* D) = 1+ Vx}ag x < b, (60.21)
pues P + Uy m 0. Pongamos

wl) = b — Xl = X} 06 = Xy 4 )
fijemos x € [a, b] ¥ analicemos una funcién auxiliar

w(l’)nx(n—%uﬂ).as:sb,
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La funcidn (f), evid bién n + | veces derivable en ¢l segmento
{a, b], ademds de (60. 2I]yde10que wf®* ) = (n + 1! tenemos
R)
o+ = n+ﬂ[ - + 1y 5 60.22)
"+ i) = fl—(n+1) e (

Ahota, la funcién ¢{f) se anula en n + 2 puntos x, x;, X3, ... , X, 4 1; POT €50,
en virtud del teorema de Rolle, su dertvada se reduce a cero por lomenosenn + 1
puntos del  [a, b], 1a segunda derivada en n puntos, etc. Por induccién lle-
gamos a que la {# + 1)-ésima derivada de la funcién ¢ se reduce a cero por lo me-
nos una vez dentro del segmento [a, b]. Sea o * 1) = 0,2 < ¢ < b, entonces
de {60.22) obtendremos

S

o bien, mas detalladamente,

(= XX = xp) ... (¢ — X,

i n+l) m 4+ 1 "
R(x) = PR Srry,-a<x g b a<t<b

De agui proviene la estimacion del término residual

i
IR (x)! QG+_ mix 1 —x)—xy) .. Or—x, I "slylgb i+ ”(x)l.

I ecxg s

Hemos de notar que en general, incluso para las funciones analiticas en el scg-
mento [a, b], el término residual de interpolacién no tiende a cero en dicho segmen-
to paran — oo, es decir, los polinomios de interpolacién no convergen hacia la pro-

pia funcidn. La construccién de los ejemplos correspondientes es ¢ engorro-
sa, razém por la cual no nos d d 5 en esta afir id

60.4. FORMULAS DE CUADRATURA

Consideraremos-ahora algunos métodos de la integracidn aproxlmada de Ias
funciones. Las férmulas para Jos valores aproximados de las i les st d
nan férmulas de cuadratura.,

Supongamos que en el segmento [a, b) se ha dado una funcién f. Dividamos el
segmento [a, b] en n partes iguales mediante los puntos x,, &k = 1,2, ... ,n — I;

A=Xxg <X <. <X, _ <X, =bx.-x_,= =12,

n

Las férmulas de cuadratura a considerar s¢ obtendran sustituyendo en el proceso de
integracién, la funcién f en cada segmento [x, _ ;, x,] por un pelinomio de interpo-
lacién de grado n. Estudlaremos los casos de n = 0, 1, 2. Los valores aproximados
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correspondientes de la Integral de la funcidn f de designardn medi ¢l simbol
L), n =0, 1, 2. En el primer caso (cuando n = () la férmula de cuadratura
correspondiente se d na fdrmula de los rectdngulos, en'el scguiido caso (cuan-
do n = 1), férmula de los trapecios, en ¢l tercer caso (cuando n = 2), fédrmula de
las pardbolas o, con mayor frecuencia, férmula de Simpson.

FORMULA DE LOS RECTANGULOS

Para interpolar la funcién f en el segmento [x, _ , x;), k= 1,2, ..., n, me-
diante un pelinomio de grado nulo, es suficiente prefijar un solo nudo. Tomemos a
titulo de nudo ¢l centro del segmento [x, _ |, x;.1:

5k=“_’t:_l2_+_x&_

El polinomio de interpolacion seré una constante
Pux) = flE ) k= 1,2 ..,n

Con tal interpolacion sustituimos la funcidn dada f por una **funcién escalonada'’,
con més precision, por un surtido de funciones, que son en cada segr
1o [y _ |, %] e iguales al valor de la funcién f en e! centro de dicho segmento
£ B3
(fig. 250). En lugar dela integral [ f(x)dx tomemos otra integral [ P,
=1 k-]
es decir, sustituyamos el frea del trapecio curvilineo por la del rectingulo corres-
pondiente.
Escribamos ahora la férmula de cuadratura de los recténgulos:

"

L = 2 5 Pyidx = Z g Fegax =2=° ,Zi:. SED:

k=1 X DE S e (60.23)

asi pues,

an_g 9;_"[f(__.._ﬂ:x1)+f(f_l..;_ﬁ) + e +)"(f.'!.%+-_b)]
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% ¥ Yl H| %

7 £ 5  z; ¢ Z
Fig. 251

FORMULA DE LOS TRAPECIOS

Tomemos en cada segmento [x; _ |, x,}, k = 1,2, ... , n, un polinomio interpo-
lador Py(x) de primer grado determinade por los nudos de interpolacién x, _ , ¥ x;.
Suponiendo y; = flx), i = 0, 1, ... , n, obtendremos (véase (60.20))

- X X =X

Py = ket —E Ly k= 1,2, .,
’ xl-—l_xkk : xl—x*,,lk

De este modo sustintimos la funcién dada f por una funcién lineal a trozos. En lugar de
T x

laintegral | fO0dx tomemos otraintegral | Py(x)d, es decir, sustituyamos
k=1 -1

el direa del trapecio curvilineo por el drea correspondiente de un trrapecio ordinario

(fig. 251).

Observando que
T
I Pyindx = Y1t nb-a g k=10
2 n
=
obtendremos la férmula de cuadratura de los trapecios
[ T 8
Lin = E j pk_(xmz.,? Z .‘%ﬂ’t (60.24)
3 T - i
o bien

g0 =2= a[f(al + 1

= + S0 + fle) + ... +f(x,,)].
FORMULA DE SIMPSON

Tomemos en cada segmento[x; _ |, x,), k = 1, 2, ..., , un polinomio de in-
terpolacién Pylr) de segumdo grado determinado por los nudos de interpolacién x, _ ;.
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=.\‘||r_|+.\"r

£ ¥ x,. Entonces
& - £ = x)
Py =
¥ {xk»’l_st“xl-)-xt)f(xk-')+
&= x_ )& —x) F—x W -E)
+ + 5
(A R A ey A
Por ¢l célculo di nos con de que
N
Gt ) 1 1b-a
W omr v L
x|
xg
= x _ Mx — x) 2 2b-a
i ac it fnll b ol 20 =2 - e
.‘ “k'*t-l)'&x"xﬂd& zut x,,_,)e:a nt
Tk =1
e
(.l‘--X!L__])(X—Eﬂ =l e lb-—ﬂ.
| S i
X
por lo cual

]
j‘ P, ,(x)dx 2
T -1
Ahora ya no serd dificil escribir la férmula de cuadratura de Simpson:

b - 1 2 1
. - [Ef(x, SD I+ Efor.a] .

b- . 2
Lif= Z f Pirds =22 E [%fcv, ) +§f(s.)+—;fcx,)]
obien 7' -1 ok (60.25)

b -
L1 = Z=20@ + J0) + W) + . + Sy )+

+ A6 + o+ SEDN
60.5. ERROR DE LAS FORMULAS DE CUADRATURA™

Hemos visto que en todos los tres casos examinados las formulas de cuadratura
(véanse (60.23), (60.24), (60.25)) tienen por expresion

* En este punto i 1ns ideas d lladas en la monografia de 5. M. Nikolski
‘‘Férmulas de cuadratura’.
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a

wy= ¥ L0 (60.26)
k=1
donde m
PiflE) (60.27)
I=0
X _1SéySXuk =12, ..,ni=0,1,..,mmientras que p,s0n cicrtos ni-
meros.

Para el caso de la férmula de los rectingulos tuvimos

m=0.po=]_zm='_‘L:_]i.ﬁﬂ;

para el caso de la formula de los trapecios
m=Lpy =P =gk = %o p b =X
y en ¢l caso de la férmula de Simpson

x*_]+xk

1
m“=2,.00=92=-6-,p'|=—,Em—xk_p2g. k2 = Xy

k=12 ..,n

Ahora, sean dados algunos nimeros p,, llamados pesos y supongamos que en cl
segmento [0, 1] vienc dado un sistema de los puntos ¢, i = 0, 1, ... , m, llamados
nudos. Supongamos también, como hasta ahora, que el segmento [a, b] esté dividi-
do mediante los puntos x;, k = 0, 1, ..., , en n scgmentos iguales [x, _ y, 5,1
k = 1,2, ...,n,ylos puntos £, s¢ obtienen de los nudos £; en el transcurso de una
aplicacion lineal del segmento [0, 1] sobre el segmento [x, _ |, x,], durante el cual el

puqlqceropmnlpunmx,_,.esdedr.end, de la aplicacid
'.\’={'\'t... 1)I’+x*_1.0£t(l
Laexp (6026) ina en este caso formula de cuadratura correspon-

diente a los nudos £; y los pesos g, i = 0, 1, ... ,m.

Toda formula de cuadratura (60.26) posee la propiedad de linealidad: para
cualesquiera dos funciones 'y g, definidas en el segmento [a, b] y para cualesquiera
dos nlimeros A y p se verifica evidentemente, la igualdad

LOV + ug) = ALYD + pL(3).

Deflinkién. La férmula L(f) = ¥ 1,{f) se llama exacta para los polinomios
kw1
de grado r, si para todo polinomio Pfx) de grado no superior a r, para cualquier seg-
mento [a, b] y para todo nimero n (es decir, para cualquier particién del segmento
[a, b) en segmentos iguales) se verifica la igualdad
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L
L) = | P@ax.

Ejerciclo. Demuéstrese que para que la férmula de cuadratura L[f], correspondiente a los
mlde,,hspuosp,.f = ﬂ I. wee o M, mmmpullocm:umoldey‘ndor.unm
rio y suficl que para q i P{x) de grado no superior a r se verifique la

J Pljdx = Y p,PE).
fmai

Por cuanto el polinomio de interpolacién de orden r coincide, para un polino-
mio de grado r, con el propio polinomio, las ramum de cuadratura de los :aaﬁn-
gulos, trapecios y de Simpson son exactas para los p ios de pri g
y tercer grados, respectivamente,

No obstante, més aln, la formula de cuadratura de los rectdngulos s exacta pa-
ra los polinomios de primer grado, y la formula de Simpson, para los polinomios de
tercer grado. Demostrémoslo. En efecto, en el caso de la férmula de los rectdngulos
(véanse (60.23) y (60.27))

Ir.&‘:0’)=J'(—"-’—*——) G =% _ )

El célculo directo deja constancia de que para toda funcién lineal se verlfica la
igualdad
*i
f{Ax + B) = j (Ax + B)dx. (60.28)
k-1
Esto se infiere claramente de la fig. 252. Al sumar las igualdades (60.28) segiin k des-
de ! hasta n, obtendremos

b

LfAx + B) = | (Ax + B)dx,
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lo que preci significa la itud de la férmula de cuadratura de los rectdn-

gulos para los polinomios de primer grado.
En el caso de la fSrmula de Simpson (véanse (60.25) y (60.27))

[ fupl)+—f(-&—~12-1’—‘£) +%f(x.J]- (60.29)

f‘,{fja

Basta mostrar que para cualquier polinomio de tercer grado P(x) en este caso
X

13
WPe) = [ POdxk = 1,2, .. ,n. (60.30)
-1
Efectivamente, siendo demostradas estas ignaldades, obtendremos, al sumarlas se-
ghn & desde { hasta n:

b
LyPw) = | Pedx,

es decir, la férmula de Simpson resulta ser exacta para los polinomios de tercer gra-
do.

Sea P(x) = Ax® + B + Cx + D. Pongamos Q(x) = Bx® + Cx + D, en-
tonces P(x) = Ax? + Q(x). Por ello

(PG = ALY + 1000,
’f P(xydx = A f Pdx + f Q(dx, k = 1,2, ... ,n. (60.31)

-1 k=1 -1

En virtud de gue la formula de Simpson es exacta para los polinomios de segundo
grado, tenemos

x

oW = [ QWduk=1,2..,n
T -y
Por otra parte, por célculos inmediatos nos convencemos de que
]x’dx ‘*—L-.“

k-1
x3 2 /% _,+x\3 o -t
P k=1 2/ % +X 7 [ k=1
1o = (x, x*_,)[ 2 +3( L )+6] : ;

Esto demuestra precisamente la igualdad (60.30).
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El orden del error de las férmulas de cuadratura resulta relacionado con ¢l grado
de los polinomios, para de los cuales resulta exacta la formula de cusdratura en con-
sideracion.

Teorema. Sea [ una funcidn r veces continuamente derivable en el segmenio
[a, b] y sea &l nimero M > 0 de tal indole que
) € M,a< x< b
Si la férmula de cuadratura (60.26) es exacta para los polinomios de grado r — 1
(r = 1,2, ... ), entonces existe una constante ¢, > 0, que no depende de la funcién
J, tal que se verifica

L - +1
[ rodax - L GM-
[

(60.32)

DEMOSTRACION. Representemos la funcién f en cada segmento [x, _ |, x;], de
acuerdo con la férmula de Taylor, en la forma

S = Pl + i, k= 1,2,...,n,

donde
r=1
Pfx) = z ﬂ%}:‘l}(’"‘t—l)j

I=0
&5 un polinomio de Taylor de grado r — 1, ¥, pmmdsulmte.rﬂx;uel término
residual de la formula de Taylor que se escribird en la forma de ange
f{d[xl - 9.,(-! = Xp o |)]

rl

) =

x=x._ (60.33)

0<f<lLk=12...m
entonces

[ fyde - L(D = f:};ma: E"t(”'

K=y

= f: [ :f Pylodx — !".(P,Lx))] +

k=1 o
" e
+ ¥ [ [ roar - .*,(r,{x))]. .(60.34)
Ewml Loy

En virtud de que la férmula de cuadratura dada es exacta para los polinomios de
grado r — 1, se verifica la igualdad
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%
I Pddx — [P L) =0, k=1,2.. ,
-1
Por esto de (60.34) se infiere que

iy n
[f(x)dx - L(f)[ I Irglde + T 1lr o). (60.35)
k=1

:-14

Luego, de (60.33) tenemos

- r
1r,(x)|<£:r-(b "),k=1,z,“.,n,
F

n
Aplicando esta desigualdad, obtenemos
i ro Sk +1
M - Mib —
i 1rgoo de « MO d.r=(‘+)‘;.
o) o TEl

Suponiendop = ‘{nlhx Ip;l (véase (60.27)), tencmos

-y
n-t...---;g i

b= (m+lub—af*'gM
Irn) 1 < Il lrgg ) < o
o
S do estas esti i en (60.35) ei duciendo las desi jones
" 14+ (m+ l)p

r rl

obtendremos la desigualdad (60.32). O

De la formula (60.32) se deduce, en particular, que al calcular las integrales con
ayuda de las formulas de cuad de los recténgulos y trapecios (estas formulas,

como se sabe, son exactas para los polinomios de primer grado, a consecuencia delo

cual podemos tomar para ellas r = 2) el error es de orden O (n—li).yaleah:hrlm

integrales con ayuda de la férmula de Simpson {ésta es exacta ya para los polino-
mios de tercer grado y podemos tomar r = 4) el error constituye esta vez sblo la

1
magnitud O — }.
( n")
* Efectivamente, es0 s¢ deduce de la ﬁef\mcmn (véase la pag. 554) de exactitud de la for-
mula de de los de grado dado, si en dicha definicitn a titulo

descsmmw[a,bluwmadprt_1.:,])'uponen— I;
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Observemos que empleando el método citado de calcular las constantes ¢, no
obtuvimos sus valores minimos. Lo Gltimo puede lograrse perfeccionando los méto-
dos de su cdlculo.

Problema 43, Demubstrese que para la férmula de los rectingulos puede tomamse ¢, = é.

1 .
para la férmula de los trapecios ¢, = E.ymhlﬁmuhde&imumq, = T

60.6. CALCULO APROXIMADO DE LAS DERIVADAS

El chlculo aproximado de las derivadas se efectGa a base de las formulas que las
definen. Por ejemplo, dade que

o) = ..Ifi“nm + h: - fx) )

la asi llamada razén aritmética

f&x + h) = fix) (60.36)
h

proporciona el valor aproximado de la derivada. Esta expresion, ademés, permite
calcular la derivada con cualquier grado de precisibn a cuenta de la eleccién ade-
cuada de A, lo que se infiere de la definicién de limite.

Estimemos el orden de aproximacion de una derivada, calculada segiin la formu-
la (60.36), resp de h. Supong; que la funcién f tiene en el entorno del punto
x derivada acotada de segundo orden. Entonces, por la férmula de Taylor,

2
Sfix + k) = flx) + 7 0Oh +%f"(x+ah). 0<b<h;

de aqui
f“*"’:'f“)=f'(x)+gf"£'+9*")- 0<o<t,
es decir,
Slx + h; ~ ftx) =f' @+ 0, h—00

Es obvio que si en el punto x existe una derivada, enlonces

lim f_l“‘__*"‘)_;hﬂi‘;."ﬂ = ).

h=10
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Resulta que el chlculo aproximado de la derivada en un punto segin la formula
aproximada
S + h) — fix — )

.37
Ty {60.37)

fx) =
asegura un orden més elevade de t fiez del error respecto de k. Mostrémoslo. Su-
pongamos que la funcidn / tiene en el entorne del punto x la tercera derivada acota-
da. En este caso, segin la formula de Taylor se tiene

S+ B = ) + [0k + %f"(x)hz + —:‘f"‘(x +8,mh’0 <6, <1,

1.
S = 1) = J) = ok + =f i — %f (x + 8,)h%, 0 < 6, < 1.

Restando la segunda igualdad de la primera y dividiendo por 24, obtendremos:

Jix + k) = fix = k)

. | R
= =SS0+ LU O+ ST+ IR =

=@+ Od, k0.

De este modo, la razén aritmética (60.37) aproxima la derivada en un orden mejor
que (60.36).

Para el cAlculo aproximado de la segunda derivada en el punto x se puede proce-
der de la manera siguiente: calcular aproximadamente la primera derivada en los
puntos x y x + h, por ejemplo, seghn la férmula (60.36):

J&x + R - fx) S22 =[x+ B
h 1

S = WS+ ) 3

entonces

S+ ) =70 fix + 28 = Alx + k) + flx)
h A -

La razén aritmética, que figura en ¢l segundo miembro de la férmula obtenida,
interviene como valor aproximado de la segunda derivada en el punto x.

Cuando la funcién f tiene en el entorno del punto x la tercera derivada acotada,
entonces al desarollar el numerador segiin la férmula de Taylor, obtendremos

S+ 20) = U+ )+ S

s =f"() + Oh), h—0. (60.38)

Por analogia con el caso de la primera derivada se puede probar (en ¢l supuestp
de que la cuarta derivada en el entorno del punto x estd acotada) que
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Sl + k) = A0 + Slx - k)

Fx) =/ )+ OhD, k=0,  (60.39

s decir, el error de la férmula aproximada (60, 39) para el cAlculo de la segunda deri-
vada es en un orden mejor que el de la férmula (60.38).
Del modo anélogo se calculan las derivadas de érdenes superiores y las derivadas
clales de las funci de vanas variables.

§ 61. PARTICION DEL CONJUNTO EN CLASES
DE ELEMENTOS EQUIVALENTES

Varias veces en nuestro ¢urso hemos tropezado con el de equivalencia;
fundiones equivalentes infinitamente peguefas e infinitamente grandes (p, 8.3),
apl.icnmone.s eqmva]ems de uu segmento (p. 16.2) y de una regidn (p. 50.1), suce-
siones fund tes de los espacios métricos (p. 57.1), funciones
equivalentes cn la construccién del espacio ﬁiz (p. 57.10), etc. En todos los casos
mmmnadoslarelamﬁndew_.‘ P l.as__,' tes tres propledades:
si los elementos de un conjunto en consideracion se desigr di las letras x,
¥ Z, .- . ¥ los elementos equivalentes x e y, mediante el simbolo x ~ y, entonces:

1. Todo elemento del conjuntio en consideracién es equivalente a si mismo:
% ~ x (reflextvidad).

2. 8ix ~ y, entonces también y ~ x (simetria).

3.85ix ~ yey ~ z, entonces x ~ z {transitividad).

Siempre se suponia sin ninguna dnda que un conjunto de tales o cuales clemen-
tos en el que se hai fucido el to de equivalencia ¥ que posee las propieda-
des de reflexividad, simetria y transitividad se descompone en las clases disjuntas de
elementos equivalentes. Esto es asi en realidad. Enunciemos y demostremos esta
afirmacion para el caso general

Sean dados un conjunto A = [x, ¥, Z, ... | y un subconjunto del conjunto de pa-
res ordenados de sus el que posee las siguientes propiedades: si el par (x, ¥)
pertenece a dicho subconjunto, los elementos x e y s¢ laman equivalentes y se escri-
be x — y, con ia particularidad de que se cumplen las propiedades de reflexividad,
simetria ¥ transitividad, En tal caso suele decirse gue en &l conjunto A s¢ ha dado
una relacion de equivalencia.

Teorema. Sien un conjunto se ha dedo una relacidn de equivalencia, dicho con-
Jjunto es la suma de sus subconjuntos disjuntos dos a dos de los elementos equiva-
lentes entre sf.

DEMOSTRACION. Sea 4 = [x,»,2,... ] un wnjumo en el cual se ha dado una re-
lacion de equivalencia. Para todo el x € A desi di A, el con-
junto de todos los elementos del conjunto 4 :qmvalemcs al elemento x. Mosuemas
que

U A, (61.1)

TeA

yquela r:pres.mtaclén citada del conjunto A en forma de una suma de los subcon-
juntos A, es la que se busca, es decir, que los sumandos 4, son disjuntos dos a dos.

Sh—nd 24
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Ante todo, en virtud de gue la relacién de equivalencia posee la propiedad de
reflexividad, para tedo x € A tenemos x ~ x, y, por lo tanto, x € A, es decir, todo
clemento de! conjunto 4 pertenece a cierto 4,, por lo cual

Ac U 4, (61.2)

ruAd

Por otra parte, todo elemento del conjunto 4, es, debido a la propia construccion,
un elemento del conjunto A. Por consiguiente, 4, C 4 y por esta razén

U A4, cAa. (61.3)

e

De las inclusiones (61.2) y (61.3) se deduce la igualdad (61.1).

Demostraremos ahora que cualwquicra dos elementos de cada uno de los con-
juntos A, son equival entre sl. Efecti scayeA . Z € A,; esto significa
que y ~ xyz ~ x. Por ser simé lacidn de equi ia, de aqui se infiere
que x ~ z, de donde, gracias a la transitividad, » ~ z

Probemos por fin que los dos en el d bro de la igualdad (61.1)
son dlsjumos dos a dos. A saber, mostremos que para cuglesquicra d.ou elementos
x' yx" los conjuntos Ay Ax © bien coinciden, o bien no se intersecan. En efec-
1o, supongamos que lm conjuntos A,- y A, - tengan por lo menos un elemento co-
min:yed,-NA,. yseazeA,.. Por mmoya tcnnrnosdcmo&tmdo el hecho de
que para todo ¢l del j A, sus dos el quiera son equiva-
lentes, entonces z ~ y, y ~ x° .y.porende z ~ x", es decir, z € A, .. El elemento
z es un elemento arbitrario del conjunto A, ., razén por la cual

A, CA,.-4 (61.4)
anélogamente
A, CA,.. (61.5)
De (61.4) y (61.5) se sigue que
A=A

De este modo, si los conjuntos A . y A, .- tienen por Jo menos un elemento co-
miin, ellos coinciden; si tal clemento csté ausente, los conjuntos citados son, eviden-
temente, disjuntos,

Asf pues, la representacidn (61.2) posee en realidad todas las propiedades enun-
ciadas en el teorema, O

§ 62*. LIMITE SEGUN UN FILTRO

Al estudiar el curso del andlisis nos encontramos con dos conceptos de limite: ¢l
limite de una funcién (limite de una sucesién, como caso particular del limite citado)
y el de las sumas integrales. Resulta que existe un concepto de limite més general,
Namado limite segin un filtro, ¢l cual contiene en si mismo ambos conceptos men-
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cionados de limite como casos particul La exi: ia de tal concepto nos ofrece,
por supuesto, una misfmbn estética, razdn por la cual daremos a conocer en este
p&n'nfosu"" it , la introduccién de este PO NO propor-
ciona, en jas algr para el dio del anglisis matemitico, por lo

que s¢ explica el hecho de que dicho concepto viene al final del curso,

62.1. ESPACIOS TOPOLOGICOS
Definicién 1. SupwwamwmwX&smﬂomq}mM}’mﬂdeadounm@-

ma @ = [G) de subconjuntos que facen las sigui condiciones:

I° Lai ion de un mime ﬂn.i.ro de conyji del sistema 0} pertenece a
este sistema. '

2°, La unidn de cualquier lidad de conji del si: 11 pertenece a este
sistema.

3. Xell, @ ell

En estas condiciones ef coruumo X se lamag cspncia topoldgico, & sisterna Q lle-
va el nombre de su top » los conju del {1 son sus subconjuntos
abiertos.

Para cualquier punto x € X, todo conjunto G € 1 que contiene dicho punto se
Hlama enforno de éste.

S§i cualesquiera dos puntos de un espacio topoldgico tienen enfornos que no se
intersecan, el espacio lleva el nombre de Hausdorff*.

A titulo de espacio topologico de Hausdorff interviene todo espacio métrico,

puesto que sus subconjuntos abiertos fi un sistema que satisface las condi-
ciones l“ 2°, 3° de la definicidn 1 (véase el p, 57.1). Existen también los asf llama-
dos poldgicos no metrizables (véase **Introduccion a la teoria de los con-
junlniyla- pologla g 1" de P.S. Alexéndrov, M., 1977).

Para cualguier punto x € X, todo entorno de x no es, a ciencia cierta, un conjun-
to vacio, puesto que contiene por lo menos un elemento, a saber, el propio punto x,

Definicion 2. Todo B del s D de conjuntos abiertos de un es-
pacio topoldgico recibe el nombre de base de la topologia del espacio citado,
siempre que cualguier conjunio abierto no vacio del espacio (es decir, un conjunto
no vaclo del sistema () es una unién de cierta totalidad de conjuntos de @ .

Asi por ejemplo, en un espacio métrico la base de la topologia la constituye el
conjunto B de todos los e-entornos de todos los puntos de este espacio. Efectiva-
mente, cualquiera que sea el conj abierto no vacio G del espacio métrico dado,
para todo su punto X € G existe tal € > 0 que ¢l g-entorno de este punto esti conte-
nido en G: Ulx, ) C G Elijamos y ﬁ]anm para todo punto x € G uno de tales en-

el

tornos, i G serd, € te, su unibn:
G=) Uxe).
el

* F. Hausdorff (1868 — 1942), matematico aleman.
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Ejercicio I. D & que en lquier espacio métrice ¢ conjunto de todos los
g-entornos (con £ racional} de todos los puntos de este espacio forma su base de topologla.

La topologla puede ser definida con ayuda de la base de topologia. A saber, si
B = [A] es la base de topotogia Q) del espacio X, entonces, de conformidad con la
definicidn 2, 01 e el sistema de todos los subconjuntos del espacio X, cada uno de
los cuales o bien es una unidn de cierta totalidad de conjuntos de B , o bien es vacio.

Definicién 3. ET sist, B (x) de del punto x de un espacio topoldgico
X se llama base local de la topologia en dicho punto, si, cualquiera que sea el entor-
no V del punto x en el espacio X, existe tal entorno Ue B (x) que

vcv

Es obvio que la totalidad de todos los entornos del punto dado forma su base lo-
cal de la topologla. Para cualquier punto de un espacio métrico su base local de la

topologia la forman también, por ejemplo, todos sus & nios de radio ¢ = ’—l?
m= 13,0

La unién de bases locales de la topologia en todos los puntos forma la base de la
topologia de tado el cspacio, pues cualquier conjunto abierto no vacio puede repre-
sentarse como una unién de los entornos {pertenecientes al conjunto) de sus puntos,
donde los entornos mencionados s¢ toman de las bases locales de la topologia en
consideracidn. De este mode, la topologla en un conjunto puede prefijarse definien-
do las bases locales de la topologia en cada uno de los puntos del conjunto,

Con ayuda del concepto de entorno para los espacios topolbgicos se introducen
(textualmente, al igual que para los espacios métricos, véanse el p. 57.1 y p. 18.2}
nociones de puntos adherente, limite y aislado, como también la de conjunto cerra-
do.

62.2. FILTROS

Enlo i di BX) se desi 4 el conjunto de todos los subconjun-
tos del conjunto X,

Definicion 4. Sea X un conjunto no vacio. El conjunto § C B (X) recibe el
nombre.de filtro (0, mds detalladamente, filtro en el corjunto X), siempre que:

12 Parg cualesquiera A' € T y A" € F existe tal A e & gque

ACA NA",

. EeF Fr

De las propiedades 1° y 2° se desprende que la inter ion de cualquier nimero
finito de conjuntos pertenecientes al filtro no es vacio.

Ejemplos. 1. Sea X+ &, XDad,+ 2. Entonces, ¢l conjunto
F=[4:A,CAeB(X) es vn filtro en X. Efecti es evidente que
Ay / F,ysid eFyA" eTF,setiene A’ N A" D 4, # &, es decir, ambas con-
diciones 1° y 2° de la definicidn 4 quedan cumplidas.

2.Seaxe X.Elconjunto F = [A : x € A € B{X)] es un filiro en X. Este filtro es
un caso particular del filtro considerado en el ejemplo antecedente en que ¢l conjun-
to A, se componia de un solo punto x.
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3. Sea X = N un conjunto de todos los mimeros naturales y
A, =[m:meN,m>n),neN. (62.1)

Entonces ¢l conjunto A forma un filtro, designado por Fyy, = (4, ] yllamado filtro
natural.

Comprobemos gue Fj, es un filtro. En efecto, N e Fy y, por consiguiente
Fy,+ @,todoslos A, # @,ysim < n,setiened, NA, = A eF,

4. Sea de nuevo X'= N. El sistema de subconjuntos. F del conjunto N, cada
uno de 10s cuales ¢5 un complemento al subconjunto-finito del conjunto V; forma
también un filtro en N, llamado filtro de Fréchet y il en si ¢l filtro natiiral
F

Mostremos que &y es, de hecho, un filtro. Si 4 € Fy, y B € §,, designemos me-
diante # € V ¢l mayor de los ntimeros que integran el conjunto (N A) U (NX B).
Tal nitmero existe, puesto que ¢l conjunto indicado se compone, en virtud de la de-
finicién de ¥, sblo de un conjunto finito de nimeros. Entonces el conjunto
A_ € F, (véase (62.1))estd contenido en 4 N B. Lucgo, por cuanto ¢l conjunto de
numeros naturales N es numerable, mientras que N \ A, donde 4 € F s, por de-
finicidén del conjunto &, finito, entonces 4 # &, Por fin, Ne¢ F, v, por consi-
guiente, F &= &, De este modo, § es un filtro.

5. Sea X un espacio topoldgico y x € X. La base local de la topologia B(x) forma
un filtro. En cfecto, ante todo, ¢s evidente gue para cualguier entorno U € B(x) se
tiene xe U, y por esta razdn U # &, Luego, para cualesquiera Ue@B(x) y
¥ € B{x) la interseccidn U M ¥ es un conjuntod abierto en el qué se contiene el pun-
to x, por lo cual, de conformidad con la definicién de la base local de una topo]osfa.
existe tal entorno WeB(xjque WC UN V.

6. Supongamos que X s un espacio topoldgico, x es el punto limite del espacio
X, B(x), la base local de la topologia en este punto y B(x), un conjupto de todos
los “entornos reducidos” de dicha base local de 1a topologia, s decir, 9 (x) se com-
pone de los conjuntos

O & U \ ), Uk € Bt

Bajo estas condiciones !o; (x) forma un filtro. Efectivamente, si Ue é(x , enton-
ces por cuanto el punto x es l{mite para el cspué:i.o X, existe un punto y € U, y, por
ende, U % @, Luegc. para cualesquiera &/ & B (x)y ¥ € B (x) tenemos, de acuerdo
con su definicién: 7 = UN [x], V' = ¥\ {x], Ue B(x), ¥ e B(x). La intersec-
cion U N ¥ es un entorno del punto x, por lo cual existe tal entorno W e B(x) que
WCUNVyporestarazén & = W N\ {8 c U N V. Asl pues, (x) es, de
hecho, un filtro.

Definicién 5. El filtro §, = [A] en el conjunto X leva el nombre de filtro mis
Juerte que el filtro F, = [B] en el mismo conjunto, sl para cualquier conjunto
Be S exisietal A S, que A C B. ,

- Definicidn 6. Si el filtro % es mas fuerte que el filtro F,, ¥ §, es mas fuerte que
F,, los filtros ¥, v 5, se denominan equivalents. ,

Ejemplo 7. Sea B (x) una base local de la topologia del punto x de un espacio

metrico, compuesta de todos sus £-entornos, y sea B {x) su base local de la topolo-
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1
gia que contiene sélo los entornos de radio ¢ = —n =12, ... Losfiltros B(x) y
n

B 4{x) son equivalentes.

Ejercicio 2. Demuéstrese que los filtros en los ejemplos 3 y 4 son equivalentes.

Definicidn 7. El filtro ¥, se Nama subfiltro def filtro %, si todo elemento del
filtro §, es también un elemento del filtro F,, es decir, si ¥, C 5,.

Es obvio que un filtro es més fuerte que cualquiera de sus subfiltros.

Definicidn 8. Todo subfiltre de un filtro, equivalente al propio filtro, se de-
nomina base del filiro,

En el ejemplo 7 el filtro B 4(x) es la base del filtro B{x), mientras que el filtro na-
tural Fy, es la base del filtro de Fréchnet &, construido en el ejemplo 4.

A veces resulta cémodo considerar los filtros que satisfacen una condicién adi-
cional mds.

Definicidn 9. E filtro  en un conjunto X se di ina completo, si de las con-
diciones

AeF, BeB(X)YACRH

se deduce que
Be T,

En los ejemplos 1,2 y4, iderados mds arriba, los filtros eran completos, En
el cjemplo 4 (filtro de Fréchnet) esto se deduce de lo que si A € ¥, ¥, por consi-
guiente, su complemento en ¢l conjunto de nimeros naturales A es finito, entonces
lquier subconjunto de niimer les B, contenido en A, tiene también un
complemento finito en ¥, pues, siA C B C N, entonces N~ BC N\ A.

Entre tanto, los filtros, considerados en los ejemplos 3, 5y 6, yano son comple-
tos. En el ejemplo 3 el filtro natural F,; no es completo, puesto que no todo subcon-
junto A4 (que contiene un conjunto del tipo A, véase (62.1)) del conjunto de nfime-
ros naturales es del mismo tipo, es decir, pertenece al filtro natural F, v Los filtros,
considerados en los ejemplos § y 6, no son completos, puesto que no todo conjunto,
que contiene un conjunto abierto, es por sf mismo necesariamente abierto.

A veces en la literatura matemdtica el filtro completo se llama sencillamente fil-
itro, -mientras que &l filtro en el sentido de I2 definicidn 4, base del filtro. Esto s¢
justifica, por la validez de la siguiente afirmacidn,

Lema 1. Todo filtro es una base de cierto filtro completo,

NEMOSTRACION. Sea & = {A] un filtro en ¢l conjunto X, Definamos el conjunto
§ como un conjunto de todos los subconjuntos 8 del conjunto X de tal género que
cada uno de los subconjuntos citados tenga, a titulo de su subconjunto, un cierto
clemento del filtro . Mds brevemente, B € € cuando, y sblo cuando, existe tal
A C FqueA C B. Mostremos que § es un filtro completo y el filtro F ¢5 la base de

g
Si B' € G, B" €, entonces existen tales A’ € Fy A" €F que A’ C B',
A" C B*. Por cuanto ¥ es un filtro, se encontrard tal 4 € Fque A4’ N A”. Al
notar que A’ N 4" C B” N B’ , obtendremos 4 € B' N B", y, por lo tanto, de
do con la definicibn de G, e conjunto B’ N B* serd su elemento:
B’ N B* €. De este modo se cumple la condicidn 1° de la definicidn 4.
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Si fuera & € §, entonces nuevamente, por defincidn de G, se encontrarda tal
AeFque A C D, pero en tal caso A # @, es decir, ¢l conjunto vacio resultarfa
ser un elemento de ¥ que contradirfa a que ¥ es un filtro. Por consiguiente, & € §.
Ademds, puesto gue A C A, todo conjunto A € ¥ es también un el de G, es
decir, ¥ C €. y por cuanto F, como cualquier otro filtro, fio es vacfo: ¥+ '@, tam-
poco serd vacio el conjunto G : § # . De este modo, § satisface todes las condi-
ciones de la definicidn 4, es decir, es un filtro. Su completitud también s¢ deduce in-
mediatamente de la definicidn de este filtro. En efecto, si B € G, entonces cxiste tal
A €F,queA C B. Por eso, para cada conjunto B’ tal que B C B" C X serd vélida
tambien la inclusidn 4 C B’ la que significa precisamente que B’ € §.-

Por fin, F cs la base del filtro completo §. Efecti por un lado, como ya
se ha sefialado, § C G, es decir, el filtro F es un subfiliro d¢ §; mientras tanto, s¢
ha notado anteriormente que todo filtro es mds fuerte que-cualquiera de. sus sub-
filtras. Por otra parte, la definicidn del filtro @ significa precisamente que el filtro F
es mas fuerte que el ©@: cualquieraquesea Be G, existtund eF  talqued C B
(vdase la definicidn 5). Asl pues, los filtros F y § son equivalentes. [J

Lema 2. Sea ¥, un filtro en el conjunto X, y sea T, un filtro en el conjunto X, y

FE (C:C=AxBAcF.BeTF); (62.2)

en este caso ¥ es un filtro sobre el producto X, x X, de los conjuntos X, ¥ X,.

El filtro F definido por la igualdad (62.2) se llama productode los filtros &, y F,.
SiFesun prodnfm de los filtros §, y &, se escribe § = F, x F,.

DEMOSTRACION, Sea C, & §, y C, € F,, entonces, de acuerdo con la definicién
(62.3), existentales A, e ¥}, A, e ¥,y B e¥,, B,eF,, que C, =A, x B y
C, = A, x By, Porcuanto ¥, yF, son filtros, se encontrardn tales 4 € F, y
BeT;que

ACA NALBCB N, 62.3)

En virtud de la misma definicidén (62.2) : A x Be &, ademas de (62.3) se deduce
que

A X BC (A, X B) N (A, x By,

pues, si (x, )€ A x B, setiene x € A, y € B. Por consiguiente, en virtud de (62.3),
xeAd, NA,yeB eN By porlo cual (v, ) e A, x B, y(x,¥)€ A, x B,, esde-
ar,

x,y)e (A, x B) N4, x By.

Por fin,todoC = A X B # &, AeTF;, BeF,, pues, de conformidad con la
definicidn del filtro, 4 = @, 8 # &. Deloque F, # @y F, ¢ &, seinficre que
también § = F, x F, # ©. 5

De este modo, F = F, x F, satisface |a definicion del filtro. O

Lema 3. Sean X e Y unos conjuntos, f - X — Y, lg aplicacion de X en Y y
§ = (4], un filtro en el conjunto X. Entonces la totalidad de fodas las imagenes
flA) de los conjuntos, pertenecientes o F, es un filtro en el conjunto Y.
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Ei filtro {f(A), A & F, se denomina imagen del filtro § en la aplicacidn f y se
designa mediante
(B = [fid), Ae¥s. (62.4)

Demostremos que f() es realmente un filtro. Sea f(4) € f(F), f(B) e /(F). A€ F,
B e F. En este caso existe tal elemento C del filtro : Ce F, que C c4a N B. Por
cuanto f(Q) C f(4 N B) C f(A) N f1B), v, ademds, por definicidn dcl sistema
ﬂff) tenemos f(C‘] e f(%), entonces la primera condicidn de la deﬁmcwn de filtro
(véase la definicion 4) queda cum?llda, La segunda condicidn estd también cumpli-
da, dado que f(F) se compone s0lo de los elementos del tipo f{4), donde A e F.
Por consiguiente, f{A) # &, puestoqued # @.Porfin,deloque¥ # &, sede-
duce que también f(F) = . O

62.3. LIMITE DE UN FILTRO

Definicion 10. Sea X un espacio .rapa-'ogsm x€X yseaT un filtroen X. EI
punto x se llama limite del filiro F o su punio .’{mre, si el filtro F es mds fuerte que
B{x} que constituye una base tocal de la topologia en este punto.

Si ¢l punto x ¢s limite del filtro ¥, se escribe

x = lim%.

Ejemplos. Sea X =" N un conjunto de todos los mimeros naturales que se consi-
dera, como sicmpr e, con una lcpologfa discreta: todo punto n & & sc entiende como
conjunto abierto (en otras palabras, cualquier punto es aislado}, entonces ¢l filtro
natural F,, (véase el eje.l?plo Jenelp, 62.2) no lwne timite en N.

Efoctwnmemc, ningun nidmero 7 € N ¢s un limite del filtro Fun Pues para cuai-
quier ndmero n, € N existe una base local de la topologia compuesta sélo de este ni-
mero n, y no existc A € Fy, contenido en ¢l conjunto de un solo punto "u] por
cuanto todo A € Fycontiene una infinidad de elememo& De este modo, el filtro F,,
no es mis fuerte que la base local de la topologia de cualquier nﬁmcro g & N,

2.Sea X = N U [+ ), es decir, ¢l conjunto X se ha obtenido por adicién de un

“punto infinito” + oo al comunto de los ndmeros naturales N, con la particularidad
de que Iz base local de la topologia B{ + o) se compone de toda una seric de conjun-
tos A, {vdase (61.1)), nuenlras que las bases locales B(n), n e N estdn compuestas
[como hasta ahora) por ¢l tnico punto . La base de la topologia én X se define co-
mo una umén de bases tocales de todos sus puntos.

En ¢! espacio N U [+ oo] el filtro namrnl Fy tiene por limite + o0. En efecto, pa-
ra cualquier entorno 4, € B(+w)a tftulo de elemento 4 & Fy talqued C A,
(véase la definicidn 10} puede tomarse ¢l propio elemento 4, , pues A, C F,.

Problema 44, Demudstrese que para que todo filtro de un espacio 10pol6;icn lenga
no-mds de un limite, & necesario y suficiente que el espacio sea'de Hausdorff,

Teorema 1. Para que el punio x sea un limite def filiro ¥ del espacio topoldgico
X, es necesario  que este punio sed un limite de cada su base y suficiente que dicho
plnto sea un limite por lo menos_de una base del filtro,
DEMOSTRACIAN DE LA NECESIDAD. Supongamos que un subfiltro ; ¢s la base del

filtro F del espacio X ¥ x = Hm%
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es dexir, ¢l filtro & es mas fucrte que 1a base local de 1a topologfa B (x) en ¢! punto x.
Esto significa que para cualguier entorno U & B{x) existe tal 4 € Fque A C U. Por
cuanto F; es una base del filtro ¥, para A € & citado se encontrara tal B e F, que
B C 2A,y, por consiguiente, B C U, es decir, el cubfiltro 5 es tambicn mds fuerte
que Ja base local de Ia topologia B (x), por lo cual x = lim Foe

DEMOSTRACION DE LA SUFICIENCIA. Supongamos que ¢l subfiltro ¥ del filiro F
es unn'hase del filtro y x = lim Ty aseadyes mbs fuerte que la base local de la to-
pologia B(x}, entonces, el propio filtro F es con mayor razén més fuerte que B(x),
pues cada elemento de un subfiltro &s a la vez, un elemento del filtro. Por consi-
guiente, x = lim ¥, O

62.4. LIMITE DE LA APLICACION SEGUN UN FILTRO

El concepto general de limite se da por la siguiente definicién.

Definickon 11. Sean X un cierto conjunto, Y un espacio topologico, f: X — Yia
ap-'l'caﬂ'(fn de Xen Y, funfiltroen X. ,

El punto b € Y se llama limite de la aplicacion f segiin el filtro § y se escribe

li.msﬂ'x) = b,
siempre que el filtro f(F) tiene como su limite en el espacio Y el punto b.
De este modo, . def of
limgfix) = lim(F). (62.5)

Ejemplos. 1. Sea X = Nun conjunto de todos niimeros reales, ¥ un espacio to-
polégico, f: N — ¥, Yu d—"ﬂﬂ), n €N, y supongamos que Fy, es el filtro natural
construido en el ¢jemplo 3,del p.62.2, es decir, F, se compone de los conjuntos
{62.1). En este caso el limite de la aplicacidn f segin el filtro Fy coincide con el Iimi-
te ordinario de la sucesién |%,] en Y. En efecto, la condicén IimFNf(n) = bes
equivalente, de acuerdo con (62.5), a la condicion limf(F,)) = b, donde f(F) =
= (A}, f(A,) = [y,,:m > n}. Elhecho de que el limite del filtro f(F,,) es igual al
punto b es indicio de que para cualquier entorno U/ € B (4), donde B (b) es una base
local de la topologia en ¢l punto b, existe un el -f(A,,o}, I ido en U, del
i'lltrof(FN):f(A,,O) C U. Por cuanto para n > n, se cumple la inclusion n & A,,o. ¥,
por ende, también la inclusién y, = f(n) € f(4, o) entonces paran > n, tiene lugar
la inclusién y, € U. Esto significa precisamente que J'Ii|:'1“_w,| = b.

2.Sean X = N x N, Fy un filtro natural, § = F,, x Fj (véase (62.2)), Y un
espacio topo&d;ico,f: NxN-Yy., *_’ﬂm, n), me N, ne N, en este caso el
limite limg (m, n),coincide con el limite ordinario de la sucesion doble [y, 1: el
punto b se llama limite i I::n o Ymn de la sucesidn [l 5t Para cualquier entorno

U del punto b existen tales myy n, que para m > nyy n > ngse cumple la inclusidn
Ymn € U. De este modo,

lim
im o) - -

Iim sflm, n) =

Ymn*

3, Suppngamos que E ¢s un conjunto medible scgﬁn Jordan en R", 7 es una par-
ticién de este conjunto: r = [E}f =¥, £, € E, i = 1,2, ..., k. Supongamos, ade-
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mis, que los elementos del conjunto X los constituyen, a su vez, toda clase de con-
juntos del tipo "
: i X = (5 6 e B (62.6)

Para todo # > 0 designemos mediante 4, un subconjunto del conjunto X que se
compone de todos aquellos elementos x, para los cuales las finuras 3, de las parti-
ciones r que las integran son inferiores a n, es decir, §_< 7.

El sistema F = {4 ] es un filtro en X.

Toda funcidn real}’: E — Rengendrauna aplicacién X - R segiinla férmu-

la %
e E T SERE x = 1k B
i=1
De este r’rzodo‘ ¢_,():) es un valor de la correspondi suma i 1 de Ri de
1a funcion f.

El limite de la aplicacidn p, : X — R segin el filtro § = (4] coincide con el Ii-
mite ordinario de las sumas integrales de Riemann de la fuacign fia conﬂicién de
que las finuras de las particiones en consideracién tienden a cero:

[
lfmgs}(x] & a!fl}'ln ,-Zu SEME;

4. Supongamos que X e ¥ son unos espacios topolégicos.f: X—YaeXyFes
un filtro de tal género en X que limF = a (es decir, el filtro Fes mas fuerte que cier-
ta basc local de la topologia ® (a) en &l punto a).

El limite limg (x) en esie caso se denomind Iimite de la aplicacion [ segiin el filtro
F en el punito a.

Elegidos adecuadamente los filtros F, se obtendrdn, en particular, los Iimites en
un punto dado segun diferentes conj Porej lo, si el filtro F se compone de
los entornos de cierta base local de la topologia 8 (a) del punto g, entonces la exis-
tencia del limite Bmg f(x) en ¢l punto a segun tal filtro significa ta continuidad de Ja
aplicacidn f en el punto g, con la panticularidad de que limg f(x) = ri:'mﬂf{x) = fla).

Si el punto g es un punto limite del conjunto X, mientras que el filtro F se com-
pone de los entornos reducidos de cierta base local de la topologfa en este punto (vé-
ase el ejémplo 6 en el p. 62.2), entonces limyf(x) coincide con el \fmite habitual

lim _Ax).

A=
Ha de notarse que antes el simbolo x — & no tenia para nosotros un sentido indi-

vidual: toda la designacién lim Jf{x) se consideraba en total. Ahora, al final del cur-
X =g

50, vemos que el simbolo x — a puede iderarse como designacidn del filtro B (a)
o del filtro B (2), segiin ¢l cual se toma el mite de una aplicacién (en ¢l primer caso
se obtendrd la definicién ordinaria del fmite de una aplicacidn en el punto @, en el

smnx:‘:o caso, la definicidn de su contunuidad en dicho punto).

Asi pues, todos los conceptos de limite con los gue nos hemos enfrentado ante-
riormente son, de hecho, los casos particulares del limite de una aplicacidn segiin un
filro.
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